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An die Herren Mitarbeiter nnd Leser! 



Bei Beendigung des vorliegenden Bandes der „Zeitschrift ftlr 
Mathematik und Physik" empfinde ich es als eine angenehme Pflicht, 
den verehrten Mitarbeitern filr ihre mir so wertvolle Unterstützung 
meinen aufrichtigen Dank zu sagen. Möchte mir dieselbe auch künftig 
in gleichem Maße zu teil werden! 

Als ich nach dem bedauerlichen Rücktritte des hochverdienten 
Begründers dieser Zeitschrift, des Herrn Geheimrat Schlömilch, die 
Leitung des ersten Teiles derselben übernahm^ geschah es mit der 
Absicht, der Zeitschrift allmählich eine entschiedene Richtung nach 
der Seite der angewandten Mathematik zu geben. Es hatte ja bis 
dahin an einem Organ für die mathematische Exekutive (um einen 
Ausdruck des Herrn Klein zu gebrauchen), wie für die Anwendungen 
der Mathematik im allgemeinen und auf Probleme der Technik im 
besonderen gefehlt, und wenn die iu den letzten Jahren mehrfach zu 
Tage getretenen Bemühungen, ein solches ins Leben zu rufen, trotz 
des von allen Seiten anerkannten Bedürfnisses ohne Erfolg geblieben 
waren, so durfte daraus wohl die Lehre gezogen werden, dass es 
besser sei, an eine bestehende Zeitschrift anzuknüpfen, als den in so 
übergrosser Zahl vorhandenen mathematischen Zeitschriften eine neue 
hinzuzufügen. Es erschien aber auch „Schlömilchs Zeitschrift" hierzu 
besonders geeignet, weil darin das numerische Rechnen, die darstellende 
Geometrie mit Schattenkonstruktion und Perspektive, die Kinematik etc. 
von jeher gepflegt worden sind, mithin zwar das bisherige Gebiet durch 
Einbeziehung der technischen Mechanik (im weitesten Sinne) erweitert 
werden musste, sonst aber in der Hauptsache nur schon Bestehendes 
auszubauen und zu vertiefen war. Hierauf besonders hinzuweisen, 
wurde aus verschiedenen Gründen bis jetzt unterlassen, erscheint aber 
nunmehr geboten, nachdem mehrere namhafte Techniker sowohl als 
auf den bezeichneten Gebieten thätige Mathematiker als Mitarbeiter 
gewonnen sind und so die Durchführung jener Absicht als gesichert 
anzusehen, auch in dem jetzt abgeschlossenen Bande bereits dieser und 
jener Schritt in der angestrebten Richtung zu bemerken ist. 

Es erübrigt noch, einige damit im Zusammenhang stehende be- 
sondere Maßnahmen zu erwähnen. Vom nächsten Bande an sollen 
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regelmässig Verzeichnisse der in technischen Zeitschriften erschienenen 
Abhandlungen mit vorwiegend mathematischem oder physikalischem 
Inhalte gebracht werden, wozu die Verlagsbuchhandlung mit dankens- 
werter Bereitwilligkeit den nötigen Raum zur Verfügung gestellt hat. 
Femer beabsichtige ich, die Leser der Zeitschrift über die neuesten 
Fortschritte auf dem Gebiete der Rechen- und Zeichen -Apparate auf 
dem Laufenden zu erhalten und zur Verbreitung der neueren Methoden 
des graphischen Rechnens, insbesondere der Herstellung graphischer 
Tafeln, nach Kräften beizutragen. Wie schon in diesem Bande 
versuchsweise geschehen ist, sollen auch künftig aus der Praxis 
stammende Aufgaben gestellt werden, nicht bloss um die Mathematiker 
überhaupt zur Beschäftigung mit solchen anzuregen, sondern um die- 
selben der Losung entgegenzufuhren, wenn letztere für die Technik ein 
wirkliches Bedürfnis ist, aber besondere mathematische Kenntnisse und 
Gewandtheit in der Handhabung mathematischer Werkzeuge erfordert^ 
also die Mitwirkung der Mathematiker von Fach wünschenswert er- 
scheinen lässt. 

Es versteht sich von selbst, dass bei alledem die reine Mathematik 
nicht ausgeschlossen zu werden braucht und den Bedürfnissen des 
Unterrichts eher in erhöhtem Maße Rechnung getragen werden kann. 

Stuttgart, Ende 1897. 

B. Mehmke. 
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Studien zu Raabe's Monographie über die Jacob - 
Bemoullische Funktion. 

Von 

Prof. Dr. Loriö Saalschutz 

in Kr>nig8berg in Fr. 



Die nachfolgende Arbeit knüpft an das grundlegende Werk Raab e 's: 
„Die Jacob -Bemoullische Funktion" (Zürich 1848) an. In § 1 wird 
die Reihe, von welcher Raabe ausgeht [0(x) Gleichung 1), welche ich 
später mitunter die Raabe sehe Reihe nenne], in eine andere um- 
geforint, welche um a; = 1 herum brauchbar ist, und es wird die von 
Raabe unternommene Bestimmung ihres Grenzwertes för x^l da- 
durch wesentlich verkürzt. In § 2 wird eine Gleichung des genannten 
Werkes, deren rechte Seite einen bestimmten Wert besitzt, während 
auf der linken Seite ein Integral von völlig unbestimmtem Werte steht, 
verbessert und verallgemeinert. In § 3 endlich wird die Raabe sehe 
Reihe summiert, das heisst in einen geschlossenen Ausdruck umgewandelt. 



§1. 

Raabe führt die Bemoullische Funktion gelegentlich der Be- 
trachtung folgender Reihe, die wir mit 0(a:) bezeichnen wollen, in 
die Analysis ein: 

a^ -f 2'^a^x + 3"*ajjiC^ H f- p^apX^-^ 

^-{2i)+\Ya^3(?P+{2p+2Ya^x^p-^^+{2p + ZYa^x^p-^^^ 
.+ etc. in infin. 

Darin ist m eine positive ganze Zahl; auch x werde als positiv 
angenommen; dann konvergiert jede der vertikalen Teilreihen und 

Zeitfchrift f. Mathematik n. Physik. 42. Jahrg. 1897. I.Heft. 1 
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2 Studien zu Raabe's Monographie über die Jacob -Bernoullische Funktion. 

somit auch 0{x), so lange x ein echter Bruch ist. Wird nun, wie 
es geschehen soll, den a* die Bedingung auferlegt: 

2) ^k a, = 0, 

1 

so hat auch lim 4>(x) einen bestimmten Wert, und dieser wird, ziem- 

lieh weitläufig, von Raabe abgeleitet. Wir wollen nun 0{x) oder 
vielmehr x0(x) in eine nach Potenzen von Ix fortschreitende Reihe 
umwandeln, welche um x = 1 herum zwischen meist engen, aber nicht 
zusammenfallenden Grenzen konvergiert. Wir benutzen dabei einen 
von Herrn Schlömilch bei seiner Methode, die Bernoullischen 
Funktionen (abgekürzt: B.F.) und die auf sie bezüglichen Sätze ab- 
zuleiten, ausgesprochenen Gedanken, indem wir 0(x) als Differential- 
quotienten darstellen. — Soll der, zunächst hypothetisch vorausgesetzte, 
aber später (in § 3) wirklich hergestellte geschlossene Ausdruck, 
dessen Entwickelung unter Voraussetzung von 2) und für x < 1 die 
Reihe 0(.r) ergiebt, verstanden werden, so soll dafür die Bezeichnung 
F(x) gebraucht werden. 

Der Koeffizient von a* in <P(.r): 

{ Z^"* + (i> + fr)'"^P + {^P + hYx^P + • . • } ic*-i 

ist, mit Beimtzung des Zeichens 7)^* für ^^: 



^\n::{f^^ + (^p+^^^xp + ^^p'^')'x^p +' ")xUo, 

^^Tfn( e^^x^_ \ ^ijymf et(^ + < ^) \ 



3) 

Setzen wir nun 

4) y =--i^f:.^-^> 






^\ ' ^= (:v + lx) ' 

so wird nach 3): 

6) px0(x) = -^D7{rU), = o 0^a:<l. 

Dass X bis hinuntergehen darf, folgt aus der Form des Pro- 
duktes: ^ i O I I 

}^irjT_ gj eg -f »i g^^ ^ H h apeP^xP - ^ ^ 

X ^ ep^xp — 1 • 

aber die Differentialquotienten auf der rechten Seite von G) sind für 
jeden endlichen Wert von x (auch für v = und über Ix^O hin- 
weg) stetig. Dies ergiebt sich (für x > 0) ohne Schwierigkeit mittelst 
der Reihenentwickelungen [für ^7 mit Rücksicht auf 2)]: 



TT ^ V (jL+i^)* 



worin: 
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Von Loüi« Saalschutz. 





wenn man sich der Formel: 

/;;(.-!) = _ (« iik 7)., + k-^ d;.» + . . . ± ("-tl^±-^ D>» 

erinnert. Wir erhalten somit F(x) als stetige Funktion, wenn wir sie 
durch die Gleichung: 

definieren. 

Mit Benutzung von 2) folgt hieraus: 

- lyx t (.1) ==^, a,7>, |^_____ __ j^ ^ ^ 

i 



r^O 



1 
(unter Voraussetzung von m > 0) oder endlich: 



worin nun die Grössen aj, <:f2, ... dp^^ voneinander vollkommen un- 
abhängig sind. Hieraus folgt fttr ^==1: 



-1 — 

oder wenn ^ 

9) --^^ 

und 2)t'= ?r gesetzt wird: ^^ 

lo:. - F(i) =. - lim «(x) = Z^* «*^"(rriO„=„ 

Der rechts stehende Differentialquotient ist der Schlömilchsche 
Ausdruck für die B. F. in der Form, wie sie von Kaabe eingeführt 
worden ist, und soll nach dem Vorgang von Herrn Her mite durch 
Sbi(^) bezeichnet werden. 

In der Gleichung 10) kann die Summation nach Av auch bis ]) 
ausgedehnt werden,. weil 6^(1) = ist, und sie giebt dann genau das 
von Raabe gefundene Resultat. 

Setzen wir nun: 
11) lx = H, --x F(x) = ^'(m), 

80 ist nach 8): 

1* 
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Studien zu Baabe's Monographie über die Jacob -Bernoullische Funktion. 



1 

und somit ist der Mac-Laurinschen Reihe gemäss 
p-i 



12) 






Dies ist die gesuchte Entwiekelung und ihre Gültigkeit an die 
Bedingung: 

13) lx< — 
oder _ 2ä tn 

14) e V <::^x<e^ 

gebunden. Man erkennt dies entweder vermöge einer Darstellung der 
rechten Seite von 7) als Summe von Produkten unendlicher Reihen, 
deren langsamer konvergierende (das ist V und seine Ableitungen) von 

Ix^ bis lx=-\ 

P P 

mit Ausschluss der Grenzen konvergent sind, oder einfacher aus der 
Natur der Funktion F(x) selbst. Dieselbe ist nämlich, wie sich in 
§ 3 zeigen wird [siehe daselbst die Gleichung 31) oder die bald darauf 
hervorgehobene Stelle], eine rationale gebrochene Funktion, deren 

Nenner eine Potenz von -; oder, mittelst der Substitution Ix = w, 

von ~ ist; wird sie also nach Potenzen von u entwickelt, so 

konvergiert sie bis zu dem Absolutwert desjenigen w, für welches 

1— c^", mit Ausschluss von ti = 0, zum ersten Mal verschwindet, das 

ist, wegen 

l_e±2«^=0, bis u =— . 
' P 

An die Gleichung 12) knüpfen sich noch zwei Bemerkungen: 

1. Nehmen wir o: < 1 an, so hat die, dann mit F(x) äquivalente, Reihe 

0(x) mit der rechten Seite von 12) die Strecke für x von e !> bis 1 
(mit Ausschluss der Grenzen) als eine solche gemeinsam, auf welcher 
beide Reihen konvergieren; folglich ist auch die Gleichung: 
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Von Louis Saalschütz. 5 

ncütig. 

2. Setzt man a; =* 1 + |, so ist: 

^-(1 + I) = F(l) + mi) 4- f; 2^"(l) + • • • 

und nun kann man die Koeffizienten dieser Reihe mittelst 12), deren 
rechte Seite den Gleichungen 11) gemäss als ^{Ix) zu bezeichnen ist, 
finden; es ist nämlich: 

- [F(-)(l) + ni^»-^)(l)] = [_Dlrl>{lx)\u^o 
und hieraus: 

- FC»)(1) = \_Bltl>{lx) - nDl-^t{l^) + n{n - \)Dl-^^{lx) T • • • 

+ (-1)— ^n . . . 2D^il,(lx) + (~l)»w . . . l^(Z^)],x = o. 

Mittelst der bekannten Formel * 

( J>'Mi^) = i- 

worin Ci, Ci . . . die Fakultätenkoeffizienten sind, von denen 

C*=.l, C**_i-(A-1)! 
sind, und der leicht beweisbaren Gleichung: 

GH + MO,"ri* + n(n - i)c;r/ + • • • 

+ n(M - 1) . . . (m - * + l)Co"~*- C;+' 
ergiebt sich nunmehr: 

-F(")(l)= *<")(0) - Ci»+')^(— "(0) + Cj»+i^(»-«)(0) q: • • • 
+ (- l)»-iC:±\V(0) + (- 1)- n(« - 1) . . . 1^(0) 

+ (-l)-C:+'5„(|)p"'}, 

WO auch bis p summiert werden darf. Der Radius des Konvergenz- 
kreises ist, wie aus der Natur der Funktion herrorgeht, 2 sin - •, denn 

dies ist der Modul desjenigen §, für welches l ~~ zum ersten Mal 

verschwindet. 



16) 



^ Siehe Schlömilchs Compendium der höheren Analysis, 2. Bd. 1. Abhdlg., 
woselbst auch die Werte der Fakultätenkoefßzienten angegeben sind. 



l 
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6 Studien zu Raabe's Monographie über die Jacob - Bernoullische Funktion. 

§2. 

Im ersten Abschnitt der in Rede stehenden Monographie betont 
Kaabe wiederholentlich, er wolle den Wert der oben [Gleichung 1)] 
mit (P(jc) bezeichneten Reihe an der Grenze der Konvergenz, wenn ./• 
noch um unendlich wenig von der Einheit übprtroffen werde, bestimmen. 
Dennoch begegnet es ihm im dritten Abschnitt, dass er seine, für ./• = 1 
selbst, vollkommen unbestimmte Reihe, 

wie etwa die Reihe 1 - 2.r + 3./- - 4x"^ ± • • • für ./ = 1, 

in ein Integral umbildet, ohne, wie es scheint, zu merken, dass dieses 
auch ganz unbestimmt sßin muss, wie es z. B. das in der Anwendung 

auftretende * 

/r"* sin^" + H' (Iv 
u 
[a.a.O.S 40 flg. Gleichungen 7) und 10)] in der That ist. 

Diese ungenauen Resultate sollen im folgenden präzisiert und mit 
Hilfe von 12) verallgemeinert werden. Wir setzen, wobei bis auf den 
fraglichen Punkt die von Raabe benutzte Methode reproduziert wird, 
ak gleich einer periodischen Funktion, nämlich, wenn wir unter a, h 
und r positive rationale Zahlen der Art verstehen, dass ra und rh 
ganze Zahlen sind: 

17) Uk = 9)(sinA" ad, cos/r />d)d"»+i; 

darin soll d unendlich klein, ferner 2> unendlich gross und 

18) pö = 2rn 

sein, sodass die Vermehrung des Index h von ak um ein Vielfaches von 
p den Wert von a* ungeändert lässt. Dadurch wird: 

1 1 

Jetzt liege x sehr wenig unterhalb 1, und sei: 

Ix = — € = — pd, 

wobei Q eine positive endliche Zahl ist; ferner sei: 

kd = r; 
dann ist: 

l'lx ^ ^ Qv^ plx = — 2niQ. 

Und nun geht x ^{x) in ein Integral über: 

oo 

19) X 0{x) '^ fv^q>(sm(iVy co&l)v)e''Q'(lv. 

6 

Wollen wir nun die Gleichung 15) anwenden, so müssen die a* 
der Bedingung 2) genügen, das heisst es muss, mit Fortlassung des 
sehr kleinen, aber nicht verschwindenden Faktors d"*: 
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Von LOUIB SjULBOHÜTZ. 

20) / (p (sin av, cos iv)dv == 



sein. 

Ferner ist die rechte Seite von 15): 



im 

I 





/g)(sinat?, cos6y)(2r3r)"* 

iis.(i~)-^s.'+.(ifj)^^^«»+.(?y '• •1'"' 

wobei jetzt die Klammer unter der Bedingung 

rQ<l 
konvergiert, oder vermöge der Substitution 
auch: v^2rnz 

Ist nun also 9 eine Funktion, die der Bedingung 20) genügt, so 
gilt nach 15) die Gleichung: 

—J^(p(smav, co^bv)€~'Q^dv =^ (2r3r)*"+^ 

1 
21)^ xf(p(sm2ran0, coB2rh7Cz) 


und im besonderen: 

lim fv^g>{sinav, coshv)e^^^dv '^ — (2r7t)^'^^ 

1 
xfg)(Bm2ra7tZy co3 2rb7cz)Sn{z)d0. 



22) 



1 



Dies ist die verbesserte Raabe'sche Gleichung [S. 38, Gleichungen 
4) bis 6)], während 21) eine Verallgemeinerung derselben ist. 

Von den a. a. 0. gegebenen Beispielen nehme ich folgende be- 
sonders einfache heraus: 

99(sinav, cosftt;) = siny, r = 1 

^(sinai', cos&v) = cosy, r = 1. 

Beide genügen der Bedingung 20) und es gelten nun nach den 
von Raabe angegebenen Formeln: 
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g Studien zu Raabe's Monographie über die Jacob -Bemoullische Funktion. 

^ ' 



folgende Gleichungen: 



23) 



24) 



Jv^"" sin ve-^^'dv = (- l)"»(2m)! 



X 

J^2m-i sinve-^'^dv = (— l)'"-i(2m — 1)! 
6 

f2m (2w)...(2m + 2) 3 (2w) . . . (2w + 4) , | 

^1 1^ 3! ^ "•" 6! ^ "^ J 

fv^'^cosve^^^dv = (— 1)'"(2m)! 



|2m+£ (2m+l)...(2m+ 3) 3 (2 m+l). . .(2w+5) ^,^ 1 

GC 

JySm-icos ve-^^dv = (— l)'»(2m — 1)! 



r 2m(2in + l) . (2>;0...(2m + 3) , | 



und im besonderen: 

lim fv^^sm ve-^Q^dv = (— l)"»(2w)! 



0<p<l. 



25) 



?=0 



lim rv^"^^^3inve~^^dv =-0y etc. 



Man kann diese vier Integrale auch direkt behandeln und erhält 
dann die Resultate in geschlossenen Ausdrücken. Diese, sowie die 
rechten Seiten der Gleichungen 23) und 24) gehen bei der Substitution 

p = tga 

beziehungsweise in folgende trigonometrische Ausdrücke über: 

(-l)«(2m)! cos8"»+iacos(2m + l)a, 

(— l)"*"-*(2w2 — 1)! cos^'"asin2wa; 

(- l)'"(2m)! C082'" + iasin(2m + l)a, 

(— l)"»(2w — 1)! cos2"»acos2ma. 

In dieser Form gelten die Gleichungen 23) und 24), der Stetigkeit 

beider Seiten wegen, für jedes a zwischen NuU und — mit Einschluss 
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beider Grenzen, wenn für die untere (Null) das Zeichen lim, wie in 
25) geschehen, gebraucht wird. 

Schliesslich möge bemerkt werden, dass diejenigen Resultate in 
Raabe*s Buch, welche durch Elimination der linken Seite von 22) 
entstehen, wieder richtig sind. 

§3. 

Wir gehen jetzt an die Aufgabe, die Funktion F{x) in geschlossener 
fertiger Form darzustellen. Allerdings hat Raabe schon angegeben, 
wie man zu einem solchen Ausdruck gelangen könnte,* doch ist dies 
Verfahren rekursiv und verlangt überdies, um überflüssige Faktoren 
fortzuschaffen, die Division von Zähler und Nenner des auf den Nenner 
(1 — ic^)"»+* gebrachten Ausdrucks durch (1 — rr)"»+^ 

Man könnte aber in Ermangelung eines besseren Weges folgender- 
messen verfahren. Nach 8) ist: 

oder da, wenn ia; = w 

gesetzt wird, die Differentiationen nach ii statt nach v ausgeführt 
werden dürfen, und daher schon vor der Differentiation v = gesetzt 
werden darf: 



27) 



1 
«-1 



2^-^D:(;^ 



m/l + e^ + e^u^ . 






-i)a\ 



Führt man jetzt die Bezeichnungen: 



28) 



»1 + «2 + • 



Op _ 1 = Op _ 1 



em, so ist: 

* Bezeichnet man (Eaabe a.a.O. 8.4 und 10): 

also inebesondere x, = a,+a,x + a,x^+ • ^ .+«pa:P-i, 
und F{x) für w = 0, 1, . . . w mit bez. Yq, Yi » . . • Ym, so ist: 



tind 



1— äp 



rm = 



Xm 



(•OK 
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10 Studien zu Raabe's Monographie über die Jacob - Bemoullische Funktion. 
29) - . F(.) =2* «* + >^" (r+-7« + e.«f • ■ + eir^n^} 

^ 

worin die Grössen «,, a^, ... crp__i voneinander ebenso vollkommen 
unabhängig sind, wie die «,, a^, . . . ap_i voneinander. 
Benutzt man jetzt die Entwickelung: 

deren Koeffizienten ich an anderer Stelle* angegeben habe, so kann 
man die rechte Seite von 29) nach den Formeln für höhere Differential- 
quotienten, insbesondere mit Hilfe der Gleichung, worin der Nenner 
von 29) als Funktion von u mit .z bezeichnet ist: 

7;i(5'-i) = - ^^-+/^ (e"+ 2*^^«+ 3*e»« + . • • +(p - l)V^-i)») 

+ ^^z— (^^?e" + 2* Jf 1^2" + 3*3/|e3« + • • •) 
qp... 

+ (- l)*-^''+pl^\-^'(3/}e«+ 2*JfJe^"^ .) 

ausfiihren, und erhält dann, nachdem e** durch x ersetzt und 

mit y bezeichnet worden ist, nach einigen Zusammenziehungen 
schliesslich: 



D\ 








y 



--1^^{^}(^ + l)'"-^(2* + m + l) 

+ Ml 2{k + 2)«-2(2fc + 2m + 2)x 
31) { +Ml3(k + a)^-\2k + 3m + S)x^ + '- 

+ ^ ^^ { Ml{k + 1)- - \U + m + l) 

+ Ml 2\k + 2)'^-^(ßk + 2m + 2)x 
+ Ml3\k + 3)-^-\Sk + 3m+3)x^+'- 

+ (- ^)'" ^'ri $^ { ^^^r(A^ + 1)- '[o>^ + 1) A- + (m + 1)] 

+ 3/r2"*(/'^ + 2)- ^ [(//^ + 1) k + 2(m + 1)] .r + . . . } , 

worin sämtliche Klammem soweit fortzusetzen sind, bis sie von selbst 
abbrechen und die letzten beiden Zeilen folgende einfachere Form 
annehmen: 

* Schriften der physik-Ökon. Gesellschaft zu Königsberg in Pr. , 36. Jahrg. (1895) 
S. 67 flg. — Bei Mj^ ist r natürlich auch Index. 
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+ itf;;;(p_i)[mO)~-i)]-rt-(p-i)-M- 

Wir gelangen jedoch mit Hilfe eines von mir a. a. 0. (S. 73) auf- 
gestellten^ sogleich anzugebenden Satzes sehr leicht zu einem über- 
sichtlicheren Resultat. Wir entnjehmen nur noch der Gleichung 31) 
zum Vergleich mit dem Folgenden die Thatsache (wobei zunächst 
beiderseits die Division durch x ausgeführt zu denken ist): 

F(x) lässt sich rational durch eine gebrochene Funktion 
darstellen^ deren Nenner y^~^^ ist, und deren Zähler, da k bis 
p—2 wächst, vom (m + 1) (ji — 1) — 2**^" Grade ist. 

Der erwähnte Satz lautet: 

Wenn die Entwickelungskoeffizienten M^ = 1, l/[, 3/^, . . . M'^._ 
der Fimktion (1 + x + - • • + x^~ ^y beziehungsweise mit den Gliedern 
einer arithmetischen Reihe r — 1**"^ oder geringeren Grades und diese 
Produkte wieder mit den bis auf die Bedingung, dass ihre Summe 
Null sei, beliebigen und sich immer in gleicher Reihenfolge wieder- 
holenden Zahlen h^, h^, . » . hp multipliziert werden, wobei in der letzten 
Wiederkehr der Zahlenreihe h^y\, , . . hp dieselbe nicht vollständig ver- 
wendet zu sein braucht, so ist die Summe all dieser Produkte (aus 
je drei Paktoren) Null. 

Wir multiplizieren nun die Raabe'sche Reihe [Gleichung 1)] mit 
{\-\-x^ + ;rP -i)'» + i, das ist mit 

wobei 

32) . (w + l)(i)-l)-2^s 

gesetzt ist, und suchen den Koeffizienten von x'^. Ist i; > 6* + 2, so 
wird X'' nur von dem Teile 

af,{v — s — \Yx''-'- ^ + a^4,i(i/ — 5)'"jc'-'-* H 

+ a^{v + \Yx^ 
der Raabe'schen Reihe geliefert werden, wobei a^, ... a^ die be- 
treffenden, der Zahlenreihe «i, «a; • • • ^p; ^i; ^2> • • • angehörigen Zahlen 
sind. Der Koeffizient selbst ist aber: 

also, dem angegebenen Satze gemäss, da die Grössen a, der Gleichung 2) 
wegen, der in ihm gestellten Bedingung genügen, gleich Null. Auch 
der Koeffizient von x^^^ ist noch Null, denn er lässt sich: 

a,{s + 2)" + a,_i 3/r +' (s + If + • • • + a.M^tr 1"'+ «.- M^-f * 0'" 

schreiben. Es sind also nur die Koeffizienten von ./;^ bis .r' von Null 
verschieden, was mit dem früheren Resultat übereinstimmt. Bezeichnen 
wir nunmehr den Koeffizienten von rr* mit 4*, so ist: 
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wir erhalten aber, wenn a^ der Koeffizient von (s + l)*"a?' in der 
Raab eschen Reihe ist: 

oder, da die gleich weit von der Mitte entfernten J^a"* und M^j^i^h 
einander gleich sind: 

A, = a,MT-^' 1- + a,M^-^^2"^ + • • • + a« .¥,"++/ (s + 1)- 

A, = a, ilfr-t+a 1" + a.ilf Äsä- + • • • + aa-,4-A^A"^2XÄ + 1)"*, 

34) • A,^a,MT^^V-+a,MT^^2-^+ a,MT^^^-^, 

A, = a, JtC+t'l- + a, Jf,V'/2'», 

Ordnen wir diese nach a^, a^j . . , ap—\y wobei o^ nach 2) durch 
— a^ — «2 »p— 1 zu ersetzen ist, so findet noch eine interessante 

Beziehung statt. Wir suchen nämlich die Koeffizienten von aib(Ä<^j 

und Op^A in J^ beziehentlich -4,_a auf. Der erstere ist (mit Fortlassung 
des oberen Index): 

35) J/,-Ä+*+iÄ"*--^i,-Ä+p + iP'" + itf,-.»+p+k4-i(> + A;)«'q:..., 
derjenige von a^«* in J.,— a: 

oder, wegen der bereits erwähnten Gleichheit von 3/r und il/,^2_^: 

36)itf,-A^,+*+l(p^Ä)'"-itf,-.Ä.p+lP"»+M,-A-2,+*+l(2i)-ft)« + 

Die Reihe 35) schliesst mit demjenigen 3/, dessen Index so nahe 
wie möglich 5 + 2 liegt, die Reihe 36) mit demjenigen 3/, dessen 
Index so nahe wie möglich der liegt. Ist nun m ungerade, so ist 

(jp — hY == — Qc— p)^ etc. 

und die Differenz der Koeffizienten 35) und 36) wird: 

... + 3/,-.A-2p + t + i(fc-2i>)'»-Jlf,_A-p + i(-p)'" 

37) +3/,^A-p + i+i(Ä;-i))«-itf,_A4-iO™ 

+ 3/,^A+A+iÄ;"»~Jlf,_A+p+ii>'"±---, 

sodass der Unterschied zweier aufeinander folgender Indices sowohl, 
wie auch Basen zum Exponenten ni abwechselnd p — k und k ist. Setzen 
wir nun in den dem angeführten Satz eigentümlichen Zahlen 6* = 1, 
bp = — 1 oder allgemeiner: 

6,-=!, bp^jt^r^ — l 
und die anderen p — 2 Zahlen gleich Null, so sieht man, dass die 
obige Summe 37) verschwindet, das heisst: Der Koeffizient von x^ im 
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Faktor von at ist gleich dem Koeffizienten von iP*~"'* im Paktor von 
a^ — *; oder: 

Liest man die Koeffizienten im Faktor von at vom An- 
fang zum Ende und im Faktor von Op — t in entgegengesetzter 
Richtung^ so erhält man dieselbe Zahlenreihe. 

Ist m gerade, so tritt nur der Unterschied ein, dass man dem 
Faktor von a^ — * das entgegengesetzte Zeichen des Faktors von at vor- 
setzen muss. Mittelst dieser Beziehungen wird die Rechnung etwa 
auf die Hälfte reduziert. 

Aus den letzten Gleichungen 34) ersieht man, dass der Faktor 

von at mit a;*""^ beginnt y^^^r ^^^ ebenso, dass der Faktor von 

öp — i mit a;^""*—^ beginnt; daher schliesst der Faktor von ajt mit 
ic*— j» + *+i^ sodass überhaupt jeder Faktor aus s — p + 3 = m{p — 1) 
Gliedern besteht. 

Ist p gerade = 2n, so beginnt der Faktor von ap^ a^ mit x*"^ 

und schliesst mit a5*"~" + ^ Die Koeffizienten der gleich weit von der 
Mitte abstehenden Glieder sind bei ungeradem m gleich, bei geradem 
m entgegengesetzt gleich; im ersteren Falle giebt es ein einzelnes 
Mittelglied. • 

Um mit einem einfachen Beispiele zu schliessen, sei jp = 3, 
m = 4; dann ist: 

+ 16öx^ + x^ - Wxr) 

- a^ix^+bx''- 66x8- 119a;« + UOx' 

+ 165aj''+a;»-16aO}- 
Dezember 1895. 
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Die singulären Punkte der Flächen. 

Von 

Dr. Ernst Wölffing, 

Privatdozcnt in Stuttgart. 



Zu den noch wenig entwickelten Gebieten der Geometrie gehört 
die Lehre von den singulären Punkten der Flächen. Wohl existieren 
Monographien von Rohn* über die biplanaren und uniplanaren Knoten- 
punkte und von Korteweg** über die sogenannten Faltenpunkte; 
wohl haben Salmon*** und Cayley^ bei ihren Untersuchungen über 
Reziprokalflächen die Plückerschen Zahlen für den Raum zu ver- 
allgemeinern gesucht und bei dieser Gelegenheit mehrere höhere 
Singularitäten eingeführt; insbesondere aber hat Zeuthen++ die letz- 
teren mit grosser Sorgfalt untersucht und beschrieben. Woran es aber 
vor allem noch fehlt, das ist eine praktisch brauchbare und zuverlässige 
Methode, um ohne Herstellung eines Modells die gestaltlichen Ver- 
hältnisse einer algebraischen Fläche, deren Gleichung gegeben ist, in 
der Nähe eines singulären Punktes zu studieren und damit den letzteren 
erst wirklich als geometrisches Gebilde kennen zu lernen. In Anbetracht 
des grossen Vorteils, welchen das Newtonsche Parallelogramm bei der 
Untersuchung der ebenen Kurven gewährt ^^^^^, ist es zu verwundern, 
dass anscheinend noch von keiner Seite der Versuch gemacht wurde, 
dasselbe auf den Raum zu übertragen. Dass dieser Gedanke ausführbar 
ist und wirklich zu einer allgemeinen Flächendiskussionsmethode 
führt, die auch in komplizierteren Fällen nicht versagt, gedenke ich 
in vorliegender Abhandlung zu zeigen. Durch Übertragung der Newton- 
schen Konstruktion auf den Raum gewinnt man zunächst einen 
polyedralen Zug (analytisches Polyeder), der sodann auf eine Ebene 
abgebildet wird (analytisches Netz). Dieses Netz erweist sich als 
wertvollstes Hilfsmittel für die weitere Forschung. Es dient zur Unter- 



* Math. Ann. 22 S. 124. 

** Wiener Ak. Ber. Math. Nat. Cl. 98 IIa S. 1154. 
*** TransaetionH Royal J. Ac. vol. 23 S. 461. 
t Papers IV S. 21 j VI S. ;{38, 577, 600. 
tt Math. Ann. 10 S. 440. 
ttt Vergl. Reuschle, Praxis der Kurvemliskusdion. Stuttgart 1886. 



Digitized by 



Google 
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suchung der Fliichenkurven durch den singulären Punkt, zur Er- 
mittelung der Durchdringungskurve zweier Flächen und führt 
zuletzt im Verein mit der bildlichen Darstellung des singulären 
Flächenpunktes vermittelst einer durchsichtigen Kugel zu einer 
Methode, durch welche man sich von der Gestalt der Fläche in der 
Nähe des singulären Punktes und von deren Anschluss an die 
Näherimgs- und Hilfsflächen eine Vorstellung machen kann. Erst auf 
Gnmd einer solchen allgemeinen Untersuchungsmethode dürfte es mög- 
lich sein, zu einer genaueren Kenntnis der Flächensingularitäten zu 
gelangen. In einem zweiten Teile dieser Abhandlung gedenke ich diese 
MeiJiode auf die Untersuchung solcher Singularitäten anzuwenden, 
welche auf mehrfachen Flächenkurven liegen. Hiermit wird eine 
kritische Revision der in den oben angeführten Abhandlungen über 
Reziprokalflächen besprochenen Singularitäten verbunden sein. 

§1. 
Das analytisohe Polyeder. 

Will man das Newtonsche Parallelogramm (Gramer sches Drei- 
eck) in den Raum übertragen, so hat man jedem Term der Flächen- 
gleichung Cx°y^z^ den Punkt a, />, c in einem rechtwinkligen Koordi- 
natensysteme zuzuordnen. Dann zieht man jede Verbindungsebene von 
drei oder mehr Punkten, welche den Koordinatenursprung von allen 
nicht auf ihr liegenden Punkten des Systems trennt. Alle diese Ebenen 
bilden einen in dem Oktanten der positiven x^ i/, 2 sich erstreckenden 
polyedralen Zug, den ich analytisches Polyeder nennen will. Die 
Tenne der Flächengleichung, welche den auf dem Polyeder ge- 
legenen Punkten entsprechen, sind die „niedrigsten Glieder" der- 
selben. Die betreffenden Punkte liegen teils auf den Kanten und 
Flächen des Polyeders, teils bilden sie die Ecken desselben; die zu- 
gehörigen Terme sollen hiernach als Zwischenterme und Eckterme 
unterschieden werden. Die Flächen des Polyeders sind drei- oder 
mehreckig, durch Parallel Verschiebung können sie soweit dem Ursprünge 
genähert werden, dass auf jede Koordinatenebene wenigstens eine Ecke 
fallt, während die Axen frei bleiben können. Die Terme der Flächen- 
gleichung, welche den Punkten einer Polyederfläche entsprechen, geben 
unter Weglassung etwaiger Potenzen von x, y, z als Faktoren für sich 
gleich Null gesetzt eine trinomische oder polynomische Näherungs- 
fläche. Alle Näherungsflächen zusammen sind massgebend für den 
Verlauf der Fläche; aber keineswegs entsprechen den einzelnen Näherungs- 
flächen verschiedene Zweige der Fläche, wie man dies nach der Ana- 
logie beim Cramerschen Dreieck erwarten sollte. Sollen durch den 
Flächenpunkt mehrere Flächenmäntel gehen, die sich in Doppelkurven 
durchdringen müssten, so ist eine Reihe von Bedingungen erforderlich, 
in welche sämtliche Glieder der Flächengleichung, nicht nur die 
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niedrigsten, eingehen. Im allgemeinen besitzt daher die Fläche im 
singulären Punkte nur einen Mantel, der sich den einzelnen Näherungs- 
flächen in verschiedenen Teilen seines Verlaufs anschliesst. Über die 
Art und Weise, wie die Fläche von einer Näherungsfläche zur anderen 
übergeht, geben die Hilfsflächen Aufschluss, deren Gleichung man 
erhält, indem man die Tenne, deren zugehörige Punkte alle je auf 
einer Kante des Polyeders liegen, ebenfalls unter Weglassui^g von 
Faktoren, welche Potenzen von Xy y, z sind, för sich gleich Null setzt. 
Die Hilfsflächen sind immer binomische Flächen oder Produkte von 
solchen und bieten somit eine Analogie dar zu den binomischen Hilfs- 
kurven, welche in der ebenen Geometrie das Cr am ersehe Dreieck an 
die Hand giebt. Jede binomische Hilfsfläche vermittelt den Zusammen- 
hang zwischen den zwei Näherungsflächen, deren zugehörige Polyeder- 
flächen an die der Hilfsfläche zugehörige Polyederkante stossen. Bei- 
spiel: Die Fläche = o;«/ -f ^'+ y'+ ^' schliesst sich der Näherungs- 
fläche Q = xy -\- if-\' z^ in der Nähe der Ebene a: = 0, der Näherungs- 
fläche {) = xy -\- x^-\- z^ in der Nähe der Ebene y = an; über ihren 
Übergang von einer zur anderen giebt die Hilfsfläche =- ;ry + z^ 
Aufschluss. 

Um zu ermitteln, welche Teile der Näherungs- und Hilfsflächeu 
für die Untersuchung der Fläche massgebend sind, ist es erforderlich, 
die durch den singulären Punkt hindurchgehenden Flächenkurven zu 
betrachten. 

§2. 
Die Flächenkurven in einem singulären Funkte. 

Eine Raumkurve durch den Ursprung sei durch die Entwicklung 
gegeben: y = |tt£/'-| |. Dabei kann der Parameter b so gewählt 

z^vBy^ — j 

werden, dass eine der Reihen mit dem ersten Gliede abbricht. Einer 
der Koeffizienten l, ^jV kann gleich Eins angenommen werden. Die 
Anfangsexponenten a, ß, y nenne ich mit Björling* Indices der 
Raumkurve. Soll die letztere auf der in § 1 besprochenen Fläche 
liegen, so muss durch Einsetzen von x, y, z in die Gleichung derselben 
ein identisch verschwindender Ausdruck in b entstehen. Ist b^ der in 
B niedrigste Term, der beim Einsetzen entsteht, so tritt entweder 

a) ein Term b^ auf; dann muss aber einer der Koeffizienten 
A, |Lc, V verschwinden, a, ß^ y können also nicht Indices einer 
Flächenkurve sein. 

Oder es treten 

b) zwei Terrae b^ auf (oder mehrere, deren zugehörige System- 
punkte alle auf einer Geraden liegen). Die Summe ihrer 



* „Über Raumkurvensingularitaten". Arch. für Math. u. Phys. II. Reihe, 
Band S, S. 83. 
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Koeffizienten gleich Null gesetzt liefert eine Gleichung zwischen 
Xj II, V] es liegen also unendlich viele Raumkurven von den 
Indices a, ß, y auf der Fläche. Ebenso ist es, wenn 
c) drei oder mehr Terrae £? (deren zugehörige Punkte nicht auf 
einer Geraden liegen) auftreten. Es seien in letzterem Falle 
Ji^i^^j Jf^\f^^ ^ jcf^'lf^'^* drei solcher Terme. Die zugehörigen 
Punkte liegen auf einer Polyeder fläche. Denn es ist 

p = a« + hß + <^y - (i'tt + Vß + cV - (i'^a + Wß + c'^y, 
also: I a h v 1 

(i\ß\y\ — Q ^\ d' y c 1 

I a" //' d' 1 
Die Ebene E der drei Punkte {a, h, c), {a\ V, c), (a", V\ e") hat 

den Ursprungsabstand d = 



V^' + r^-y' 



also ist a 



-Q 



dyci'+ß*+y* 



a 


b 


c 


a' 


V 


c' 


a" 


b" 


c" 


b 


c 


1 


V 


d 


1 


V 


(■" 


1 



Es sei ;r""';/*"'«°"' ein vierter Terin, der beim Einsetzen e?' liefert. 



Dann ist p'= a"'a + b"'ß + ß"'y 



dVc^+ß' + V' 



«'" 


b'" 


c"'0 


(t 


b 


c 1 


a> 


V 


f' 1 


a" 


b" 


c" 1 



Eine durch (a'", h"\ c'") parallel zu E gelegte Ebene E' hat den 



I _,^'"_//"_-c'"0 



Ursprungsabstand rf'= 



V^' + ß' + y'[ 



h 



■c 

c 



, also Q^iQ ==(V:(I. 



a ö c 1 
' rt" h" c" 1 
Ist p'> Q, so ist (V>d] daher müssen sich («, ft, ^")(^'? ^'? 0(^*"? ^"; ^") 
auf einer Polyederfläche befinden und auf dieser liegt jeder weitere 
Punkt (a^^, V^y c^^), der beim Einsetzen s^ liefert. 

AVeil aber aus («, h, c), (a', h\ c), {a^\ V\ c") das Verhältnis der 
Indices a : ß :y eindeutig berechnet werden kann, so entspricht jeder 
Polyederfläche eine Schar von Flächenkurven von konstanten Indices, 
zwischen deren Anfangskoeffizienten eine Gleichung besteht. Die In- 
dices verhalten sich wie die Stellungskoordinaten der Polyederfläche. 
Im Falle b) mögen zwei Terme afi/0^ und :(f-\fsf^ den niedersten 
Grad 6^ ergeben, so ist: 

Q=r^aa-\-hß-^cy = d!a-\- Vß + c'y. 

Legt man durch die Punkte {ahc) und (alb'd) eine Ebene E mit 
den Stellungskoordinaten a : ß : y^ so ist dieselbe: 

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 12. Jahrg. 1897. 1. Heft. 2 
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ax + ßy + yz = na + hß -\- cy =^ a!a + Vß + c:y = q] 

ihr Ursprungsabstand ist d = —^ = ■ Durch einen nicht auf der 

y«* + |3' + y* 
Geraden (a, b, c), (a', 6', c') liegenden Punkt {a!\ V\ c"), für den also 
a"a + ?^"/3 + r''y = ()'> (), legt man eine Ebene /?' parallel zu 7?, so 

ist deren ürsprungsabstand (V-= --=—== also ^/'> rf. Daraus folgt, 

dass man durch (ahc), (a!b'c') eine Ebene legen kann, die alle nicht 
auf dieser Geraden befindlichen Systempunkte vom Ursprünge trennt. 
Daher muss die Gerade der Oberfläche des analytischen Polyeders 
angehören; sie kann keine Diagonale, sondern sie muss eine Kante 
desselben sein. Aber die Gleichung 

aa + hß + cy = a!a + Vß + dy 
ist zur Bestimmung der Indices a, ß, y nicht mehr hinreichend. Das 
Verhältnis derselben besitzt also unendlich viele Werte, welche beim 
Einsetzen die Terme ttf^i^zf^ und :ff\f^ als niederste Glieder ergeben. 
Jedem Indicessystem entspricht eine durch die Polyederkarte (^/, />, r), 
{i{\ Vy d) gelegten Ebene mit den Stellungskoordinaten a, ß, y. Aber 
nicht jede Ebene durch die Kante ist hierzu brauchbar, sondern nur 
diejenigen, welche alle nicht in die Kante fallenden Systempunkte vom 
Ursprünge trennen. Dieselben sollen die zur betreffenden Kante ge- 
hörigen uneigentlichen Polyederflächen heissen, wogegen die wirk- 
lich die Begi-enzung des Polyeders bildenden Ebenen eigentliche 
Polyederflächen genannt werden mögen. Man erhält alle zur Kante ge- 
hörigen uneigentlichen Polyederflächen durch Drehung einer der an die 
Kante anstossenden eigentlichen Polyederflächen in die Lage der anderen, 
wobei der Ursprung nicht passiert wird. Liegt in einer Koordinaten- 
ebene nicht eine Fläche, sondern nur eine Kante des Polyeders, so kann 
man die an letztere anstossende Polyederfläche um die Kante bis in die 
Lage der Koordinatenebene drehen. Da bei weiterer Drehung keine un- 
eigentlichen Polyederflächen mehr entstehen, die Koordinatenebene viel- 
mehr die Reihe der letzteren beschliesst, so kann man dieselbe, ohne dass 
sie eine Fläche des Polyeders ist, den eigentlichen Polyederflächen bei- 
zählen. Liegt auf einer Koordinatenaxe kein Systempunkt — die ent- 
sprechende Axe ist dann Gerade der Fläche — , so projiziere man 
sämtliche Systempunkte vom unendlich fernen Punkte dieser Axe auf 
die gegenüberliegende Koordinatenebene. Von dem daselbst entstehenden 
Punktsysteme bestimme man das analytische Polygon nach der Cr am er- 
sehen Regel und verbinde jede Seite desselben durch eine Ebene mit 
dem genannten unendlich fernen Punkte. Diese Ebenen, welche je 
Kanten des Polyeders enthalten, mögen Grenzflächen des Polyeders 
heissen. Auch sie sollen den eigentlichen Polyederflächen beigezählt 
werden, weil bei Drehung der anstossenden Polyederfläche um die 
Kante über die Grenzfläche hinaus keine uneigentlichen Polyederflächen 
mehr erzeugt werden. 



Digitized by 



Google 



Von Dr. Ernst Wölppino. |9 

§3. 

Das analytische Netz. 

Wie gezeigt wurde, verhalten sich die Indices oder Anfangs- 
eiponenteii der Flächenkurven wie die Stellungskoordinaten der eigent- 
lichen oder uneigentlichen Polyederflächen, es ist also für dieselben 
nur die Stellung dieser Ebenen, nicht ihr Ursprungsabstand massgebend. 
Es kann daher das ganze System dieser Ebenen leichter übersichtUch 
gemacht werden zunächst durch Abbildung auf eine Kugel. Als Bild- 
ponkt einer Ebene ax -\- ßy + yz = q dient der im ersten Oktanten 
gelegene Berührungspunkt einer parallel zu ihr an eine Kugel mit 
Mittelpunkt im Ursprünge und mit dem Radius Eins gelegten Tangential- 
ebene, also der Punkt 



.^== 



Diesen Punkt bildet man weiter al) auf die Tangentialebene z ^\ durch 
Projektion vom Mittelpunkte aus und wenn man in dieser Ebene eine 
neue j- und if-Axe^ parallel zur ./- und /y-Axe in der Ebene 4^ = 0, 

annimmt, so sind die Koordinaten des Bildpunktes x=*^; ?/ = -. 

Also verhalten sich die homogenen Koordinaten des Bild- 
punktes in der Ebene ^ = 1 wie die Stellungskoordinaten der 
abzubildenden Ebene. Nun bilden sich aber auf der Kugel alle 
zu einer Kante gehörigen uneigentlichen Polyederflächen ab auf einem 
Grosskreisbogen zwischen den Bildpunkten der beiden an die Kante 
aiistossenden eigentlichen Polyederflächen. Die auf der Kugel durch 
Abbildung sämtlicher Polyederflächen entstehende netzförmige Figur 
von Punkten, die durch Grosskreisbögen verbunden sind, projiziert sich 
auf die Ebene z ==l als eine ebenfalls netzförmige Figur, bestehend 
aus Punkten, verbunden durch gerade Linien, die Projektionen jener 
Grosskreisbögen. Diese Figur nenne ich analytisches Netz. Die 
Punkte heissen Ecken des Netzes; sie sind die Bildpunkte der eigent- 
lichen Polyederflächen. Von ihnen gehen Gerade aus, Linien des 
Netzes: jede ist die Abbildung einer Polyederkante und jeder ihrer 
Punkte ist die Abbildung einer durch die Kante gehenden uneigent- 
liehen Polyederfläche. Die Zahl der von einer Ecke ausgehenden 
Linien ist gleich der Zahl der Seiten der entsprechenden eigentlichen 
Polyederfläche. Die Ecken und die Punkte der Linien (Linie n- 
punkte) sollen zusammen Netzpunkte heissen. Die von den Linien 
des Netzes eingeschlossenen, ebenen polygonalen Flächenräume heissen 
Maschen des Netzes; sie entsprechen den Ecken des Polyeders und 
sind daher den Ecktermen der Flächengleichung zugeordnet. Nur die 
letzteren werden durch die 'Maschen zur Darstellung gebracht; die auf 
den Kanten und Flächen des Polyeders liegenden Zwischenterme sind 
bei den Linien und Ecken des Netzes hinzu zu denken. Die Maschen 
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haben so viele Ecken, als Polyederflächen an die betreffende Polyeder- 
ecke anstossen. Das Netz beschränkt sich auf den Quadranten der 
positiven x und y; als Randlinien treten die j/-Axe, die ;r-Axe und die 
unendlich ferne Gerade auf. Da auch die Koordinatenebenen den eigent- 
lichen Polyederflächen beigezählt wurden, treten im Netze im allgemeinen 
als Abbildungen derselben folgende Fundamentalpunkte auf: 

der unendlich ferne Punkt der :r-Axe, mit A bezeichnet, als 

Bildpunkt der Ebene x =- 0, 
der unendlich ferne Punkt der y-Axe, mit B bezeichnet, als 

Bildpunkt der Ebene J/ = 0, 
der Ursprung, mit C bezeichnet, als Bildpunkt der Ebene j2: = 0. 
.^,. , Die durch die Funda- 

Fig. 1. 

(j 1 2 3 £^^ mentalpunkte gehenden 

Netzlinien mögen E c k - 
linien heissen. Die Grenz- 
flächen des Polyeders 
MdmHnmin werden abgebildet durch 

Grenzpunkte des Netzes, 
die auf den Randlinien 
gelegen sind, z. B. Punkt r 
in Figur 1. 

Nach ihrem Verhalten 
gegenüber den Funda- 
mentalpuukten teile ich die 
Maschen in drei Gruppen: 
Vollmaschen haben keinen Fundamentalpunkt als Ecke, z. B. 

* abcdea in Figur 3. 
Eckmaschen haben einen Fundamentalpunkt als Ecke, z. B. 

abcCa in Figur 2. 
Randmaschen haben zwei Fundamentalpunkte zu Ecken und 
daher eine vollständige Randlinie als Begrenzung, z. B. 
hcABb in Figur 2. 
Die Eckterme der Vollmaschen enthalten alle drei Veränderliche, 
diejenigen der Eckmaschen zwei, diejenigen der Randmaschen nur eine. 
Für die Untersuchung der Flächen sind noch einige andere Punkte, 
Linien und Flächen des Netzes von Bedeutung, vor allem der Zentral- 
punkt D mit den homogenen Koordinaten 1:1:1; derselbe giebt zu 
einer weiteren Einteilung der Maschen in vier Klassen Anlass: 

Zentralmaschen umschliessen den Zentralpunkt, z.B. abcdea 

in Figur 3. 
Lateralmaschen haben den Zentralpunkt auf einer Linie 

(Zentrallinie), z. B. a^'c^Ca in Figur 2. 
Radialmaschen haben den Zentralpunkt als Ecke, z. B. 
Va'c'CV in Figur 3. 
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Fig. 2. 



Nebenmaschen haben den Zentralpunkt ausserhalb, z. B. 
hcABb in Figur 2. 
Die Maschen der drei ersten Klassen könnte man Hauptmaschen 
nennen; ein Netz besitzt immer entweder eine Zentralmasche oder zwei 
Lateralmaschen, oder drei oder mehr Radialmaschen; daneben kann es be- 
hebig viele Nebenmaschen enthalten. Während die Lage des Zentralpunktes 
über das Tangentialgebilde (§ 5) entscheidet, besitzen für das Verhalten 
der binomischen Hilfsflächen (§ 7) die drei Einheitspunkte eine gewisse 
Wichtigkeit ; es sind dies 
die auf Randlinien ge- 
legenen Punkte 

■E = (0, 1, 1), 
F=(l, 0, 1), 
a = (1, 1, 0); 1 

Einheitslinien mögen 

die Verbindungslinien 
-1A7>* 7) und CD des Zen- 
tralpunktes mit den Fun- 
damentalpunkten heissen ; 
als Einheitsdreiecke 
bezeichne ich die Dreiecke 
BCD, CAD, ABB, als 
Einheitsvierecke die 

Vierecke AFDG, 
B(tDE, CEDF. 

Ist die Gleichung ^ 
einer Fläche gegeben, welche durch den Ursprung hindurchgeht, 
so kann man jederzeit das analytische Netz derselben entwerfen. Man 
zeichnet (in einer per- 
spektivischen Figur) das q 
analytische Polyeder und 
bestimmt die Stellungs- 
koordinaten der einzelnen 
Polyederflächen. Hiermit 
sind die homogenen Ko- 
ordinaten der Netzecken 
gefunden ; die letzteren 

werden alsdann den 
Kanten des Polyeders ent- 
sprechend durch gerade 
Linien verbunden. Wie 
oben jede (eigentliche und 
uneigentliche) Polyeder- 
flache, so liefert jetzt jeder Netz£unkt (das heisst jede Ecke und jeder 
Linienpunkt) eine Schar vpc;;^öeheükurven mit bestimmten Anfangs- 
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exponenten * Dieselbe berührt respektive die .r, y, ^-Axe, je nachdem 
der Netzpunkt im Einheitsdreieck BCDj CAD^ ABC liegt; sie be- 
ruhig respektive die Ebenen .?• = 0, y = 0, z = 0, wenn der Netzpunkt 
respektive auf der Einheitslinie AT), BD, (!I) liegt; sie hat endlich 
die Ebene x = 0, // = 0, z = zur Schmiegungsebene, je nachdem der 
Netzpunkt sich im Einheits Vierecke AFDii, BGDE, CEDF befindet. 
Zusatz; Damit eine aus Ecken, Linien und Maschen bestehende 
netzförmige Figur wirklich als analytisches Netz einer Fläche gedeutet 
Averden kann, muss sie vor allem folgenden zwei Bedingungen genügen: 

a) Es dürfen sich nicht zwei Linien schneiden (ohne dass der 
Kreuzungspunkt als Ecke aufgefasst wird). 

b) Keine Masche darf einen einspringenden (oder auch nur flachen) 
Winkel besitzen. 

Sind diese Bedingungen erfüllt, so kann zwar aus den durch die 
Ecken des Netzes bestimmten Ebenen ein Polyeder gebildet werden; 
es fragt sich aber noch, ob dieses die durch die Linien und Maschen 
des Netzes geforderten Kanten und Ecken besitzen kann. Jedenfalls 
ist jede Polyederfläche nur hinsichtlich ihrer Stellung bestimmt. 

Zerfällt eine Fläche in das Produkt zweier Teilflächen, so besteht 
ihr Netz aus den aufeinander gelegten Netzen der Teilflächen, wobei 
Kreuzungen von Linien derselben als neue Eckpunkte einzuführen sind. 

§4. 
Die Durohdringungskurve sweier Flächen. 

Eine erste Anwendung des analytischen Netzes ist die Lösung 
folgender Aufgabe: Gegeben zwei Flächen, welche durch den Ursprung 
gehen, gesucht die Zweige ihrer Durchdringungskurve daselbst. Zur 
Ermittelung der Anfangsexponenten dieser Zweige ergiebt sich nämlich 
sofort folgendes graphische Verfahren: Soll eine Raumkurve beiden 
Flächen angehören, so muss der durch ihre Indices bestimmte Punkt 
im Netze beider Flächen vorkommen; man erhält diese Punkte als ge- 
meinsame Netzpunkte (Netzschnittpunkte), wenn man die beiden 
Netze aufeinander legt, sodass die Fundamentalpunkte beider zusammen- 
fallen. 

Dabei sind aber drei Fälle zu unterscheiden: 

a) Eine Ecke des einen Netzes fällt auf eine solche des anderen, 
das heisst es ist im einen Polyeder eine eigentliche Fläche zu 
einer solchen des anderen parallel. 

b) Eine Ecke des einen Netzes fällt auf eine Linie des anderen, 
das heisst es ist eine eigentliche Fläche des einen Polyeders zu 
einer uneigentlichen des anderen parallel. 

* Dabei liefern die Greuzpunkte Scharen von Flächenkurven, die nicht 
durch den Ursprung gehen. 
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c) Eine Linie des einen Netzes schneidet eine Linie des anderen^ 
das heisst es ist eine uneigentliche Fläche des einen Polyeders 
einer solchen des anderen parallel. 

Es kann aber auch vorkommen, dass Linien der beiden Netze ganz 
oder teilweise zusammenfallen. Als Netzschnittpunkte sind hierbei nur 
die an den Endpunkten des zusammenfallenden Linienstückes befindlichen 
Ecken anzusehen. 

Es ist leicht zu sehen, dass immer mindestens ein Netzschnitt- 
punkt existiert, wenn keine Grenzpunkte vorhanden sind. Zunächst 
kann ein Netz ohne Grenzpunkte nicht in zwei völlig getrennte Linien- 
züge zerfallen; also muss man von jeder Ecke aus auf den Linien des 
Netzes fortschreitend jeden Fundamentalpunkt erreichen können. Ferner 
hat jedes Netz ohne Grenzpunkte mindestens eine Ecke. Dann fallt 
eine Ecke des ersten Netzes entweder in eine Ecke oder auf eine Linie 
des zweiten (in welchem Falle bereits ein Netzschnittpunkt vorliegt) 
oder in eine Masche desselben. Diese ist im günstigsten Falle eine 
Randmasche^ sodass die erwähnte Ecke mit zwei Fundamentalpunkten 
verbunden sein kann, ohne dass der betreffende Linienzug die Be- 
grenzungslinien der Masche schneidet. Aber der dritte Fundamental- 
punkt kann von der Ecke aus nur durch einen Linienzug erreicht 
werden, der entweder eine Ecke der Masche passiert oder eine Linie 
derselben kreuzt, womit der Satz bewiesen ist. 

Jeder Netzschnittpunkt (a, j3, y) liefert einen oder mehrere Zweige 
der Durchdringungskurve. 

Die ersten Glieder der Kurvenen twickelung sind nun: 

i x^ kB"* ] 



[ z =: v^y j 

Zur Bestimmung der Koeffizienten nimmt man aus jeder Flächen- 
gleichung die Eckterme der an den Netzschnittpunkt stossenden Maschen 
unter Beifügung der dazwischen liegenden Zwischenterme und setzt 
dieselben je für sich gleich Null. Durch Einsetzen der Werte von 
Xy Uj z ergeben sich zwei Gleichungen (Koeffizientengleichungen) 
zur Bestimmung von kifiiv. Einer dieser Koeffizienten (etwa v) kann 
gleich Eins gesetzt werden. Man macht dann die Koeffizientengleichungen 
durch Einführung der homogenisierenden Veränderlichen w in A und ^ 
homogen. Bei der Lösung der Koeffizientengleichungen, die man als 
Gleichungen von Kurven (Koeffizientenkurven) in homogenen Ko- 
ordinaten X, ^jfi deuten kann, ist folgendes zu beachten. 

Die in die Ecken des Koordinatendreiecks fallenden Schnittpunkte 
])leiben ausser Betracht; auch werden die Koordinatenaxen weggelassen, 
wenn sie etwa als Bestandteile der Koeffizientenkurven auftreten. 

Bei den übrig bleibenden Lösungen ist für den Fall, dass der 
Index y, dessen Koeffizient v = 1 gesetzt wurde, grösser als Eins ist, der 
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Parameter B=yz nicht eindeutig, sondern y- deutig bestimmt. Also 
führen je y -Wertesysteme für A, |[i, n nur auf einen Raumkurvenzweig, 
weil sich je y Entwickelungen nur in der Wahl des Parameters unter- 
scheiden. 

Werden diese beiden Umstände berücksichtigt, so ist die Zahl der 
Lösungen der Koeffizientengleichungen von der Wahl des gleich Eins zu 
setzenden Koeffizienten unabhängig; zweckmässig ist es nach dem Vor- 
stehenden hierzu denjenigen zu wählen, zu welchem der kleinste Index 
gehört. Den Parameter e = yz behält man auch für die höheren 
Glieder der Reihen bei, sodass sich die Reihe für z auf z = s"^ be- 
schränkt. Die Terme der Flächengleichung, welche auf die zweiten 
Glieder der Reihen für x und y Einfluss haben, findet man, indem 
man die zu (a, ß, y) gehörende eigentliche oder uneigentliche Poljeder- 
fläche vom Ursprünge weg parallel mit sich verschiebt, bis sie wieder 
durch einen oder mehrere auf der Oberfläche des Polyeders oder in 
seinem Innern gelegene Systempunkte geht. Die zugehörigen Terme 
treten zu den Termen der Koeffizientengleichungen hinzu, um die 
zweiten Glieder von x und y zu liefern. 

Infolge besonderer Werte der Koeffizienten der Flächengleichungen 
treten oft bei Lösimg der Koeffizientengleichungen eigentümliche 
Schwierigkeiten auf Es kann ein Schnittpunkt der Koeffizientenkurven 
auf eine Koordinatenaxe fallen, wodurch sich einer der Indices er- 
höht; es können aber auch die Koeffizientenkurven ganz oder in einem 
Teile ihres Verlaufes zusammenfallen. Dann sind ihre Gleichungen 
zur Berechnung der Koeffizienten nicht mehr ausreichend. Die Ursache 
dieser Erscheinung ist, dass die beiden Flächengleichungeu auf die 
Form gebracht werden können: f ^ (ptlj + % == und /*'= g?^'-f 3j'= 0. 
Man schafft die störende Funktion tp weg, indem man bildet: 

Die Fläche /"^ schneidet /= in den Kurven 1 w]^ .vi und 1 [ ~ rj* 
Man berechnet daher die Zweige von |' , \ und lässt, um diejenigen 
von l^rZ^^I zu bekommen, die Zweige von I ._/^| weg, wenn ^ 

nicht eine Konstante, sondern eine Funktion ist. 

Tritt ein Schnittpunkt der Koeffizientenkurven w?-fach zählend auf, 
so sind im allgemeinen nicht a, /3, y, sondern ma,mß,my die Indices 
des zugehörigen Raumkurvenzweiges, doch können unter Umständen 
auch ;n- Zweige mit Indices cf, /3, y in höherer Berührung auftreten. 

Als Beispiel werde die Durchdringungskurve der Flächen 

Ax^^ + Bxy + Cxx + Dz^'-i) 
und 

Ex + Fy + (rz - 

ermittelt. 
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Das Netz der ersten Fläche, in Figur 1 ausgezogen, hat die Ecken 
n = (1, 1, 1), h = (2, 1, 1), den Grenzpunkt r = (3, 0, 1) und die Maschen 
CaB(\x^); CahcCixy)', BahB{xz)] cABhc{z^). Das Netz der zweiten 
Fläche, in Figur 2 quergestrichelt, hat die Ecke a' = (1, 1, 1) und die 
Maschen Ba'CB(.vy, Aa'CA{yy, Aa!BÄ(z). 

Netzschnittpunkte: Es liegt Ecke h auf Linie a-A; Ecke a auf Ecke (i\ 
ix = l «2 



Erster Zweig: 
homogen gemacht) 



(es wurde A = l gesetzt und mit l 



z ^ vs + • 
Koeffizientengleichungen : 

iBl'li + CPv+Dv^^O] 

Die Lösung ] _ /^ f bleibt weg: die beiden luideren Lösungen be- 
ziehen sieh nur auf eine Entwickelung, also: 

Zweiter Zweig: 



^BG-Cl 



BF 

X -=^ l B 



«+••-, z=-y —j)-f— « + • • • 



Z '■= V€+ " 

Koeffizientengleichungen: AI + B^i + Cv = (Faktor / bleibt weg) 



also: 



El + Fii + CrV^O 



y 



CE-AG 



BG-CF 



r.« + - 



AF-BF 
BG^CF 



« + ' 



Die Berechnung der Durchdringungskurre ermöglicht auch die 
Lösung folgender wichtigen Aufgabe: 

Betrachtet man eine Fläche f(x,y,z,t)==-0 von einem beliebigen 
Punkte (^, iy, g, t) aus, so besitzt das Bild derselben eine ümrisslinie, 
nämlich die Berührungskurve des von (§, ?/, g, r) an die Fläche zu 
legenden Berührungskegels. Durch diese Kurve geht aber auch die 
erste Polarfläche des Punktes (§, iy, J;, r) in Bezug auf die Fläche / = 0, 
also die Fläche: 

dz^^ et 

Hat /'=0 im Ursprünge einen zwei- oder mehrfachen Punkt, so 
geht dnrch denselben auch P -- 0, gleichviel, wo der Punkt (|, i;, g, t) 
gelegen ist. Dann geht also eine Umrisslinie der Fläche, die Durch- 
dringungskurve von /'=0 und P=-0, durch den Ursprung und deren 
Zweige können nach dem eben geschilderten Verfahren ermittelt werden. 
Zu diesem Zwecke muss man auf das Netz der Fläche das Netz der 
Polarfläche eines beliebigen Punktes in Beziehung auf dieselbe legen; 
ich nenne das letztere Pohirnetz der Fläche. 



dx^'^ Cy 



ri + l-A+ -r 



0. 
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Beispiel: Umrisslinie der Flächen 

vom Punkte (5, ij, 5, 0) gesehen. Das Netz, in Figur 2 ausgezogen, hat 
die Ecken a = (1, 2, 2); h = (8, 11, 6)-, r == (3, 1, 1) und die Manchen 
CahcC{xt/)', BahB{xhy, C(iBC{xy, CcÄC(y'^y, BhcAB{z''). Die 
Polarfläche des Punktes (g, i^, g, 0) in Bezug auf /'= ist: 

P = g(y«^ 3.r»^ - 5.r*) + ri{2xy - bf) + g(- x''- \&0z') - 0. 
Das Polarnetz, in Figur 2 quergestrichelt, hat die Ecken 
«'=(1,2,1), &'=(.% 5, 2), ^•'=(2,2,1) 
und die Maschen 
Ca'Vc'C(xy), Cc'AC(j!/^), Ca'BC(x'^), Ba!VB{x''z), Bb^c'ÄB(/). 

Netzschnittpunkte : 

1. Ecke a auf Linie a'C liefert: 

X =^ € 



■■'-■h''+- 



2. Kreuzung der Linien hB und n'h' im l'uukte (4, 7, 3) giebt: 



c3 



3. Kreuzung der Linien ho und c'C im Punkte (5, 5, 3) giebt: 



V^2^^,B^+- 



n <" 



■"+• 



Diese drei Zweige besitzt also die Umrisslinie der Fläche (siehe 
Fig, 4). 

§5. 

Bas Tangentialgebilde. 

Es ist nun erforderlich den Begriff, „singulärer Punkt einer Fläclie'^ 
genau zu definieren. Ein gewöhnlicher Punkt l)esitzt bekanntlich 
folgende Eigenschaften: 

a) Eine beliebige Gerade durch ihn schneidet die Fläche in einem 
Punkte. 

b) Es giebt speziell unendlich viele Geraden (Tangenten) durch 
den Punkt, die die Fläche in zwei zusammenfallenden Punkten 
schneiden; dieselben liegen in einer Ebene (Tangentialebene). 
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e) In der Tangentialebene p^iebt es zwei Tangenten, welche die 
Fläche in drei zusamnienfaliendeu Punkten schneiden (Haupt- 
tangenten). 
Jeder Punkt, der nicht alle diese drei Eigenschaften besitzt, möge 
ein singulärer Punkt genannt werden. Schneidet eine beliebige üerade 
durch einen solchen die Fläche nicht in einem, sondern in v Punkten, 
so heisst der Flächenpunkt ein v - facher. Alsdann liegen die in i' + 1 
oder mehr Punkten schneidenden Geraden auf einem Kegel i^*" Ordnung, 
mit Spitze im singulären Punkte, den ich als Tangentialgebilde be- 
zeichne. Derselbe kann ganz oder teilweise in Ebenen zerfallen und 
reduziert sjch im Falle des einfachen Flächenpunktes auf die Tangential- 
ebene. Liegt der Flächen- 
punkt im Koordinaten- 
ursprunge, so ergiebt sich 
die Gleichung des Kegels 

durch Nullsetzen der 
Tangentialglieder, das 
heisst der Glieder der 

Fläehengleiehung von 
niedrigster, also i;*^' Ge- 



Fi«. 4. 




Samtdimension in ./*, //, z. 

Das Tangentialgebilde 
ist diejenige Fläche, der 
sich die gegebene Hache 
um so inniger anschliesst, 
je mehr man sich dem 

Flächenpunkte nähert. 
Dasselbe wird durch den 

Zentralpunkt bestimmt 
und je nach der Lage desselben im Netz sind drei Fälle möglich: • 

L Netz mit Zentralmasche. Ein Tangentialglied. Tangentialgebilde 
zerföllt in Koordinatenebenen. 

a) Triplanarer Typus: Zentralmasehe ist Vollmasche; Tangential- 
gebilde besteht aus allen drei Koordinatenebenen (Fig. 3). 

b) Biplanarer Typus: Zentralmasche ist Eckmasche; Tangential- 
gebilde besteht aus zwei Koordinatenebenen (Fig. 2). 

c) Uniplanarer Typus: Zentralmasche ist Randmasche; Tangential- 
gebilde l)eschränkt sich auf eine Koordinatenebene. 

IL Netz mit zwei Lateralniaschen. Zwei Tangentialglieder. Tan- 
gentialgebilde besteht aus einem binomischen Kegel, zu dem noch 
Koordinatenebenen hinzutreten, wenn die Lateralmaschen nicht an die 
Fundamentalpuukte stossen. Der Kegel zerfällt in Ebenen, wenn die 
Zentrallinie oder ihre Verlängerung durch einen Einheitspunkt hin- 
durchgeht. 
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III. Netz mit drei oder mehr Radialmaschen. Drei oder mehr 
Tangentialglieder. Das Tangentialgehilde ist ein trinomischer oder 
polynomischer Kegel, zu dem Koordinatenebenen hinzutreten können, 
wenn die Radialmaschen nicht an die Fundamentalpunkte stossen. 

Aus dieser Zusammenstellung geht hervor, dass immer die Haupt- 
maschen die Eckterme der Tangentialglieder liefern. 

§6. 

Bildliche Barstellung einer Fläche in der Nähe 

eines singolären Punktes. 

Zur Herstellung einer perspektivischen, die Gestalt der Fläche in 
der Nähe eines singularen Punktes darstellenden Zeichnung hat sich 
folgendes Verfahren als praktisch bewährt: 

Man beschreibt um den singularen Punkt eine sehr kleine durch- 
sichtige Kugel; dieselbe schneidet die Fläche in einer sphärischen 
Kurve, die ich Kugelkurve nennen will. Die Kugelkurve drängt 
sich an die Spur des Tangentialgebildes umso näher heran, je kleiner 
die Kugel angenommen wird.* Die Fläche selbst möge als undurch- 
sichtig angenommen werden. 

Alsdann nimmt man den ausserhalb der Kugel befindlichen Teil 
der Fläche weg und bildet die ganze Figur durch Projektion auf 
die Ebene ?/ = ab und zwar von einem unendlich fernen Punkte aus 
(Parallelprojektion), wobei es zweckmässig ist, | : ?y : g = 1 : 3 : 1 zu 
setzen. 

Zur Veranschaulichung der Kugel dienen drei Grosskreise, näm- 
lich ihre Schnitte mit den Koordinatenebenen. Die Grosskreise ./; = 
und z = bilden sich auf der Ebene y =- als Ellipsen vom Halbaxen- 
verhältnisse 1 : 3 ab. Der Grosskreis y = möge mit dem Umriss der 
Kugel, der eigentlich eine Ellipse wäre, verwechselt werden, wodurch 
das Bild an Einfachheit und Klarheit bedeutend gewinnt. Wird die 
Kugel in dieser Weise angedeutet, so ist es nicht schwer, die Kugel- 
kurve als sphärische Kui-ve zu sehen und sich demgemäss von der 
Gestalt der Fläche im Räume eine Vorstellung zu machen. 

Um die Kugelkurve zu zeichnen, liegt es am nächsten, nach dem 
Vorgange von Mob ins** sphärische Koordinaten auf der Kugel ein- 
zuführen. Die Gleichung einer sphärischen Kurve ist dann identisch 
mit der Gleichung des dieselbe vom Ursprünge aus projizierenden 
Kegels. Man erhält also die Gleichung der Kugelkurve durch Elimi- 
nation von t aus der Flächengleichung /* (^*, //, z, t) = und der 
Kugelgleichung x^ + y^+ z^— Q^t^^ in der Form: 



f(QX,Qy,QZ,yx'-+if+z')^il 



* Vergl. Rohn, Math. Ann. 22, S. 128. 
** Grundformen der Linien III. Ordnung. Ges. Werke II, S. llö. 
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Aber man muss sich jetzt wohl hüten, diese Gleichung durch 
Wegschaffung des Wurzelzeichens rational zu machen; denn hierdurch 
käme neben der Kugelkurve auch ihre Oegenkurve* herein. 

Man muss sich daher bei der Diskussion der Kugelkurve (die man 
auch auf eine Tangentialebene der Kugel projizieren könnte) an die 
irrationale Form ihrer Gleichung halten. 

In einfacheren Fällen, insbesondere bei Näherungs- und Hilfs- 
fl'achen, genügt für die Zeichnung der Kugelkurve folgendes Verfahren: 
Man zeichne die Spur des Tangentialgebildes auf der Kugel und be- 
stimme femer die Schnittpunkte der Kugelkurve mit den Koordinaten- 
ebenen. Diese Punkte liegen auf den drei Grosskreisen; man erhält sie 
durch Nullsetzen je einer Veränderlichen in der Flächengleichung; sie 
mögen Hauptpunkte heissen. Die Zahl der auf der Begrenzung 
eines Kugeloktanten gelegenen Hauptpunkte muss eine gerade sein. 
Ausserdem lassen sich auch die Schnittpunkte mit den Medianebenen 

!ß ± ^ = 0; z ± X = 0; x ±y =-0 

leicht ermitteln. Auch die Schnittpunkte der Kugelkurve mit dem 
Tangentialgebilde, soweit dieses nicht aus Koordinatenebenen besteht, 
sind nach § 4 unschwer zu berechnen. 

Tritt ein w-fach zählender Teil des Tangentialgebildes auf, so wird 
dessen Spur von n Zweigen der Kugelkurve begleitet, die aber paar- 
weise ganz oder in einem Teile ihres Verlaufes imaginär sein können. 
Daher ist die Spur immer wenigstens von einem Zweige begleitet, 
wenn n ungerade ist, während sie ganz frei oder teilweise ganz frei 
sein kann, wenn n gerade ist. 

Mehrfache Punkte kann die Kugelkurve nur besitzen, wenn mehr- 
fache Kurven durch den singulären Punkt hindurchgehen. Den Umriss 
der Kugel berührt die Kugelkurve, wo sie ihn trifft. 

Die Kugelkurve ist aber zur bildlichen Darstellung der Fläche 
nur dann ausreichend, wenn der singulare Punkt ein einfacher ist. 
Bei einem mehrfachen Punkte treten, wie in § 4 bereits bemerkt wurde, 
eine oder mehrere Umrisslinien auf. Ihre Berechnung wurde in 
§ 4 angegeben. Die Zweige der Umrisslinieu gehen vom Kugelmittel- 
punkt aus und laufen bis zur Kugelkurve, wo sie, dieselbe berührend, 
ihr Ende finden. Die Umrisslinien bilden daher eine Kontrolle bei 
der Zeichnung der Kugelkurve und geben insbesondere über scheinbare 
Doppelpunkte derselben, Ovale, die ausserhalb der Koordinatenebenen 
liegen u. s. f. Aufschluss.** 



♦ Möbius a. a. 0. S. 97. 

*• Qrenzpunkte auf der Randlinie BC, CA^ AB zeigen, dass die x-^ y-, 
2-Axe der Flache angehört. Die singulare Natur dieser Flilcheugeraden ermittelt 
man vermittelßt des in § 2 erwähnteu, von den Spuren der Grenzflächen ge- 
bildeten Polygons. 
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§7. 
Die Näherungs- und Hilfsflächen. 

Einer Näherungsfläclie gehört eine Polyederfläche, im Netze also 
eine Ecke, einer Hilfsfläche eine Polyederkante, also auch eine Netz- 
linie an. Das Netz einer Hilfsfläche beschränkt sich auf eine gerade 
Linie (die Verlängerung der zugehörigen Netzlinie), welche von einem 
Grenzpunkte zu einem anderen oder zu einem Fundamentalpunkte ver- 
läuft. Jeder Punkt dieser Geraden bestimmt ein Indicessystem; zu 
jedem dieser Systeme gehört eine Schar von Raumkurven auf der 
Hilfsfläche. Im Netze der gegebenen Fläche kommt aber die zur Hilfs- 
fläche gehörige Gerade nur zum Teile vor (soweit sie eben Netzlinie 
ist); daher tritt von den unendlich vielen Raumkurvenscharen der 
Hilfsfläche nur ein Teil in Beziehung zu Kurven auf der Fläche. 
Diese Beziehung besteht darin, dass die Kurvenscharen auf der Hilfs- 
fläche und auf der gegebenen Fläche in den Exponenten und Koeffi- 
zienten der ersten Glieder tibereinstimmen. In diesem Sinne ist 
derjenige Teil der Hilfsfläche, auf welchem die erwähnten Kurven- 
scharen (massgebende Kurvenscharen) liegen, für die gegebene 
Fläche massgebend. Die Fläche schliesst sich der Hilfsfläche in der 
Nähe der Ebene ;/; ^ 0; y = 0; z = an, wenn die zugehörige Netz- 
linie die Einheitslinie AD, BD, CD kreuzt; ferner in der Nähe der 
a-, y-, z-kxe, wenn die Netzlinie im Einheitsdreieck liCD, CAD, 
ABD verläuft. Geht die Netzlinie durch den Zentralpunkt, so 
schliesst sich die Hilfslinie der Fläche in einem von den Koordinaten- 
ebenen entfernten Teile au. 

Das Netz einer Näherungsfläche feesteht aus einem Eckpunkte; von 
demselben laufen Gerade (die Verlängerungen der anstossenden Netz- 
linien) nach Grenz- oder Fundamentalpunkten. Jedem Netzpunkte der 
Näherungsfläche entspricht allerdings eine Schar von Raumkurven auf 
derselben. Aber jeder Linienpunkt des Netzes gehört zugleich dem 
Netze einer Hilfsfläche an; die von einem solchen gelieferten Kurven 
stimmen in den ersten Gliedern mit auf den Hilfsflächen liegenden 
überein, und deren Einfluss wurde bereits erörtert. Etwas Neues 
liefert nur der Eckpunkt des Netzes, nämlich eine massgebende 
Schar von Raumkurven, die nur auf der Näherungsfläche existiert und 
ebenfalls mit einer Schar von Flächenkurven gleiche erste Glieder be- 
sitzt. Der massgebende Teil der Näherungsfläche liegt wieder in der 
Nähe der Ebene x = 0; y = 0; ^f = 0, wenn die Netzecke auf der Ein- 
heitslinie AD, BD, CD liegt; femer in der Nähe der x-, y-, «-Axe, 
wenn die Netzecke ins Einheitsdreieck BCD, CAD, ABI) fällt; end- 
lich entfernt von den Koordinatenebenen, wenn die Netzecke der 
Zentralpunkt selbst ist. 

Aus dieser Betrachtung ergiebt sich ein bemerkenswerter Unter- 
schied zwischen den Näherungs- und Hilfsflächen hinsichtlich ihres 
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Einflusses auf das Verhalten der Fläche. Die Hilfsflächen enthalten 
je unendlich viele massgebende Scharen von ßaumkurven, sind also 
selbst im allgemeinen in einem grösseren Teile ihres Verlaufes mass- 
gebend. Der Einfluss der Näherungsflächen mit je nur einer mass- 
gebenden Schar von Raumkurven auf das Verhalten der Fläche kon- 
zentriert sich auf einen räumlich beschränkten Teil der Fläche, ist 
aber gerade darum umso augenfälliger. 

Während bei den trinomischen und polynomischen Näherungsflächen 
eine unabsehbar grosse Zahl verschiedener Typen auftritt, lässt sich 
für die binomischen Hilfsflächen folgende Einteilung aufstellen. 

Die binomische Hilfsfläche sei cif^=-y(^z^ (wo J'^y^z beliebig vor- 
tauschbar sind). 
A) Kein Exponent ist Null. Zwei Grenzpunkte. Rand- und Eckmasche. 

l. a <C ß + y, Uniplanarer Typus. Eine Tangentialebene. Zentral- 
rand- imd Nebeneckmasche. 

1. a < jS ^ y. Alle Einheitspunkte auf der Begrenzung der 
Zentralmasche. Die Tangentialebene wird von der Hilfsfläche 
in zwei torsalen* Geraden berührt und fällt mit der Tangential- 
ebene längs derselben zusammen, z. B. x = y^z^. 

2. « = /3 < y. Zwei Einheitspunkte auf der Begrenzung der 
Zentralmasche, der dritte ist Grenzpunkt. Die Tangential- 
ebene wird von der Hilfsfläche in einer torsalen Geraden 
berührt, längs deren sie Tangentialebene ist und in einer 
skrolaren* Geraden geschnitten, z. B. x = yz^, 

3. /J < a < y. Zwei Einheitspunkte in der Begrenzung der 
Zentralmasche, der dritte in derjenigen der Nebenmasche. 
Die Tangentialebene wird von der Hilfsfläche in einer torsalen 
Geraden bei-ührt, längs deren sie Tangentialebene ist und in 
einer anderen torsalen Geraden geschnitten, längs deren sie 
nicht Tangentialebene ist, z. B. x^ = yz^. 

4. /3 = « « y. Zwei Einheitspunkte sind Grenzpunkte, der dritte 
liegt in der Begrenzung der Zentralmasche. Die Tangential- 
ebene wird von der Hilfsfläche in zwei skrolaren Geraden 
geschnitten, z. B. o; « yz. 

5. /J < a = y. Ein Einheitspunkt auf der Begrenzung der Zentral- 
masche, einer auf der der Nebenmasche, der dritte ist Grenz- 
punkt. Die Tangentialebene wird von der Hilfsfläche in einer 
skrolaren Geraden und in einer torsalen, längs der sie nicht 
Tangentialebene ist, geschnitten, z. B. x^ = yz^. 

G. ß < y <i a. Ein Einheitspunkt auf der Begrenzung der Zentral- 
masche, zwei auf der der Nebenmasche. Die Tangentialebene 
wird von der Hilfsfläche in zwei torsalen Geraden geschnitten, 
längs deren sie nicht Tangentialebene ist z. B. x^ = y^z^, 

* Vergl. Salmon-Fiedler, Analyt.Geom. d.EaumesII., d.Aufl. S.872(Anm.). 
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11. a = ß + y. Konischer Typus. Hilfsfläche ist ein Kegel. Eine 
Lateralrand- und eine Lateraleckmasche. Zwei Einheitspuukte 
auf der Begrenzung der ersteren, einer auf derjenigen der 
letzteren, z. B. :c^= yz. 
III. « > /J + y. Biplanarer Typus. Zwei Tangentialebenen. Eine 
Zentraleck- und eine Nebenrandmasche. Zwei Einheitspunkte 
auf der Begrenzung der ersteren, einer auf derjenigen der 
letzteren, z. B. x^=^ yz. 
B) Ein Exponent y = 0. Nur ein Grenzpunkt. Netzlinie ist Eck- 

linie. Cylindrischer Typus. Die Fläche ist ein Cylinder. Zwei 

Randmaschen. 

1. a < /J. Zentral- und Nebenmasche, z. B. :r = y*. 

2. « = /?. Zwei Lateralmaschen. Der Cylinder zerfällt in Ebenen, 
z. B. x^ = y*. 

Je nachdem «, /?, y gerade oder ungerade sind, ergeben sich (aus- 
schliesslich der zerfallenden) 35 gestaltlich verschiedene Spezies von 
binomischen Hilfsflächen. 

§8. 
Untersuchung einer Fläche in der Nähe eines singulären Punktes. 

Jede Fläche durch den Ursprung, deren niederste Glieder nicht 
für sich gleich Null gesetzt die Gleichung einer binomischen Hilfs- 
fläche oder einer polynomischen Näherungsfläche liefern, besitzt ein 
Polygon mit mehreren Flächen und Kanten, also auch ein Netz mit 
Ecken und Linien und schliesst sich daher an eine Anzahl von Näherungs- 
flächen und Hilfsflächen an. In komplizierteren Fällen ist zu ihrer 
bildlichen Darstellung das in § 6 gegebene Verfahren zur Zeichnung 
der Kugelkurve nicht mehr ausreichend. Aber die letztere kann nun- 
mehr aus Näherungs bögen zusammengesetzt werden, welche von 
den Näherungs- und Hilfsflächen an die Hand gegeben werden. Man 
zeichnet nach § 6 die Bilder aller Näherungsflächen (a, fe, r . . .) und 
aller Hilfsflächen (afe, a?, . . .), welche die Ecken und Linien des Netzes 
liefern. In diesen Figuren verdickt* man sämtliche Bögen (Näherungs- 
bögen) der Kugelkurve, welche man gemäss § 7 als massgebend er- 
kennt. Die Näherungsbögen der Näherungsflächen werden nun in die 
Hauptfigur eingetragen und durch Kurvenbögen, die den Näherungs- 
bögen der Hilfsflächen entsprechen, verbunden; so erhält man den 
genäherten Verlauf der Kugelkurve der Fläche. Man kann dann diese 
Kurve natürlich durch Konstruktion einzelner Punkte genauer erhalten. 
Um bei der Verbindung der Näherungsbögen systematisch zu verfahren, 
kann man eine Gerade (ein Lineal) um den Zentralpunkt des Netzes 
im Sinne des Uhrzeigers drehen; man führt dann jede Verbindung 



• Vergl. das Verfahren bei Reuschle, Praxis der Kurvendiskussion. Stutt- 
gart 1886, S. 4 flg. 
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Fig. o. 



mittelst eines Hilfsflächenbogens aus, während die Gerade die zu- 
gehörige Netzlinie passiert. Geht die Gerade in der Anfangslage durch 
den Punkt V, so erhält man den Verlauf der Kugelkurve zuerst in 
der Nähe der Ebene >• = (), dann geht man weiter vorbei an der 
//-Axe, der Ebene x == 0, der ^'-Axe, der Ebene y = 0, der ^-Axe 
zurück zur Ebene z = 0. Damit hat man die ganze Kugelkurve um- 
laufen. (Beispiel: In Figur o werden so der Reihe nach die Verbindungen 
cdj de, ea, ab, hc ausgeführt.) Praktisch ist dieses Verfahren bei 
Zentndmaschen. Bei Lateralmaschen müssen ausserdem die Näherungs- 
bögen der den Endpunkten der Zentrallinie entsprechenden Näherungs- 
ilächen durch die vom Tangentialkegel gelieferten Näherungsbögen 
verbunden werden. Bei Radialmaschen existieren drei oder mehrere 
Hilf skegelflächen , welche 
die Verbindung der vom 
Tangentialkegel gelieferten 
Näherungsbögen mit den 
übrigen Teilen der Kugel- 
kurve herstellen. Durch 
dieses Verfahren werden 
die einzelnen Teile der 
Kugelkurve den Näher- 
ungs- und Hilfsfiächen zu- 
geordnet; sie sind daher in 
den Figuren mit a, i. .. be- 
zeichnet. Und zwar gehört 
zu jeder Näherungs- und 
Hilfsfläche, also auch zu 
jeder Ecke und Linie des 
Netzes, ein Teil der Kugel- 
kurve oder mehrere solche. 

Freilich kann es auch vorkommen, dass der massgebende Teil 
einer Näherungs- oder Hilfsfläche imaginär wird. So zeriällt in 
dem Beispiele ^y' — x^t/z^ + x^z^ + y^z^ — z^^ — x^^ — y^* = die 
Kugelkurve wegen der imaginären Hilfsflächen y^z^-\-x^^=0 und 
x*z*+y^^==0 in zwei völlig getrennte Teile, von denen der eine 
sich dem Kegel xy — z^^ 0, der andere den Ebenen x = und y = 
anschliesst. 

Die Hauptpunkte der Kugelkurve werden durch diejenigen Hilfs- 
flächen geliefert, welche den Ecklinien des Netzes entsprechen. Dabei 
ist es praktisch, die betrefifenden Teile der Kugelkurve derjenigen 
Näherungsfläche zuzuordnen, deren zugehörige Ecke den Endpunkt 
der betreffenden Ecklinie bildet. 

Ergiebt femer ein Schnittpunkt des Netzes und des Polarnetzes 
der in eine Ecke oder auf eine Linie des Netzes fällt, eine Umriss- 
linie der Fläche, so berührt diese die Kugelkurve innerhalb des 

Zeitochrift f. Mathematik a. Physik. 42. Jahrg. 1897. 1. Heft. 3 
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Näherungsbogens, welchen die zur Ecke oder Linie gehörige Näherungs- 
oder Hilfsfläche geliefert hat. 

Im allgemeinen reichen, wie bei ebenen Kurven, so auch bei 
Flächen die vom analytischen Polyeder gelieferten Näherungs- und 
Hilfsflächen, also auch die niedrigsten Glieder der Flächengleichung, 
von denen diese abhängen, aus, um die Gestalt der Fläche im Ur- 
sprünge zu bestimmen. Eine Ausnahme tritt aber ein (analog wie 
bei ebenen Kurven), wenn Hilfs- oder Nälierungsflächen mehrfach 
zählend vorkommen. Alsdann müssen zur Bestimmung der Flachen- 
gestalt höhere Glieder, eventuell auch im Innern des Polygons gelegene, 
beigezogen werden. In gestaltlicher Beziehung sei nur bemerkt, dass 
die mehrfach zählenden Näherungsbogen durch Beiziehung höherer 
Glieder in mehrere einfache Näherungsbogen umgewandelt werden, 
und dass manchmal ein doppelt (oder 2 w- fach) zählender Näherungs- 
bogen in einem Teile seines Verlaufes ungültig wird, indem die zwei 
nebeneinander herlaufenden, durch Umwandlung entstandenen Näherungs- 
bogen, eine bestimmte Fläche berührend, ineinander übergehen (sich 
gewissermassen miteinander verzweigen). Näher kann hier auf diesen 
Gegenstand nicht eingegangen werden. 

Beispiele: 

1. Untersuchung der Fläche 

xy^- xh - X- - }f- 32 r'- 0. 

Das. Netz, Figur 2, und die Umrisslinien sind bereits in § 4 an- 
gegeben worden. Tangentialgebilde ist ,r//^. 

Näherungsflächen : 
a = y^ —x'^z — x^ =0 (bei der ./-Axe), 

}) = xiß'- — x^s ~ 32*^^= (bei der ^-Äxe in der Nähe dor Ebene ij =- ()), 
(• = xif — t/ — 32/^=0 (bei der Ebene x = 0). . 

Hilfsflächen ; 

nC = y- — x^ -=- (Hauptpunkte auf -? = 0), 
aB = z + x^ =- (Hauptpunkte auf y = ()), 
ah = y2 _ ^.2^ ^ Q ^j^gj jgj. Ebene // = 0), 

IB =- 2'3 +-32z* = (Hauptpunkte auf y = 0), 

foc = xy^— 32/*= (bei der ^-Axe mit Annäherung an 

^ = 0), 
cÄ^y' + 32z^= (Hauptpunkte auf x = 0), 
cC ^ X — y^ =0 (Hauptpunkte auf z = 0). 

Von den Umrisslinien (siehe § 4) gehört die erste der Näherungs- 
fläche a, die zweite der Hilfsfläche hB, die dritte der Hilfsfläche hc 
an. Die Gestalt der Fläche zeigt Figur 4. 
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2. Untersuchung der Fläche: 

xy z + x^}f - y^ + xz'^ + z^+ x^ = 0. 
Das Netz, in Figur 3 ausgezogen, hat die Ecken: 
a^(3,8,4), 6 = (2, 3, 5), c = (1,1.2), rf = (2,l,l), ^ = (1,2,1) 
die Zentralmasche ahc(lea{xyz) und die Nebenmaschen 

CbeC(j^y'^), CcdÄC^y"), BaeBixz"^), BedAB{z*), BahCBix^ 
Tangentialgebilde ist xyz. 
Niiherungsflächen : 

a = yz +^' +.r*=0 (x-Axe mit Annäherung an t/ •= 0), 
h = yz -\-xy^ + x^^ (x-Axe mit Annäherung an z = 0) 
c = xz +it'^2/ — y'=0 (bei der Ebene z = 0), 
d = jyz — ?/* +z^=0 (bei X = 0), 

e -= xy +xz^ + z^=0 (bei // =^ 0). 
Hilfsflächen: 

ajB= ;2?' + x^=i) (Hauptpunkte auf y =- O), 
a6 =1/^+ :r*==- (bei der .r-Axe), 
IC = y^+ x^=0 (Hauptpunkte auf ^ = 0), 
hc = z +xy= (bei der x-Axe mit Annäherung an ^ = 0), 
cC = o;* — i/^= (Hauptpunkte auf z = 0), 
cd •= xz— y^= (bei der y-Axe), 
rf-4= 2/* — ^*= ^ (Hauptpunkte auf rr = 0), 
de =xy+ ^^==0 (bei der z-Axe), 
eB= X + ^ = (Hauptpunkte auf y = 0)j 
ea = y + ^*= (bei der x-Axe mit Annäherung an y = i)). 
Polarfläche vom Punkte (|, ?^, g, 0) in Bezug auf die Fläche: 
gO/z + z^y« + z^+ bz') + n{^2 + ^x^y - 4/) + S(x-y + 3x^2 + 4^») == 0. 
Das Polametz, in Figur 3 quergestrichelt, hat die Ecken: 
«'= (1, 1, 1), V= (1, 3, 3), 6'= (2, 1, 2), d'= (2, 2, 1), 
die Radialmaschen: 

CVa!cü(xy), Bd'a'VB{xz) und ^caVZ'^(//z) 
und die Nebenmaschen: 

AdCA(y^), Bd'AB{z'), CVBC{x^), 
Umrisslinien: 

a) Kreuzung von ah und a'?/ im Punkte (1,2,2) giebt: 

\ ( X = 6 



-VP 



+ ■ 



'- VI 
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Die singuUlren Punkte. Von Dr. Eknst Wölffixg. 



Sie gehören dem Näherungsbogen ah an. 

b) Kreuzung von cd mit a'c im Punkte (3,2,3) giebt: 

1... 



=>/).'+• 



Ä»* 



y 



:-«*+' 



Dieselbe gehört dem Bogen cd an. 

c) Kreuzung von de mit aW im Punkte (3, 3, 2) giebt: 



V 



y-- 






Sie gehört aoim Bogen dr. 

Die Gestalt der Fläche giebt Figur 5. 

Weitere Beispiele sind: 

xy + X -\- y -\- X + 2 ^ 1 die Kugelkurve besteht je aus einen 

xhjZ + X2^+ tflS^ - y8 + ^W _ ( ) I /yg. 

X + X.Z + xy + y — z -^ i) 1 die Kugelkurve besteht je aus zwei 
x^y + x^yz + x^'\- y^is*+xy^ = J Zügen. 

xh/z + xyz^ + x^y + x^z^ + ^^\h - ^® + ^^^ + //'^* - //" - < >, 
die Kugelkurve besteht aus drei Zügen und besitzt in der Nähe der 
y-Axe eigentümliche Ausbiegungen. 



* Hier wurde y — — e* (nicht y = e*) gesetzt, um imaginäre Werte dos Para- 
meters zu vermeiden. 
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Die kinematisohe Theorie der Hyperboloiden- 
reibungsräder.'^ 

Von 

Dr. Fr. Schilling, 

I FriTattlozent an der Teclmiflohen Hochschale zu Aachen. 

' Hierzu Tafel I und 11. 



Einleitung. 

Hyperboloidenreibungsräder, deren kinematische Theorie den In- 
halt dieser Arbeit bildet, sind ihrer Gestalt nach entsprechende Seg- 
mente zweier einschaliger Rotationshyperboloide, die zu einander wind- 
schiefe Axen besitzen und sich längs einer Erzeugenden berühren. 
Gemäss dieser Eigenschaft können solche Räder, materiell ausgeführt, 
dazu dienen, die Umdrehung um die eine ihrer festgelagerten Axen 
auf die andere zu übertragen. Hyperboloidenpaare der genannten 
Art treten uns in der Kinematik noch in anderer Bedeutung ent- 
gegen. Sie stellen auch die Axoide für die gegenseitige Bewegung 
zweier Körper dar, die um zwei windschiefe Axen mit unveränderlichem 
Verhältnisse der Winkelgeschwindigkeiten rotieren, und bilden als solche 
die Grundkörper für Hyperboloidenzahnräder. Dass diese beiden Ver- 
wendungsarten solcher Hyperboloide in der That wohl zu unterscheiden 
sind, werden wir am besten klar machen können, wenn wir zunächst 
von dem speziellen Falle sprechen, in dem die Axen einander parallel 
sind beziehungsweise sich schneiden. Dann gehen die Hyperboloide, 
mögen sie Reibungsräder liefern sollen oder als Axoide gelten, in 
zwei Kreiscylinder beziehungsweise zwei Rotationskegel mit derselben 
Spitze über, die sich wieder längs einer Erzeugenden berühren. Für 
s*i** gelten die folgenden drei Sätze: 

1. Sind irgend zwei entsprechende Segmente der Cylinder beziehungs- 
weise Kegel als Reibungsräder ausgebildet, so ändert sich das Verhältnis 
der Winkelgeschwindigkeit des einen Rades zu der des anderen nicht, 
mag jenes oder dieses das treibende sein. 

2. Das Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten bleibt gleichfalls 
ungeändert, welcher Stelle der Cylinder beziehungsweise Kegel diese 
Segmente auch angehören mögen. 



♦ Die vorliegende Arbeit iut die weitere Ausführung des Vortrages, den ich 
%m 4. März 1896 zum Zwecke meiner Habilitation an der Kgl. Technischen Hoch- 
echnle zu Aachen gehalten habe. 



Digitized by VjOOQIC 



38 r^ic kinematische Theorie der Hyperboloidenreibungsräder. 

3. Das Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten der Cylinder- 
beziehungs weise Kegelreibungsrä^ier ist identisch mit demjenigen der 
Zahnräder, deren Grundkörper die gleichen Cylinder oder Kegel sind. 

Man sollte meinen, dass diese Sätze auch in dem allgemeinen 
Falle windschiefer Axen ihre Gültigkeit behielten. Dies findet jedoch 
keineswegs statt. Das Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten hyper- 
boloidischer Reibungsräder ändert vielmehr seinen Wert, einmal wenn 
man an Stelle des einen ßades das andere als das treibende wählt, 
sodann auch je näher oder weiter entfernt von den Kehlkreisen der 
Hyperboloide die Segmente ausgewählt werden. Hiermit ist zugleich 
auch das Bestehen des dritten Satzes nicht mehr verträglich. Dieser 
Unterschied ist bisher in den Lehrbüchern der Kinematik oder tech- 
nischen Mechanik nicht bemerkt worden; ja es finden sich dort bei ge- 
legentlicher Erwähnung hyperboloidischer Reibungsräder ungenaue oder 
gar unrichtige Angaben * Es ist das Hauptziel der vorliegenden Arbeit, 
die soeben ausgesprochenen Behauptungen zu beweisen und als positives 
Resultat insbesondere den Ausdriick für das Verhältnis der Winkel- 
geschwindigkeiten hyperboloidischer Reibungsräder aufzustellen, freilich 
unter der sich als notwendig erweisenden Beschränkung auf sehr dünne 
Räder. 

Was die in den ersten Paragraphen durchgeführten geometrischen 
Untersuchungen meiner Arbeit betrifft, so war es zunächst nötig, eine 
neue Einführung der Hyperboloidenpaare zu geben; denn diejenige, 
welche sich in den bisherigen Darstellungen findet, erweist sich für 
unseren Zweck nicht brauchbar, da sie von vornherein die Verwendung 
der Hyperboloide als Axoide im Auge hat. An diese Einführung schliesst 
sich eine eingehende Untersuchung der besonderen geometrischen Eigen- 
schaften, welche die verschiedenen FäUe der Hyperboloidenpaare dar- 
bieten. Insbesondere habe ich es mir angelegen sein lassen, genaue 
Begriffsbestimmungen zu geben. Da die bezüglichen Abschnitte in 
den Lehrbüchern oder Monographieen** in dieser Hinsicht viel zu knapp 

* Ich nenne hier: Weisbach -Herr mann, Lehrbuch der Ingenieur- und 
Maschinenmechanik. III. Teil, 1. Abt.; S. 405 u. 406. Braunschweig 1876; Grashof, 
Theoretische Maschinenlehre, II. Band, S. 81 und 88. Leipzig 1877. — An 
diesen Stellen wird ausdrücklich den Hyperboloidenreibungsrädem dasselbe 
Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten zugesprochen, welches Hyperboloiden- 
zahnräder besitzen, die dem gleichen Hjperboloidenpaare angehören, was keines- 
wegs richtig ist. (Übrigens findet sich an der letz^enannten Stelle des Werkes 
von Grashof auch insofern ein Irrtum, als in dem fraglichen Falle, für den die 
Gleichung a> sin qp = co' sin <p' gilt, sich die H3rperboloide gar nicht als Elementen- 
flächen ergeben, sondern wie im allgemeinen Falle als Evolventenflächen be- 
stimmter Schraubenlinien, wie wir hier nicht weiter ausfuhren wollen.) 

** Als Litteratur sei erwähnt: Weisbach-Herrmann, I.e. §46 u.§86; Gras- 
hof, I.e. §24— 26; Mac Cord, Kinematics, Nr. 151-170. New- York 1893. Hier finden 
sich besonders gut ausgeführte Figuren, während die Betrachtungen des Textes 
weniger übersichtlich sind. Tessari, Sopra la costruzione degli ingranaggi ad assi 
non concorrenti. Annali del R. M u h e o Industriale Italiano. Separatabdr. Torino 1871. 
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gehalten und nicht frei von Ungenauigkeiten* sind — es steht auch 
stets die Bedeutung der Hyperboloide als Axoide im Vordergrunde — , 
so kommen sie kaum neben meiner ausfuhrlichen Untersuchung in 
Betracht, die gewiss vieles Neue bringt. Eine, selbständige und voll- 
standige Behandlung hyperboloidischer Reibungsräder ist meines Wissens 
überhaupt nirgends gegeben worden. Soll ich noch eine Einzelheit speziell 
herausgreifen, so will ich den Fall der sich berührenden Hyperboloide er- 
wähnen, in dem sie sich ausserdem in zwei reellen Erzeugenden durch- 
dringen, eine Möglichkeit, die an und für sich bekannt ist. Hier tritt 
jedoch die bisher nicht berührte Frage in den Vordergrund, ob trotz des 
reellen Durchdringens der Flächen entsprechende Segmente sich als 
Reibungsräder verwenden lassen. Wir werden sehen, dass dies in der 
That unter Beobachtung gewisser Bedingungen geschehen kann, die 
angegeben werden. 

Wo sich eine Beziehung zu den Resultaten verwandter Gebiete zeigt, 
habe ich nicht unterlassen auf letztere in einer Anmerkung hinzuweisen. 
Ich habe mich bemüht, die Untersuchung mit elementaren und 
anschaulichen Mitteln durchzuführen; hierzu erwiesen sich besonders 
zweckmässig einfache Methoden der darstellenden Geometrie. Der 
Gegenstand selbst dürfte, hoflfe ich, in gleicher Weise dem Mathe- 
matiker wie dem Techniker Interesse bieten. 



§1. 

Ableitung der Grundformel P'(l= ig ciiigß. 

Wir denken, es seien uns irgendwie zwei einschalige Rotations- 
hyperboloide mit den Axen a und h gegeben, die sich längs der Er- 
zeugenden r berühren.** Da die gemeinsamen Normalen beider Flächen 
cüe drei Geraden «, h und r, schneiden, und zwar letztere unter rechtem 
Winkel, so bilden sie ein hyperbolisches Paraboloid. Weil femer die 
Gerade e alle Erzeugende der anderen Schar rechtwinklig schneidet, 
so muss sie zugleich eine Seheitelerzeugende dos Paraboloids sein. 
Denn anderenfalls würde ^, an den beiden Symmetrieebenen des Para- 



* Z. B. wird bei Wei ab ach -Herrmann S. 233 erwähnt, „dass die Axoide 
sich von aussen berühren, solange die Erzeugungslinie mit den Axen spitze 
Winkel bildet." Hiermit vergleiche man meine Ausführungen auf S. 46, die 
zeigen, dass im dritten Hauptfalle diese Behauptung nicht zutrifft. 

** Die sich längs einer Erzeugenden berührenden einschaligen Rotations - 
hyperboloide , sowie ihre speziellen Fälle, sind keineswegs die einzigen Eotations- 
flächen, deren Segmente durch Reibungskräfte die Umdrehung einer Axe a auf 
eine zu ihr im allgemeinen windschiefe Axe h zu übertragen geeignet sind. Man 
Tergleiche Rohn und Papperitz, Lehrbuch der darstellenden Geometrie, Band II, 
S. 44 flg., Leipzig 1896. Dort ist das allgemeine (lesetz angegeben, nach dem 
sich beliebige Rotationsflächen bestimmen lassen, die sich längs einer Kurve be- 
rühren, sowie ein komplizierteres Beispiel, besonders nach der zeichnerischen 
Seite, besprochen. Erwähnt sei hier jedoch, dass im Falle paralleler oder sich 
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boloids wiederholt gespiegelt, noch drei weitere Erzeugende geben, 
welche die gleiche Eigenschaft besässen, sodass diese vier Erzeugenden 
zusammen ein Viereck geben würden, in dem jede Seite auf den 
benachbarten senkrecht steht, das heisst ein ebenes Viereck, was 
nicht möglich ist. Das Paraboloid ist daher ein solches, dessen 
Scheitelerzeugende aufeinander senkrecht stehen. Da auch die zweite 
Scheitelerzeugende alle Erzeugenden der anderen Schar rechtwinklig 
schneidet, so gewinnen wir den Satz: 

Die Berührungserzeugende c muss die Gerade des kürzesten 
Abstandes der Axen a und h treffen, welche die zweite Scheitel- 
erzeugende ist. Diese als notwendig erkannte Bedingung erweist sich 
jetzt umgekehrt zugleich auch als hinreichend. Wir können in der 
That von einem beliebigen hyperbolischen Paraboloid aus- 
gehen, dessen Scheitelerzeugende sich rechtwinklig schnei- 
den, die eine von ihnen als Berührungserzeugende c wählen, 
irgend zwei andere Erzeugende derselben Schar als Axen a 
und hj und wir sind sicher, dass die Rotation der Geraden c 
um a und h zwei sich längs c berührende Hyperboloide liefert. 
Hierbei mögen zwei Fälle unterschieden sein, die sich ergeben, je nach- 
dem die Axen a und h auf verschiedenen Seiten oder auf derselben 
Seite der Scheitelerzeugenden ausgewählt werden. 

In Figur 2 (Tafel H) sei eine solche Konfiguration der drei Geraden 
a, h und c im Grund- und Aufriss dargestellt. Ihre Lage gegen die 
Tafeln ist so gewählt, dass die Gerade d des kürzesten Abstandes von 
rt, h und € senkrecht zur ersten Tafel steht und demnach die Schnitt- 
punkte yl, li und V in erster Projektion zusammenfallen. 

Wir wollen fernerhin stets voraussetzen, dass die erste Projektion 
der unteren Axe, die wir mit a bezeichnen, um einen spitzen (beziehungs- 
weise rechten) Winkel y im positiven Sinne* um Ä gedreht werden 
muss, bis sie zum ersten Male mit der ersten Projektion der oberen 
Axe h zusammenfällt. Falls diese Annahme für zwei gegebene Axen 
a und h nicht erfüllt ist, haben wir an ihrer Statt ihr Spiegelbild zu 



schneidender Axen, etwa der Geraden Vli und i^R der Figur 1 (Tafel II) , jede be- 
liebige Gerade VQ ihrer Ebene durch ihre Rotation um die Axen zwei sich längs 
derselben berührende Kegel (beziehungsweise Cy linder) liefert. Nur wenn die letzt- 
genannte Gerade den Axen gleichfalls parallel ist beziehungsweise durch ihren Schnitt- 
punkt geht, sind die Cy linder oder Kegel Grenzfdlle unserer allgemeinen Hyper- 
boloidenpaare. Zu denHyperboloidenpaaren und ihren speziellenFäilen, 
die wir im Texte betrachten, sind daher noch die soeben erwähnten 
Fälle hinzuzunehmen, um alle Paare von Rotationsflächen zn um- 
fassen, die sich längs einer Geraden berühren. (Abgesehen ist. hier indes 
von dem ausgearteten Falle , dass man für parallele Axen als Berührungserzeugende 
eine beliebige, sie rechtwinklig kreuzende Gerade wählt, deren Rotation um jede 
Aj[e das doppelt zu denkende Äussere eines Kreises liefern würde.) 

* Der positive Drehungssinn soll dem Gange des Uhrzeigers entgegen- 
gesetzt sein. 
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wählen. Jene beeinträchtigt daher die Allgemeinheit unserer Betrachtung 
nicht. In der Figur sind die Geraden d und // in Rücksicht auf 
spätere Verwendung (S. 52) mit Pfeilspitzen versehen der Art, dass die 
hierdurch ausgezeichneten Richtungen den spitzen (beziehungsweise 
rechten) Winkel y bilden* Sodann werden folgende Bezeichnungen 

eingeführt: ^ y > 

« = <):(''',0, ^==<):(c',A') und y -=<):(«',//) 
mit der Relation: a + /5 = y. 



sowie: ;>=^"r", (i=mr und s = Ä' W' 

mit der Relation: i> + (7 =^ •*?' 

Hier bezeichnet «, wie durch den hinzugefügten Pfeil näher an- 
gedeutet sein soll, den Winkel, durch den man die Gerade ii im 
positiven Sinne um A^ drehen muss, bis sie zum ersten Male mit r/ 
zusammenfallt, /S den Winkel, durch den man die Gerade <^. drehen 
muss, bis sie zum ersten Male mit V zusammenfällt, und zwar im 
positiven oder negativen Sinne, je nachdem d den Winkel y oder seine 
Nebenwinkel durchschneidet. Als positiv sei auf der Geraden ä die 
Richtung von A nach li gewählt. Die Strecke 2> z. B. ist daher positiv 
oder negativ, je nachdem T" oberhalb oder unterhalb Ä^ liegt. 

Es sei jetzt noch eine beliebige Erzeugende des hyperbolischen 
Paraboloids hinzugefügt, welche die Geraden rr, h und v entsprechend 
in den Punkten 1\ Q, R schneiden möge. Da sie die horizontal ge- 
legene Gerade r unt^r rechtem Winkel schneidet, ist auch in der 

Projektion <Y^nVA' gleich |- Dann gilt: 

P'JJ': JS' V'= tg« : tg/3, P'ü': IV Q' = P" ]V^ : 7^^/' = J"r": C"B'\ 

Also ist: ^l'7^":r''/?"=tgff:tg|8 

oder 

1) i>:g=-tga:tg/3. 

Das Verhältnis der Abschnitte, in welche die Berührungs- 
erzeugende c den kürzesten Abstand der Axen a und h teilt, 
ist gleich dem Verhältnisse der Tangenten der Winkel, unter 
denen sie die Axen kreuzt. 

Diese Gleichung bleibt bestehen, auch in Rücksicht auf die Vor- 
zeichenbestimmung der einzelnen Grössen, wie man auch immer neben 
der Scheitelerzeugenden c eines geeigneten hyperbolischen Paraboloids 
die Axen a und h aus den Erzeugenden derselben Schar auswählen 
mag. Man überzeugt sich hiervon am einfachsten, indem man in 
Figur 2 die Axen a und h unverändert, aber r' mit dem Punkte 7)V 
sich um A^ drehen lässt. Für jede Lage von r sind durch J?' auch 
die Punkte P\ (?' und P", (^", J?" bestimmt und damit auch die zweite 



* Natürlich könnte man an Stelle des so ausgezeichneten Winkels auch 
seinen Scheitelwinkel wählen. 
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Projektion c\ Hierbei wird man schon zur Unterscheidung der drei 
Fälle geführt, die am Schlüsse des nächsten Paragraphen durch ihre 
Ungleichungen umgrenzt sind. 

§2. 

Die versohiedenen möglichen Lagen der BerühmngserBeugenden 
für gegebene Axen. 

Sind zwei der Geraden a, h^ c gegeben, so bleiben für die dritte 
noch einfach unendlich viele Lagen möglich, entsprechend der ana- 
lytischen Thatsache, dass zwischen den Grössen p, (j, cc, ß nur eine 
Bedingungsgleichung besteht. Wir wissen bereits, wenn ausser c noch 
eine der Axen gegeben ist, so ist die andere auf einem bestimmten 
hyperbolischen Paraboloid gelegen. 

Jetzt seien beide Axen a und & gegeben — und zwar iu 
allgemeiner Lage, indem wir die Betrachtung der speziellen Lagen uns 
für den § 6 aufsparen — , welche Lagen vermag dann die Be- 
rührungserzeugende r anzunehmen? Wir haben diese Frage be- 
reits am Schlüsse des vorigen Paragraphen gestreift; ihre anschau- 
liche Beantwortung wird uns durch nähere Diskussion der Gleichung 
j) : (2^ =- tg a : tg ß geliefert. 

Wir führen ein Cylinderkoordinatensystem z, r, <); (p ein. Als 
r-Axe sei die Gerade des kürzesten Abstandes AB von a und h ge- 
wählt, als ihr Nullpunkt der Mittelpunkt des letzteren, als ihi-e positive 
Richtung, wie oben, die von A nach B. Femer sei 9 = diejenige 
durch die z-Axe begrenzte Halbebene, welche einen der spitzen Winkel 
halbiert, unter dem sich die Axen a und h kreuzen. In demjenigen 
Drehungssinne sei (p positiv gerechnet, der sich dem Gange des Uhr- 
zeigers entgegengesetzt erweist, wenn man von B nach A blickt. Ein 
beliebiger Punkt S des Raumes ist dann durch die Länge r seines 
Lotes auf die ^-Axe, die Koordinate z des Fusspunktes, sowie den 
Winkel 9, den die Halbebene durch S und z mit der Halbebene g? -= 
bildet, bestimmt und demgemäss eine beliebige Lage der auf AB 
senkrechten Geraden c durch ein solches Wertepjuir z, (p. Auch in 
Rücksiclit auf die Vorzeichen gelten stets die folgenden Beziehungen: 

.<? .s 

und 

Setzt man diese Werte in die Gleichung 1) ein, so ergiebt sich: 

(3+'-)^a-')-='s(i+»)^»K(i-») 

oder: 

2) z -- --4 sin 2 w. 
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Führt man die Schnittgeraden der Ebene z =- mit den Halb- 
ebenen g? =- und 9? == w ^^^ positive ,r- und y-Koordinatenaxe ein, so 

eilt: • y ^ 

o sin 9 == } cos q) 



und unsere letzte Gleichung lässt sich überführen in: 

^) ^ = TT-' « r «• 

^ 2 sin y rc' + y* 

Damit man alle Lagen der Berührungserzeugenden c erhält, muss 
(p alle Werte des durch folgende Ungleichung bestimmten Intervalles 

-i<r<{'-i) 

durchlaufen. Für jeden Wert q) giebt die Gleichung 2) eindeutig die zu- 
gehörige Koordinate des Schnittpunktes (J von c mit der s - Axe an, während 
umgekehrt zu jedem Werte z des Intervalles, das durch folgende Ungleich- 



es 



ung gegeben ist: ?. . . < ^ ^^ _. _. 

2 am y r^'" 2 sm y 

zwei reelle Werte fp (beziehungsweise ein solcher in den Grenzen) in 
dem für diese Grösse angegebenen Intervalle gehören. 

Um indes eine anschaulichere Vorstellung von der durch die 
Gleichung 2) definierten Fläche zu bekommen, denke man um die 
*-Axe den Cylinder mit dem Radius 1 gelegt und seine Schnittkurve 
mit der Fläche auf eine Ebene abgewickelt. Deutet man g? und z als 
rechtwinklige Koordinaten dieser Ebene, so stellt die Gleichung 2) 
unmittelbar die Gleichung der abgewickelten Kurve dar, Figur 3 (Tafel II). 
Sie ist eine sogenannte „Sinusoide" das heisst eine periodische Kurve, 
die aus der gewöhnlichen Sinuslinie ^ = sin qp du-rch Affinität entsteht, 
wobei die g?-Axe Affinitätsaxe ist und die Richtung der Affinitäts- 
strahlen auf dieser senkrecht steht. Für <p ^ j bezw. t (und für die 
analogen Werte) erreicht die Kurve ihr Maximum bezw. Minimum 

.z =^ + . — 

— 2 sm y 
Ist dieselbe jetzt umgekehrt auf den Einheitscylinder aufgewickelt, 
wie es Figur 4 (Tafel II) im Grund- und Aufriss zeigt, so geben die 
von allen Punkten der Kurve ausgehenden zur .r-Axe senkrechten 
Geraden das gewünschte Bild unserer Fläche. Wir fassen unser Re- 
sultat in den Satz zusammen: Die Gesamtheit aller möglichen 
Lagen der Berührungserzeugenden r für gegebene Axen er- 
füllt eine geradlinige Fläche dritter Ordnung [gemäss der 
Gleichung 2')], die sich längs eines Stückes der .z-Axe selbst 
durchdringt, das „Cylindroid von Cayley."* 

* Man vergleiche Ball, The theory of screws, Dublin 1876, pag. 15, ins- 
l)e«ondere auch das Titelbild. Dort ergiebt sich dieselbe Fläche als Ort. der 
Axe einer unendlich kleinen Schraubenbewegung, welche die Resultante zweier 
beliebiger unendlich kleiner Drehungen um zwei feste Axen a und h darstellt. 
In der Anmerkung daselbst ist insbesondere der Name „Cylindroid" für diese 
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Der Schnittpunkt C wird je zweimal in den Punkt A bezw. B 
hineinfallen, für 9? = — ^ und | + |' bezw. 9) = + | und f — |- Für 
9 = — ^ bezw. + -^ ist die Gerade e mit a bezw. ?> zusammengefallen, 
während sie für g? = ^ + | bezw. \ — \ die Axe 1) bezw. a recht- 
winklig kreuzt. Diese letztgenannten Lagen der Geraden c sind als 
gestrichelte Durchmesser c^ und c/ im Grundrisse der Figur 4 (Tafel II) 
hinzugefugt. Ausser diesen speziellen Lagen der Geraden c haben wir 
die drei Hauptfälle zu unterscheiden, die sich ergeben, je nach- 
dem die erste Projektion c\ 

L den Winkel (a', V) oder 
II. den Winkel (?/, c/) bezw. (c,', a'), 

III. den Winkel (c/, c^') durchschneidet. 

Im ersten und dritten Falle liegt der Punkt C innerhalb der 
Strecke ABy im zweiten Falle ausserhalb derselben, entweder ober- 
halb B oder unterhalb Ay was keinen wesentlichen Unterschied aus- 
macht. Analytisch sind die drei Fälle durch folgende Ungleichungen 
charakterisiert : 

I. Fall: < a < y und zugleich y > /? >(), 

IL Fall: 7 < « < ^ und zugleich 0<--/S<2^ — y, 

oder: ^ + y < « < Jt und zugleich ^< — /J<ä — y, 

III. Fall: I < a < 1^ + y und zugleich \ — y< — ^<\- 

§3. 

Diskussion der verschiedenen Arten susammengehöriger 

Hyperboloide. 

Welche Besonderheiten werden jetzt in den im letzten Paragraphen 
angegebenen Fällen die verschiedenen Hyperboloide beziehungsweise 
ihre Ausartungen darbieten, die durch Rotation der Berührungs- 
erzeugenden c um die Axen a und h entstehen? 

Was zunächst die dort angegebenen speziellen Lagen der 
Geraden c betriflFt, so ergeben sich unmittelbar die folgenden Sätze: 

Ist die Gerade mit der Axe a (bezw. ?>) zusammengefallen 

(für 93 = — ^ bezw. + |^ b so ist das eine Hyperboloid in diese 

Fläche auf Grund einer von Cayley gegebenen projektiven Erzeugungsweise 
erklärt, die indes nicht so anschaulich ist, als die von uns oben besprochene. 
Letztere liegt auch dem Fadenmodell dieser Fläche zu Grunde, welches Herr 
H. Wiener im Verlage von L. Brill in Darmstadt hat erscheinen lassen. — Das 
Cylindroid findet sich zuerst beschrieben bei Plücker, Neue Geometrie des 
Raumes, S. 97, Leipzig 1868. 
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Axe selbst ausgeartet, die zugleich eine Erzeugende des an- 
deren nicht singulären Hyperboloids bildet. 

Schneidet dagegen die Gerade c die Axe a (bezw. h) nur 
im Punkte J(bezw.iy), ohne mit ihr zusammenzufallen, ist also 

so ist das Hyperboloid der Axe a (bezw. t) in einen Rotations- 
kegel mit der Winkelöffnung 2(^ — yh dasjenige der Axe /; 

{bezw. rt) dagegen in das doppelt zu denkende Äussere eines 

Kreises ausgeartet, welches den Kegel längs c berührt. 

Letzterer liegt daher mit seinen beiden Hälften auf verschiedenen 

Seiten der Ebene des Kreises. Ein solcher Fall, für 9> = x + v ^^^ 
im Grund- und Aufrisse, wobei die zweite Tafel senkrecht zur Axe h 
gewählt ist, durch Figur 5 (Tafel H) veranschaulicht. 

In jedem der drei am Schlüsse des vorigen Paragraphen unter- 
schiedenen Haupt fälle ist keines der beiden Hyperboloide ausgeartet. 
Doch tritt jetzt die Frage in den Vordergrund, ob sie, abgesehen 
von der Berührungserzeugenden, noch sonst reelle Punkte 
gemeinsam haben oder nicht. Von vornherein ist klar, wenn 
überhaupt die Flächen sich noch reell durchdringen, so muss dies 
notwendig in zwei Erzeugenden derjenigen Schar geschehen, der 
die Berührungserzeugende nicht angehört. Denn die durch einen be- 
liebigen, etwa noch vorhandenen gemeinsamen Punkt gehende Er- 
zeugende des einen Hyperboloids, welche die Berührungserzeugende 
schneidet, hat auch mit dem anderen Hyperboloid drei Punkte gemein- 
sam — von denen zwei freilich unendlich nahe liegen — , muss dem- 
nach auch ihm als Erzeugende angehören. 

Nun denken wir durch einen beliebigen Eaumpunkt Parallele zu 
sämtlichen Erzeugenden beider Hyperboloide, sowie zu ihren Axen gelegt. 
Dann entstehen zwei Rotationskegel, die sich gleichfalls längs einer 
Erzeugenden berühren. Es gilt der Satz: Stets dann und nur dann 
werden die beiden Hyperboloide sich noch in zwei reellen 
Erzeugenden schneiden, wenn das Gleiche für die Rotations- 
kegel statt hat.* 

Dass die Rotationskegel sich noch in zwei Erzeugenden durch- 
dringen, falls es die Hyperboloide thun, ist ja sofort klar. Umgekehrt 
bedingt eine Schnitterzeugende der Kegel auf jedem Hyperboloid eine 
Erzeugende derselben Richtung in derjenigen Schar, der die Be- 
rührungserzeugende nicht angehört. Beide müssen identisch sein, da 
die Tangentialebenen ihres Schnittpunktes mit der Berührungserzeugenden 

* Dieser Satz findet sich kurz angegeben bei Fiedler, Lehrbuch der darstellen- 
den Geometrie Bd. II, S. 302, Nr. 11, Leipzig 1886, und in weiterer Ausftihrung bei 
Hohn U.Pappe ritz, Lehrbuch d. darstellenden Geometrie, Bd. II, S.49, Leipzig 1896, 
sowie bei De la Gournerie, Trait^ de G^omötrie descriptive, Art. 764, Paris 1880. 

Digitized by VjOOQIC 



46 I^ie kinematische Theorie der Hyperboloidenreibungsräder. 

zusammenfallen. In Figur 6, I, II, III, (siehe Tafel II), ist für die 
drei Hauptfalle der gemeinsame Meridianachnitt beider Kegel dar- 
gestellt, der eine Symmetrieebene der räumlichen Figur ist. Unter 
Bezugnahme auf die am Schlüsse des § 2 aufgestellten Ungleichungen 
überzeugt man sich leicht, dass stets im Falle I beziehungsweise 11 
der eine Meridianschnitt völlig ausserhalb beziehungsweise völlig inner- 
halb des anderen gelegen ist, im Falle III dagegen jeder Meridianschnitt 
zum Teil innerhalb, zum Teil ausserhalb des anderen. Diese Beziehung 
lässt sofort den Satz erkennen: 

Im dritten Hauptfalle, und nur in diesem, durchdringen 
sich die Kegel und also auch die Hyperboloide noch in zwei 
reellen Erzeugenden. 

Da die beiden Hyperboloide durch eine halbe Umdrehung um die 
Gerade d des kürzesten Abstandes der Axen in sich selbst übergehen, 
so liegen die beiden Schnitterzeugenden symmetrisch zur Geraden rf, 
das heisst ihre Schnittpunkte Äj und H^ mit der Berührungserzeugenden 
sind vom Punkte C gleichweit entfernt. 

Im ersten Hauptfalle liegt jedes der beiden Hyperboloide 
ganz ausserhalb des anderen; sie berühren sich mit ihren 
Aussenseiten.* 

Im zweiten Hauptfalle liegt das Hyperboloid mit klei- 
nerem Kehlkreis — für y < a < ist es das Hyperboloid mit der 
Axe h, für « + y < a < jr das mit der Axe a — völlig innerhalb 

des anderen, jenes berührt daher mit seiner Aussenseite 
dieses an der Innenseite, 

Im dritten Hauptfalle dagegen berühren sich beide Hyper- 
boloide längs der Strecke 6', ä», mit ihren Innenseiten, längs 
des übrigen Teiles der Berührungserzeugenden mit ihren 
Aussenseiten. Denn der dem Berührungspunkte C diametral gegen- 
überliegende Punkt (\ des Kehlkreises des einen Hyperboloids liegt 
stets ausserhalb des anderen; zwischen (\ und C befindet sich auf 
jeder Hälfte des Kehlkreises ein Punkt 1\ beziehungsweise 1\ der 
einen oder anderen Schnitterzeugenden, sodass also der den Punkt C 
enthaltende Teil 7\, T^ jedes Kehlkreises notwendig innerhalb des 
anderen Hyperboloids liegt 

Beispiele der drei Hauptfälle geben im Grund- und Aufrisse die 
Figuren I, II, IH der Tafel I.** Die erste Projektion der Berührungs- 

* Als Aussenseite des Hyperboloids ist diejenige bezeichnet, welche der 
Axe nicht zugewandt ist. 

, *• Wegen der Konstruktion der Figuren sehe man den § 7 dieser Arbeit. — 
Immerhin dürften die Hyperboloide des dritten Falles in ihrem ganzen Verlaufe 
ohne ein räumliches Modell nur schwer zu überblicken sein. Ein solches und 
zwar ein Fadenmodell, welches die Verhältnisse deutlich zur Anschauung bringt, 
habe ich für die Sammlung für darstellende Geometrie an der Technischen Hoch- 
schule zu Aachen anfertigen lassen. 
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erzeugendeu ist die eine Asymptote der Umrisshyperbeln des Grund- 
risses. Xur im dritten Hauptfalle haben letztere gemeinsame Tangenten, 
eben die ersten Projektionen der Schnitterzeugenden s^ und $^, Die 
Nebenaxen der Umrisshyperbeln sind, abgesehen vom Vorzeichen, gleich 
2petga und 2 7 ctg/5. Auf Grund der Gleichung 1) ergiebt sich daher 
der Satz: Die Meridianhyperbeln der Hyperboloide haben 
gleiche Nebenaxen. Hieraus folgt dann noch weiter, dass die beiden 
Hyperboloide in den Punkten der Kehlkreise dasselbe Gaussische 
Krümmungsmass besitzen.^ 

§4. 

Geometrische Eigenschaften entsprechender Segmente der Hyper- 
boloide in Bücksicht auf ihre Verwendung als Beibungsräder. 

Ein solcher Teil des Raumes sei als inneres beziehungsweise 
äusseres Segment des einzelnen Hyperboloids bezeichnet, der durch 
zwei zur Axe senkrechte Ebenen aus dem Inneren beziehungsweise 
Äusseren des letzteren ausgeschnitten wird. Ein äusseres Segment 
möge indes stets durch eine hinreichend grosse, koaxiale Cylinderfläche 
abgeschnitten und- nach aussen begrenzt sein. „Entsprechende" Seg- 
mente beider Hyperboloide sollen dieselbe Strecke der Berührungs- 
erzeugenden besitzen. Denken wir diese Segmente irgendwie materiell 
hergestellt, so werden sie uns die Reibungsräder liefern, deren Eigen- 
art in den einzelnen Fällen wir im folgenden näher betrachten wollen. 
Während wir das Rad eines inneren Segmentes unmittelbar um seine 

* Es sei gestattet, auch die analytische Lösung einiger der im Texte be- 
rührten Fragen einzuflechten. Dieselbe verdanke ich im wesentlichen einer freund- 
lichen Mitteilung des Herrn Fr. Schur, wie ich überhaupt aus seinen Vorlesungen 
über darstellende Geometrie an der Technischen Hochschule zu Aachen die An- 
regung zu dieser Arbeit geschöpft habe. 

Wir wählen als i-Axe eines neuen rechtwinkligen Koordinatensystems die 
Gerade des kürzesten Abstandes AB — ihre positive Richtung sei die von Ä 
nach B — , als $-Axe die Berührungserzeugende c, als 77 -Axe die zu beiden 
senkrechte Gerade, wobei die positive Richtung der J-Axe in jene der 7^ -Axe 
durch eine dem Uhrzeigergange entgegengesetzte Drehung, von der positiven 
Seite der f-Axe aus betrachtet, übergehen möge. Die Gleichungen der beiden 
Hyperboloide lauten alsdann: 

1) i2*(l-tg*a) + 2gi2tg«-}-r+2Ji> = 0, 

2) »?«(l-tg»P)-2g7?tgß + J«-2f2 = 0, 

wo die Grössen p,q,cc^ß, auch hinsichtlich ihres Vorzeichens, die im § 1 definierte 
Bedeutung haben. Offenbar werden die Erzeugenden der zweiten Schar mit Hilfe 
des Parameters X entsprechend dargestellt durch die Gleichungspaare: 

7?(l-tg»a)4-2gtg«-|-l(f+2i)) = 0, 
^) t = Xrj 

7;(l-tg«ß)-2gtgp-|-^f-2(y) = 0. 

Die für den gleichen Wert l definierten drei Ebenen schneiden sich stets in 
einem Punkte der |-Axe, wie man auf Grund der Relation p:q = tf^cc:tgß leicht 
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in festen Lagern ruhende Axe sich drehen lassen können, werden wir 
das Rad eines äusseren Segmentes etwa in einer festliegenden 
eylindrischen Führung laufend zu denken haben, wie es im Meridian- 
schnitte durch Figur 7 (Tafel II) dargestellt ist. 

Im ersten Hauptfalle (Figur I der Tafel I) lassen sich nur ent- 
sprechende innere Segmente als Reibungsräder ausfahren. Im zweiten 
Hauptfalle (Figur II der Tafel I) dagegen haben wir bei dem Hyper- 
boloid mit kleinerem Kehlkreise ein inneres, bei dem mit grösserem 
Kehlkreise ein äusseres Segment zu wählen. Im übrigen kann die 
den entsprechenden Segmenten gemeinsame Strecke der Berührungs- 
erzeugenden beliebig gross sein. Im dritten Hauptfalle (Figur III 
der Tafel I) endlich hat man die entsprechenden Segmente der Hyper- 
boloide jedenfalls so auszuwählen, dass ihnen nicht gleiche Strecken 
der Schnitterzeugenden angehören. Legt mau durch irgend einen 
Punkt P der Berührungserzeugenden c Parallelebenen zu den Kehl- 
kreisebenen der Hyperboloide, so treffen diese jede Schnitterzeugende s^ 
beziehungsweise s^ in zwei Punkten, die auf verschiedenen Seiten ihres 
Schnittpunktes S^ beziehungsweise aV^ liegen. Die Berührungserzeugende 
liegt nämlich im spitzen Winkel der genannten Parallelebenen, eine Parallele 
durch F zur einen oder anderen Schnitterzeugenden dagegen im stumpfen 
Winkel, da das Analoge der Fall ist, wenn man als Punkt P gerade 
den Punkt C wählt. Man macht sich diese Beziehung am besten am 
Grundrisse der Figur III der Tafel I klar unter Berücksichtigung der 

zeigt. Sollen sie sich aber in derselben Geraden schneiden, so muss eine lineare 

Relation zwischen ihnen bestehen, das heisst die beiden unteren Gleichungen 1') 

und 2') müssen nach Multiplikation ihrer beiden Seiten mit ctg a beziehungsweise 

ctg ß und nachheriger Addition bis auf einen Faktor die obere Gleichung ergeben. 

Als Bedingung hierfür findet man: 

p^ (tg «-ctga;) + (t gp-ctgp) 

ctg a -1- ctg ß 
oder vereinfacht is * j. o ^ 

Setzt man wieder a=|^ + qp, (3 = ^— y, ein, so kommt schliesslich: 
;^«_ cosy 



sin'qp— cos-^ 

Der Parameter l wird daher reell sein, wenn sin'qp > cos'Z. igt; diese Be- 
dingung ist aber identisch mit unserem geometrisch gefundenen Resultate. 

Die Länge der Strecken SiC^S^C^Jq, welche im dritten Hauptfalle diu-ch 
die Schnitterzeugenden auf der Berührungserzeugenden abgeschnitten werden, ist 
gleich der Koordinate g in der zweiten Gleichung 1') , wenn man in ihr 7^ = f = 
setzt und dem Parameter X den soeben bestinunten Wert giebt. Es wird dann: 
7 ._ ^V_(t gatgp-l). p' 
'^ tg«a tg^a 

oder unter Berücksichtigung der Relation p : 2 = tg a : tg p 

^o*=l>2U-ctgactg(3). 
Man vergleiche S. 51 dieser Arbeit, woselbst die gleiche Relation auf geo- 
metrischem Wege gefunden wird. 
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Thatsache^ dass die ei-sten Projektionen der Schnitterzeugenden gemein- 
same Tangenten an die Umrisshyperbeln sind. Stets dann und nur 
dann werden daher entsprechende Segmente der Hyperboloide 
nicht gleiche Strecken der Schnitterzeugenden besitzen, 
wenn das ihnen gemeinsame Stück der Beriihrungserzeugenden 
entweder ganz innerhalb oder ganz ausserhalb der Strecke 
Nj6'j (wobei die Punkte 6\ und S^ gleichzeitig zum Inneren und Äusseren 
der Strecke S^S2 hinzugerechnet seien) gelegen ist. Dies ist die 
einzige Bedingung, die den Segmenten aufeuerlegen ist. Man hat 
zwei innere Segmente zu wählen, wenn sie dem Ausseren der 
Strecke S^S^f dagegen zwei äussere Segmente, wenn sie der 
Strecke jS\Sj selbst angehören sollen. Denn in letzterem Falle 
werden sich die ihnen angehörenden Zonen der Hyperboloidflächen 
wie zwei Ringe einer Kette durchschlingen. Die Figur 8 (Tafel H) 
stellt, genau dem Aufriss in Figur HI der Tafel I entsprechend, solche 
den Kehlkreis in der Mitte enthaltende Zonen der Hyperboloide dar. 
Wir fQgen im folgenden noch einige geometrische Hilfsbetrachtungen 
hinzu, die sogleich im nächsten Paragraphen ihre Anwendung finden. 

1. Der Abstand r^ bezw. r^ eines beliebigen Punktes P der Be- 
rührungserzeugenden von der Äxe a bezw. b wird durch den Ausdruck 
gegeben: ,^^ _ Y'^l^F^^a, bezw. n = Vq'+ l' sin«/J, 

wo l die Strecke PC bezeichnet. 

2, Um den Neigungswinkel x« der Berühruugserzeugenden c gegen 
die durch P gehende Meridianebene des Hyperboloids mit der Axe a 
zu bestimmen, ist in der im Zweitafelsysteme gezeichneten Figur \) 
(Tafel n) die Meridianebene des Punktes C als erste Projektionsebene, 
die Axe a als trennende Axe a:i, 2 der ersten und zweiten Projektions- 
ebene gewählt. Senkrecht zu letzteren mit den Axen Xi, » und ^'2,8 
ist noch eine dritte Tafel benutzt und in bekannter Weise seitlich 
umgelegt. Die durch den Punkt P gehende Meridianebeue hat ihre 
erste und zweite Spur in der Axe a:;i, 2, ihre dritte Spur ist c^ Man 
fölle von ^/ das Lot auf die Meridianebene von P, seine wahre Grösse 
wird durch C'^i'^ gegeben. Es ist jetzt: 

C\Fq =A(\ sin ^ = i> sin ^f und sin ^ = ^,„^^ - ^.^ - ^.^ 

Folglich ist: ^^^ ^ _ ('oj^ _P_-.li^„« 

" i t'a 

oder: • sio « 

sm Xa — 



F'"('^ _ P"Px /sin« 



Analog ergiebt sich für den Neigungswinkel x/, der Berührungs- 
erzeugenden c mit der durch P gehenden Meridiane])ene des Hyper- 
boloids h: . sin |3 



sin X(, == 



ZeitBchrift f. Mathematik u. Physik. 49. Jahrg. 1897. 1. Heft. 
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Indem wir noch festsetzen, dass gerade derjenige Winkel mit Xa 
beziehungsweise x^ bezeichnet seih soll, der für lim i == kontinuierlich 
in den Winkel a beziehungsweise ß übergeht, haben wir in obigen Aus- 
drücken den Wurzelzeichen stets ein positives Vorzeichen zu geben. Die 
geometrische Anschauung sowohl, wie die obigen Formeln zeigen, dass 
für lim l ^ QO der Winkel Xa beziehungsweise X6 sich dem Werte oder ± n 

nähert, je nachdem 1« beziehungsweise ß kleiner oder grösser als — ist. 

3. Wir denken ferner die Tangenten an die durch P gehenden Parallel- 
kreise beider Hyperboloide gezogen. Der Winkel x zwischen denselben ist 
gleich dem der beiden Meridianebenen des Punktes F. Dieser aber hat 
den Wert Xa + xi,. Denn diese Relation stimmt in den drei Hauptfallen 
zunächst fiir i = 0, folglich gilt sie allgemein, da an Stelle von Xa + Xi, 
nur dann ± (xa — xt) treten könnte, wenn für irgend einen endlichen 
Wert von l entweder x« oder x^ verschwinden würde, was nicht der 
Fall ist. Der Grenzbedingung <l < cc entsprechend gilt im ersten 
und zweiten Hauptfalle: y > x > 0, im dritten Hauptfalle: y <x<n. 

4. Kann die Tangente in einem Punkte F der Berührungserzeugenden 
an den Parallelkreis des einen Hyperboloids, etwa desjenigen mit der 
Axe a, die Axe b des anderen schneiden? 

Wenn dies der Fall wäre, müsste jene zugleich Tangente an den 
durch P gehenden Meridian des Hyperboloids mit der Axe h sein. 
Beide Hyperboloide hätten dann notwendig noch eine zweite Erzeugende 
gemeinsam, nämlich das Spiegelbild der Geraden c in Bezug auf die 
Tangente in der gemeinsamen Tangentialebene. Der Punkt F könnte 
daher nur einer der Punkte S^ und S^ der Hyperboloide des dritten 
Hauptfalles sein. Umgekehrt überzeugt man sich leicht, dass in der 
That die Tangente im Punkte &\ oder Äg an den Parallelkreis 
des einen Hyperboloids stets die Axe des anderen schneidet.* 

Für die Punkte S^ und S^ ist daher der Winkel x gleich ^' Es gilt 
denmach: • a i • « ^ 

oder nach 2): sin^« si n^ _ ^ 

indem wir wieder die spezielle Bezeichnung Iq für l setzen. Die ein- 
fache Umrechnung ergiebt der Reihe nach: 



j 5i = 1 



k' + h\p' ctg' « + ff' ctg^i3) = i^V/(l - ctg* « ctg« ß), 
oder in Rücksicht auf die Fundamentalbeziehung j;ctga =-= qctgß: 

♦ Die Gesamtheit der Tangenten an die Parallelkreise des Hyperboloids mit 
der Axe a (oder h) in allen Punkten der Berührungserzeugenden bildet ein hyper- 
bolisches Paraboloid. Nur im dritten Hauptfalle wird dieses von der 
Axe h 'oder r/^ in zwei reellen Punkten geschnitten. 
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('o* + P (/ ctg a ctg ßY = i>« (f, 
^o* = i^(/(l-ctgactg/3), 
wie wir bereits in der Anmerkung S. 48 fanden. 



dasheisst: i„* = ^,y(l - ctg«ctg/3), 



§5. 
Das Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten und der gegen- 
seitige Drehungssinn der Hyperboloidenreibungsr&der. 

'Es sei jetzt irgend ein Paar entsprechender Hyperboloidenreibungs- 
räder, die wir kurz durch ihre Axen a und h bezeichnen wollen, ge- 
geben. Wir denken sie mit einem gewissen Drucke gegeneinander 
gepresst, so dass sie sich infolge ihrer Deformation in einem schmalen 
Flächenstreifen längs der Geraden c berühren. Das Rad a sei als 
treibendes Rad durch äussere Einwirkung in gleichmässige 
Umdrehung versetzt. 

Welches Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten und 
welchen Drehungssinn werden nun beide Räder darbieten? 
Wir wollen uns darauf beschränken, die Räder als unendlich dünn, 
die ihnen gemeinsame Strecke der Berührungserzeugenden 
als unendlich klein vorauszusetzen.* 

Die auf das anfangs in Ruhe befindliche Rad h wirkende 
Reibungskraft, welche von der Bewegung des Rades a herrührt, wird 
80 lange eine Winkelbeschleunigung des Rades h hervorrufen**, als von 
den beiden Komponenteli der relativen Bewegung*** des Rades a 
gegen das Rad h an der Berührungsstelle, welche als Richtungen die 
Tangenten an den Parallelkreis und die Meridianlinie des Rades h be- 
sitzen, diejenige in der Richtung der Tangente an den Parallelkreis 
nicht verschwindet. Mit anderen Worten: Das Rad h wird seine 
Geschwindigkeit (während der Zeit des sogenannten „Anlaufens") 
80 lange steigern, bis es — was erfahrungsgemäss sehr bald eintritt 
— eine solche Endgeschwindigkeit erlangt hat, dass das 
Berührungselement des Rades a sich relativ zu dem des 



* Bei Rädern endlicher Dicke würde die Beantwortung der aufgeworfenen 
Fragen vor allem die Kenntnis von der Verteilung der Reibungskraft in den einzelnen 
l^inkten der Berührungsatrecke fordern , worüber sich indes ohne willkürliche An- 
nahmen nicht« aussagen lässt, so dass unsere Beschränkung sich berechtigt erweist. 
^ Hierbei ist vorausgesetzt, dass die beschleunigende Komponente der 
Reibungskraft den auf die Beriihnmgsstelle reduzierten Widerstand gegen die 
Bcwegmig des Rades h an Grösse übertrifft, weil sonst eine Bewegung überhaupt 
nicht eintreten wurde. 

•*• Die momentane relative Bewegung des Berührungselementes des Rades « 
ist identisch mit der absoluten Bewegung, die dadurch hervorgeht, dass man dem 
Elemente des Rades a ausser seiner eigenen Geschwindigkeit noch eine zweite 
iieachwindigkeit erteilt, nämlich diejenge, welche der des Berührungselementos 
<le« Rades h gleich und entgegengesetzt gerichtet ist. 
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Rades h in der Richtung der Meridianliuie des letzteren 
bewegt* 

Es seien mit Va und V(, die Lineargeschwindigkeiten des Be- 
rührungselementes der Rüder, mit (Oä und «a^ ihre Winkelgeschwindig- 
keiten bezeichnet; Vö und g),j mögen überdies gerade die Endwerte 
der Geschwindigkeiten sein, die uns allein interessieren. Es gilt 
zunächst Va^(Oa.ra, '^6= W6.r6, wo Va und Tfy die Abstände des Be- 
rührungspunktes von den Axen a und h bezeichnen. Das Resultat 
der obigen Betrachtung drückt sich dann, wenn wir vorerst vom Vor- 
zeichen absehen, in der Gleichung aus: r^=/;a.cosx, wo x dÄ- in 
der Hilfsbetrachtung 3 des vorigen Paragraphen definierte Winkel ist. 
Denn diese Gleichung ist der analytische Ausdruck dafür, dass die 
Resultante der Geschwindigkeiten r« und — V/, die Richtung der Tangente 
an den Meridianschnitt des Rades b besitzt. Hieraus folgt durch Ein- 

— = - • cos X. 

Diese Gleichung beantwortet den ersten Teil unserer Seite 51 auf- 
geworfenen Frage; sie bestimmt das Verhältnis der Winkel- 
geschwindigkeiten der Räder. Wir sehen, dasselbe ist eine 
Funktion der Grösse l, da r«, rf, und x von l abhängen. Das Ver- 
hältnis der Winkelgeschwindigkeiten ändert seinen Wert 
mit der Stelle der Berührungserzeugenden, der die Reibungs- 
räder angehören. 

Was den gegenseitigen Drehungssinn der Räder betrifft, 
so wollen wir diejenige Drehung jedes Hyperboloids als positiv an- 
sehen, welche von der in Figur 2 (Tafel I) durch eine Pfeilspitze aus- 
gezeichneten Richtung der Axe aus gesehen dem ührzeigergange 
entgegengesetzt ist. Zunächst seien jetzt in jedem der drei Hauptfälle 
die Kehlkreisräder betrachtet. In der für alle drei Fälle gemeinsam 
giltigen Figur 10 (Tafel II), deren Ebene die Tangentialebene des 
Punktes C ist, bezeichnen a^ und b^ die Tangenten an die Meridiane. 
Durch CP und CQ seien die Lineargeschwindigkeiten Va und Vf, der 
Grösse und Richtung nach dargestellt; die Resultante von r« und — r^ 
muss die Richtung der Tangente b^ besitzen. Indem man beachtet, 
dass der Punkt C im ersten und dritten Hauptfalle innerhalb, im 
zweiten ausserhalb der Strecke Ali gelegen ist, ergiebt sich leicht die 
Richtigkeit der hinsichtlich des Vorzeichens erweiterten Formel: 

- = (— ly • , -{ • cos y, 

wo im ersten, zweiten oder dritten Hauptfalle a beziehungsweise gleich 1, 
2 oder 3 zu setzen ist und p y q die absoluten Werte der Grössen p^ q 
bezeichnen. Wir behaupten, dass in allen drei Fällen die analoge Formel: 

* (ianz ähnliche Verhältnisse bietet das ßildchen eines Polarplanimeters dar, 
das auf der Zeichenebone zugleich gleitet und rollt. 
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jetzt für beliebige Räder giltig ist. Der Beweis folgt unmittelbar aus 
unseren Hilfsbetrachtungen 3 und 4 im vorigen Paragraphen. Im 

ersten und zweiten Hauptfalle muss das Vorzeichen von ^^ stets 

dasselbe sein, welcher Stelle der Berührungserzeugenden auch die Räder 
angehören. Im dritten Hauptfalle dagegen muss das Vorzeichen ein 
verschiedenes sein, je nachdem die Räder zu dem Inneren oder dem 
Äusseren der Strecke *S'jÄj, gehören, da, wie wir sahen, gerade in 
Jen Punkten 6', und S^ die Tangente an den Parallelkreis des einen 
Hyperboloids die Axe des anderen schneidet. Diese Verhältnisse 
werden in unserer Formel durch das Vorzeichen von cos x in der That 
richtig dargestellt. 

Ausfuhrlich lautet unsere Formel in Rücksicht auf die Hilfs- 
betrachtungen 1 und 2 des vorigen Paragraphen: 



37 






VVy«+ Z» sin" (5 
sin CL 



:{*i/ 






sin ^ 



]/l + (^)»8in«a [/l + (^)«8in«p 



Hier gilt das obere Vorzeichen im ersten und zweiten, das untere 
im dritten Hauptfalle; für sämtliche Wurzeln sind die positiven Werte 
zu wählen. Unser Resultat lautet in Worten: 

Erteilen wir dem Rade a eine positive Umdrehung, so 
wird das Rad h im ersten Hauptfalle stets eine negative, 
im zweiten eine positive Umdrehung ausführen, welcher 
Stelle der Berührungserzeugenden die beiden Räder auch an- 
gehören mögen; im dritten Hauptfalle dagegen eine negative 
oder eine positive Umdrehung, je nachdem die Räder dem 
Inneren oder dem Ausseren der Strecke ^^^^ angehören. 
(Positiv und negativ ist überall zu vertauschen, wenn wir dem Rade a 
eine negative Umdrehung erteilen.) Das Verhalten der Reibungsräder 
im dritten Hauptfalle erweist sich also besonders überraschend. 

Wir haben bisher immer angenommen, dass das Rad a das 
treibende ist. Wenn wir statt dessen das Rad h als das treibende 
wählen, so haben wir in der Formel (3') die Indices a und h und die 
(irössen ;), 7 sowie or, /J miteinander zu vertauschen. Ersichtlich er- 
halten wir dann alliremein einen anderen Wert für das Verhältnis "*• 

Das Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten nimmt daher 
einen verschiedenen Wert an, je nachdem wir bei demselben 
Räderpaare das eine oder das andere Rad als das treibende 
ansehen. ^Y"v'-: 



\ ^ :■ 
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Für die im Anfange des § 3 aufgestellten Übergangs fälle 
spezialisiert sich unser Resultat folgenderniassen. Es wird das Ver- 
hältnis -^ , wenn wieder das Rad a als das treibende gewählt ist, 

CD« 

a) für 9? -= — Ua = 0) gleich 0. 



b) filr qp = + I (a = y) gleich oo , 



c) filr 9^ = 2 + 2 (^^ "" ^) ^^^'^^ 

d) für 9) = ^ + 2 (« = 5 + y) gleich \^^i^' 



1 
C08 y 



Besonders zu beachten ist, dass nur im letzten Falle - noch von 

coa 

/ abhängig bleibt. 

Für lim ü = x) geht die Formel 3) der vorigen Seite für alle Fälle 

^^ber in: .. m sina 

hm ^- = — ^T^j 
das heisst: ^=00«"« ^^P 

Je weiter von den Kehlkreisen entfernt die Räder ge- 
wählt werden, um so mehr nähert sich das Verhältnis ihrer 

Winkelgeschwindiffkeiten dem einfachen Werte ;— 3- 

Zusatz: 

Dasselbe Winkelgeschwindigkeitsverhältnis .— ^ kommt zweien 

sich längs einer Erzeugenden berührenden Hyperboloiden zu, wenn wir 
diese als Axoide oder Grundkörper hyperboloidischer Zahnräder an- 
sehen. Ohne dass wir im einzelnen auf diese Verhältnisse eingehen,* 
sei es gestattet, den hier obwaltenden Unterschied mit wenigen Worten 
zu beleuchten. Bei Zahnrädern sind es nicht Reibungskräfte, sondern 
Druckkräfte, welche die Bewegung von einem Rade auf das andere 
übertragen, so dass von vornherein ganz andere Verhältnisse zur 
Geltung kommen. Obwohl daher im GrenzfaUe** die Hyperboloide 
selbst als „Elementenflächen" (die allgemein zur Begrenzung der Zähne 
geeignete Flächen sind) sich ergeben können, besitzen doch, wie wir 
gesehen haben, beliebige aus ihnen ausgeschnittene Räder, da diese 
dann als Reibungsräder wirken, nicht das Winkelgeschwindigkeits- 
verhältnis r— 5 der Axoide. 

smß 

Um den hier vorliegenden Gegensatz besonders anschaulich zu über- 
blicken, wollen wir ein einfacheres Beispiel heranziehen, das analoge 
Verhältnisse darbietet. Wir denken, wie Figur 11 (Tafel II) in schiefer 

* Zur näheren Orientierung sei z. K. auf die Darstellung in Weisliach- 
Herrmann, Lehrbuch der Ingenieur- und MaKchinenuiechanik, III. Teil, 1. Ab- 
teilung, Braunschweig 1876, § 46 (S. 228 flg.) und § 86 (S. 418 flg.) verwiesen. 

** Wie z. B. in (Irashof, Theoretische Maschinenlehre, Band II, Leipzig 1877, 
§ 25 S. 81 gezeigt ist. 
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Parallelperspektiye zeigt, auf einem beliebig langen Farallelstreifen in 
gleichem Abstände Yon einander und in schräger Richtung schmale, 
senkrechte Streifchen angebracht, die den Zähnen eines Rades ent^ 
sprechen. Zwei derartige, genau gleiche Parallelstreifen a und b („Zahn- 
stangen'^ mögen dann mit zugekehrten Zähnen aufeinander gelegt 
sein (Figur 12, Tafel 11). Femer soll, etwa durch prismatische Füh- 
rungen, dafür gesorgt sein, dass jeder Streifen sich nur in der Richtung 
seiner ihn begrenzenden Parallelgeraden bewegen kann. Wird dann 
der Streifen a in der Richtung des hinzugefügten Pfeiles, also von 
links nach rechts, bewegt, so wird durch den Eingriff der Zähne der 
Streifen h sich nach unten bewegen. Dieses Verhältnis wird bestehen 
bleiben, wenn wir auch die Zähne beliebig klein denken, so dass sie 
fast unsichtbar sind. Werden dagegen zwei Parallelstreifen ohne 
Zähne in genau derselben Lage mit einem gewissen Drucke aufein- 
ander gepresst (Figur 13, Tafel II) und wieder der Streifen a von links 
nach rechts bewegt, so wird der Streifen b jetzt sich nach oben be- 
wegen. Dieses Beispiel, bei dem wir nicht länger verweilen wollen, 
möge man am besten vergleichen mit zwei hyperbolischen Zahnrädern 
beziehungsweise Reibungsrädem des dritten Hauptfalles, deren zu- 
gehörige Hyperboloidenzonen den Kehlkreis in ihrer Mitte enthalten 
(vergl. Figur 8, Tafel II). 



§6. 
Die speKiellen Fälle y = ,, ? y = und s = 0. 

Jetzt gilt es für die zu Anfang des § 2 ausgeschlossenen be- 
sonderen Lagen der Axen a und b unsere bisherigen Betrachtungen zu 
spezialisieren.* 

1. Ist der Winkel y der beiden Axen gleich ~; so geht die 
Gleichung 2) über in: 

2^^) .^^-f sin 2g), 

oder ^-|.cos2/S. 

Die hierdurch dargestellte Fläche dritter Ordnung unterscheidet 
sich in ihrer Gestalt nicht von jener des allgemeinen Falles, nur ist 
die Axe a bezw. b jetzt ihre tiefste bezw. höchste Erzeugende, wenn 
man die ^-Axe wieder vertikal annimmt. Der Punkt C ist dement- 
sprechend für jeden Wert a oder qp niemals ausserhalb der Strecke AB 
gelegen. 

Fällt die Beröhrungserzeugende c mit einer der Axen a oder b 
selbst zusammen, so ist das eine Hyperboloid in das doppelt zu denkende 

• Die trivialen Grenzfälle, daas entweder beide Axen zusammongefallen 
sind, oder aber eine von ihnen ins Unendliche gerückt ist, seien hier nur er- 
wähnt. 
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Äussere eines Kreises, das andere in eine Tangente desselben ausgeartet, 
ein Grenzfall, von dem wir weiterhin absehen wollen. Da im all- 
gemeinen Falle die beiden durch denselben Punkt T gehenden Be- 
rührungserzeugenden entgegengesetzt gleichen Werten ß entsprechen, 
also zu den Ebenen (a, ^') und (?>, C) symmetrisch liegen, so folgt 
unmittelbar, dass ihre Rotation um die Axen a und h dasselbe Hyper- 
boloidenpaar liefert. Die beiden Hyperboloide berühren sich 
stets in zwei Erzeugenden. (Figur 14, Tafel IL) Nur dann sind 
entsprechende Segmente der Hyperboloide — und zwar stets 
innere — als Reibungsräder verwendbar, wenn die ihnen 
gemeinsame Strecke der Berührungserzeugenden nicht den 
Punkt (^ im Inneren enthält. Das in derselben Weise wie im § ö 

bestimmte Verhältnis "* der Winkelgeschwindigkeiten wird durch den 
Ausdruck gegeben: 

cot y j)^ -{- r* sin* u 

«« ~ Vq'^ + r'ain'ß 
l/^ 2}^Hm*(x I /-i (/*sin*|3 sin a sin (3 

alle Wurzelzeichen sind mit positivem Vorzeichen zu nehmen, es gilt 
das obere beziehungsweise untere Zeichen in der IQammer, je nach- 
dem die den Rädern zugehörige Berührungserzeugende (\ oder r^ 
einem positiven oder negativen Werte ß entspricht. Das Verhältnis 
der Winkelgeschwindigkeiten ist negativ oder positiv, je 
nachdem ß positiv oder negativ ist. 

2.1m Grenzfalle y^-(^f das heisst bei paralleler Lage 
der Axen, giebt uns wieder am besten die Gleichung 2) Auskunft. 

Für q} = {) oder - wird z völlig unbestimmt, für alle übrigen Werte 

von <p dagegen unendlich gross. Unsere Fläche dritter Ordnung ist 
daher in die unendlich ferne Ebene, die für unseren Zweck nicht 
weiter in Betracht kommt, und in zwei sich längs der Geraden 
AB rechtwinklig schneidende Ebenen zerfallen, deren eine die Axen a 
und h enthält. Dem Werte 9 = entspricht der gewöhnliche 
Fall zweier Cylinder, die sich äusserlich oder innerlich 
längs einer Erzeugenden berühren. Für das Verhältnis der 
Winkelgeschwindigkeiten gilt die von l unabhängige Formel: 



Für (p = ,^ dagegen sind die beiden Hyperboloide in jedem Falle 

in das doppelt zu denkende Äussere zweier sich berührender Kreise 
ausgeartet. Weim (' innerhalb AH liegt, haben dieselben überdies 
noch zwei Tangenten gemeinsam, die den Schnitterzeugenden s^ und 
s^ des dritten ITauptfalles des § 3 entsprechen. 
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3. Wenn endlich 5 = ist, das heisst die Axen a und h 
sich schneiden, so zerfällt die Gleichung 2') in x^+tf^O und 
4 = 0. Der reelle Teil der Fläche dritter Ordnung besteht also aus 
der Z'Axe, die nicht weiter für uns in Betracht kommt, und der Ebene der 
Axen a und b. In letzterer kann die Berührungserzeugende c zunächst 
mit einer der Axen a, h selbst oder mit einer ihrer Senkrechten q, c^ zu- 
sammen fallen (Figur 15, Tafel II). Von den durch ihre Rotation um die 
Axen a und h entstehenden Flächen ist dann stets die eine entweder in 
die Axe a oder h selbst oder in die zu einer von ihnen senkrechte Ebene 
ausgeartet, während die andere einen Kegel darstellt. Ausser diesen 
speziellen Lagen haben wir wieder die drei Hauptfälle zu unter- 
scheiden, dass die Gerade c in einem der Winkelräume I, II oder III 
liegt. In diesen Fällen entstehen durch Rotation der Geraden c um 
die Axen stets zwei Kegel (Doppelkegel). Im ersten und dritten 
Hauptfalle berühren sich dieselben mit ihren Aussenseiten, 
im zweiten Hauptfalle berührt der grössere Kegel mit 
seiner Innenseite den kleineren an der Aussenseite. Die 
Kegel des dritten Hauptfalles haben indes noch zwei Schnitt- 
erzeugende gemeinsam, dementsprechend sind nur dann entsprechende 
Segmente als Reibungsräder verwendbar, wenn die ihnen gemeinsame 
Strecke der Berührungserzeugenden den Schnittpunkt der Axen nicht 
im Inneren enthält. Den beiden Kegeln gemeinsamen Meridianschnitt 
der drei HaupträUe geben die Figuren 6, I, II, III (Tafel II). Das 
Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten wird, auch in Rücksicht auf 

das Vorzeichen, durch den Ausdruck - = ~ -. — ^ PCeeeben, der wieder 
Ton l unabhängig ist. 

Ist insbesondere noch y =" ö 7 ^^ werden die beiden Kegel 

sich stets doppelt berühren. Die den Reibungsrädem angehörende 
Strecke der einen oder anderen Berührungserzeugenden darf den Schnitt- 
punkt der Axen nicht im Inneren enthalten. 



§7. 

Die zeichnerische Darstellung der drei allgemeinen Hauptfälle. 

Die Darstellung der beiden Hyperboloide im Zwei tafelsy steine 
i Figuren I, H, HI, Tafel I) lässt bei zweckmässiger Anordnung ihre 
symmetrische Lage in Bezug auf die Gerade A B klar hervortreten; sie 
besitzt daher vor der (orthogonalen) axonometrischen Darstellung 
(Figur IV, Tafel I) zweifellos den Vorzug grösserer Anschaulichkeit. 
Immerhin dürfte auch die letztere als eine gute Übungsaufgabe der 
axonometrischen Methode einer näheren Betrachtung wert sein. Wir 
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wollen im folgenden uns auf die Angabe der wesentlichen Punkte be- 
schränken, die bei der Konstruktion zu beachten sind* 

Gegeben seien stets die Axen a und h und der Punkt (\ Bei 
der Darstellung im Zweitafelsysteme wird man das Gebilde gegen die 
beiden Tafeln wie in Figur 2 (Tafel II) so anordnen, dass die Gerade AB 
auf der ersten Tafel senkrecht steht. Bei der axonometrischen Darstellung, 
die wir zunächst näher betrachten wollen, sei als ^--Axe die Gerade 
Ali, als a;-Axe die Axe a gewählt; XYZ sei das Spurendreieck 
der Zeichenebene (Figur 16, Tafel II). Man klappe die j:^- Ebene um 
XZ in die Zeichenebene um; es wird dann A*C*^p und C*B*=q. 
Ebenso werde auch die a://- Ebene um XY in die Zeichenebene um- 
gelegt. Es gilt jetzt zunächst die Projektion unseres Gebildes auf die 
:r?/- Ebene in der Umklappung zu zeichnen. Diese Konstruktion ver- 
läuft genau wie jene in der Grundrissebene bei der Darstellung im 
Zweitafelsysteme; nur stimmt der positive Drehungssinn infolge der 
Umlegung mit dem Gange des Uhrzeigers überein. Wir werden unsere 
weitere Betrachtung, die dann auch für die Zeichnung des Grundrisses 
im Zweitafelsysteme gültig ist, an Figur 16 (Tafel II) anknüpfen. Um 
einen beliebigen Punkt Rq der umgelegten Projektion r^ der Berührungs- 
erzeugenden c auf die xy-lEbene zu finden, beachte man, dass, wie in 

Figur 2 (Tafel II), einmal <): PqRqA..^ -|, sodann: 

ist, wo R^S^hf^ sei. Nimmt man daher Pq beliebig an, so ist durch 
diese Beziehungen Rq zweideutig bestimmt, wie es sein muss. Die 
weitere Konstruktion in der umgelegten a*;/- Ebene bietet keine Schwierig- 
.keit, da einmal Cq die eine Asymptote für beide ümrisshyperbeln ist, 
anderseits die Halbaxen dei*selben durch p und q gegeben sind. Die 
Hyperboloide selbst seien beiderseits durch zu ihrer Axe senk- 
rechte Ebenen begrenzt, deren Schnitte wir als Grundkreise bezeichnen 
wollen. In Figur 16 (Tafel II) führt der Punkt Rq zu zwei Hyper- 
boloiden des ersten Hauptfalles (Figur IV, Tafel I), der Punkt (JBJ 
zu solchen des dritten Hauptfalles. Letzteres ist in Figur 17 (Tafel U) 
weiter ausgeführt. Im dritten Hauptfalle hat man ja noch die Schnitt- 
(»rzeugenden zu zeichnen, deren Projektionen gemeinsame Tangenten 
HK beziehungsweise H^K^ an die Umrisshyperbeln sind. Es besteht 
die Proportion: jjjj,^^ ^ ^ j^j^^ ^j. j^ 

Nun ist jedes dieser Dreiecke bezüglich gleich demjenigen, welches 
durch die Asymptoten und die Scheiteltangente der zugehörigen 

* Ausführlich wird diese Konstruktion behandelt bei De la (Tournerie 
1. c. Art.. 729 7.H8, sowie bei Rohn und Papperitz 1. c. Art. 561. Meine Angaben 
im Texte erheben nicht den Anspruch, irgendwie Neues zu geben, wenn auch 
vielleicht hier und da eine kleine Vereinfachung erzielt sein mag. 
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Hyperbel begrenzt wird. Und da beide Hyperbeln dieselbe imaginäre 
Axe haben, so verhält sich schliesslich: 

HJ:JK^q:p. 

Diese Gleichung liefert die Richtung der parallelen Tangenten HK 
und U^K^ und damit diese selbst. 

Um jetzt die axonometrische Projektion selbst beziehungsweise 
den Aufriss der Hyperboloide zu zeichnen, beachte man noch folgende 
Sätze. Die Axe a beziehungsweise h (oder ihre zweite Projektion) ergiebt 
allemal die Symmetrielinie ihres Hyperboloids. In ihr liegen die kleinen 
Axen der die Grundkreise darstellenden Ellipsen; deren grosse Axeu 
sind gleich den Durchmessern der Kreise. Da noch die Schnittpunkte 
der Ellipsen mit der Geraden c bekannt sind, so lassen sich diese un- 
mittelbar zeichnen. Gehört zu dem einen oder anderen Hyperboloid dann 
eine ümrissellipse, wie z. B. zu dem Hyperboloid mit der Axe h im 
Aufrisse der Figur I der Tafel I, so ist ihre grosse Axe gleich dem 
bekannten Durchmesser des Kehlkreises. Sie ist vollends bestimmt bei 
axonometrischer Darstellung durch die eine Tangente bildende Be- 
rührungserzeugende r, bei der Darstellung im Zweitafelsysteme durch die 
vertikalen Tangenten der ümrisshyperbel des Grundrisses, welche dann 
zugleich die Tangenten in den Endpunkten der kleinen Axe sind. Die 
reelle Axe einer etwa vorkommenden Ümrisshyperbel der axono- 
metrischen Projektion beziehungsweise des Aufrisses aber ist ebenfalls 
gleich dem Durchmesser des Kehlkreises. Die Asymptoten ferner sind die 
Tangenten an die Ellipse, welche einen der Grundkreise des zugehörigen 
Asymptotenkegels darstellt. Letztere ist ihrerseits zu der den ent- 
sprechenden Grundkreis des Hyperboloids darstellenden Ellipse ähnlich 
und ähnlich gelegen, und ihre grosse Axe ist gleich einer Sehne des 
letztgenannten Grundkreises im Abstände des Kehlkreisradius vom 
Mittelpunkte. Zugleich findet man die Berührungspunkte der ümriss- 
hyperbel mit jeder Grundellipse des Hyperboloids als Schnitt der 
letzteren mit derjenigen Parallelen, die man zu ihrer grossen Axe 
durch die bekannten Berührungspunkte der die Asymptoten darstellen- 
den Tangenten an die entsprechende Grundellipse des Asymptotenkegels 
legt. Schliesslich mag man noch in beliebiger Zahl Erzeugende beider 
Hyperboloide hinzufügen. Dies geschieht am zweckmässigsten, indem 
man jedes Hyperboloid in seitlicher Ansicht darstellt und die hier 
leicht einzuzeichnenden Erzeugenden dann überträgt, wie es z. B. in 
der umgelegten ;ri/- Ebene der Figur IV (Tafel I) ausgeführt ist. 
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Zerle^nn^ der Gleichung vierten firades. 

Von Dr. Heilermann in Godesberj?. 

Um die allgemeine Oleichung vierten Grades 

1) F= f/.r*+ Ux^+ hcx^+ Adx + c = 

in zwei quadratische Gleichungen zu zerlegen, nehme man an^ dass die 
Summe F zunächst in eine sehr allgemeine leicht zerlegbare Form ver- 
wandelt worden sei, nämlich in: 

\F=m(ax^+ 2ßx + y)«+ 2«(ajc«+ 2ßx + y){cciX^+ 2ß^x + y^y 
+ (ay+2ß,x + y,y. 

Demnach müssen die neun neuen Koeffizienten m , // , 2^ <^ ^tc. folgenden 
fünf Bedingungen genügen: 

Ima^+ 2naa^ +l>ai* = «, wia|S + w(ajS, + ßf^i) + pccißi= ^> 
my* + 2nyy^ +PYi^ = ^ nißy + fi{ßy^ + y ft) +p ß^y^ = d, 
m{ay + 2/3«) + «(«/i + y«i + ^ßßi) +l>(«iyi + ^ß') = 3r. 
Um die letzte Bedingung den vorangehenden ähnlicher zu gestalten, 
setze man an ihre Stelle die zwei Gleichungen: 

3*) mß^+ 2nßßi+pß^^ = c - k, mcty + n{ay^+ya^)+pcc^y^-^c+ 2k, 

in denen vorläufig k eine unbekannte Zahl bezeichnet. 

Dann kann man diese Bedingungen in folgende Gruppen zu je dreien 
ordnen: ( ^^^,^^ ^ „^j ^ ^^(^^^ ^ ^^^^ - a = 0, 

ß(ma + wa,) + ßiipcc^ -f na) — ?> = 0, 
y(wof + na^) + y, (pa^ + na) — (c + 2^) - 0; 
a(m(3 + nß,) + ai(i>ft + nß) ^6 = 0, 
/3(wi|3 + /.|5,) + ß,{pß, + n/3) - (. - i) =- 0, 
y{mß + nß,) + y,0;ft + nß) - f/ = 0, 

a(wy + «yj + ai(j>yi + /^y) — (c + 2A) -- 0, 
|3(my + ny^) + i^iO^yi + ny) — r? = 0, 
y(w?y -f wy,) + y, (py^ + /»yj - c = 0. 

Wenn man danach aus diesen Gruppen die zweigliedrigen Summen 
ma + na,^ pa^ + na etc. eliminiert, so erhält man eine neue Gruppe von 
drei Gleichungen, nämlich: 

<ßyi - yßi) + b(ya, - ay,) +{c + 2k){aß, - ßa,) = 0, 

4) b{ßy, - yft) + (c-A)(ya, - ay,) + d{aß, - ßa,) = 0, 

0' + 2A)(/3yi - yft) + d(ya, - ay,) + c{aß, - ßa,) = 0. 

Da in diesen Gleichungen nur die zwei Verhältnisse von den Ver- 
bindungen der neuen Koeffizienten als Unbekannte anzusehen sind, so 
können die drei Gleichungen nur unter der Bedingung nebeneinander be- 
stehen, wenn die Determinante aus ihren Koeffizienten Null ist. Also 
muss die bisher unbekannt« Zahl k der Gleichung: 
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oder 



= 0, 







a b C+2X 

b c-k d 

c + 2k d e 

5) ik^—iav-Abd + 3r«)A + ace + 2brd - ad^- b'^v - r» 

(ienüge leisten und kann daher drei verschiedene Werte annehmen. 

Nachdem durch diese Gleichung, die unter dem Namen der kubischen 

Resolvente bekannt ist, die Hilfsgrösse k ermittelt ist, erhält man für die 

Diskriminante der Gleichung 2) folgende Werte aus den Gleichungen 3): 

rf«-ce + gZ _ (c + 2X)'~ae 

(yai-ayi)' 
cd-^dl 



6) 



9 &* — ac4-aX 



{€^k)(c+2X)^bd 

(aft-(Ja,)(l3y,-ya,) ~ (|3yi-yj5i)(yai-ay,) 



be- 



<id — bc— tbk 



(yai-ayi)(«ft-P«i) 
Wenn diese Grösse der Kürze wegen mit I) bezeichnet, so ist: 
mF=^[{mci + na^)x^+ 2(mß + nß^)x + my + wy,]*— l){a^x^+ 2ß^u: + y^)^, 
und daher zerfallt die Gleichung 1) in die quadratischen Gleichungen: 
(ma + ««1 - a^VT))x^ + 2(niß + wft - ftl/iJjx 

+ my + ny^ — yx^J) — 0, 
(>wa + w«! + ay/i)r« + 2{mß + nft + ftl/i>).r 
+ my + ny^ + y^i) = 0. 
Multipliziert man die erste von diesen beiden Gleichungen mit • 



7) 



wa + nofi -fofiV-Ö 



die andere mit 



ma + ^t«! — «iVD 



9) 



SO wird das erste Glied in beiden rational, und sie gehen über in: 

1 rrr«+ 2(6 -}/5*- r/c + a>l)ut + c + 2i-|/(r + 2if-a€ = 0, 
1 rtjc* + 2(> +1/Z;» - «r + rU^ + c + 2A + l/(c + 2;)*- «^ =^ 0. 
Das Produkt beider ist: 
fiF= (rtx«+26x + r + 2A)«~(2x}/6*-äc+Ti+}/(^+2i)«^Tr)« = 0. 
Wenn man aber in den Gleichungen 7) aus den mittleren Gliedern 
die Wurzeln durch entsprechende Multiplikationen wegschafft, so erhält man: 
{b +V'2>'-«^' + «0^'* + 2(c~ A)Lr + f7- j/f/*-- c(? + f A = 0, 
{b '-}/b^-ac^-ai)x} + 2(c'- A)a' + <? + |/rf«-f«^ + cA == 
und als deren Produkt: 

In gleicher Weise lassen sich auch aus dem absoluten Gliede der 
Gleichungen 7) die Wurzeln entfernen; dadurch erscheinen sie in der Form: 
f(c + 2A-V'(c + 2A)«-(lc)a?H2(f^ + l/f^'■-c^+TA).r + e = 0, 

1 (c + 2A +}/(c + 2l)«-Vß)^r«4- 2 (r? - l/f?*-~ce + cA)Ä- + c =- 0, 
and ihr Produkt ist: 

fli'=[(c+2A>«+2(fa' + c?-(a;'y(c+2A)»--«c--2ary^»-ce+cX)^-0. 
Aus jedem dieser drei Paare von Gleichungen erhält man die beiden 
anderen^ wenn man die Wurzelgrössen aus einem Gliede durch die geeignete 
Multiplikation entfernt und dabei die obigen Werte 6) beachtet. 
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In der vorstehenden Umformung und Zerlegung ist ausser anderen auch 
diejenige enthalten, die ich im Programm der Realschule zu Trier 1855 mit- 
geteilt habe. Setzt man närfdich a = «j = 1 , y = ß\ Vi^^ß^t so ist nach 2): 

F^m{x + ßy+2n(x + ßy^{x+ß,y+p{x + ß,)\ 
und daraus folgt wie oben: 

wF=[w(a: + /S)« + «(a- + ft)"]*-(w«-wi?)(ir + /3,)*. 
Daher kann die Gleichung F =^ ersetzt werden durch die qua- 
dratischen Gleichungen: 

i,n + n +Vi))x'+ 2{mß + nß^+pyi))x + mjj'-f w.ft*+ ft^.j/:D = 0, 

{m + n -Vl[))x^-\- 2{mß + nß^-ßyj))x + mß^+nß^^- ft«.|/i) = 0; 

und diese gehen ebenso, wie die Gleichungen 7), in eines der dort folgenden 
Paare über, wenn man den ersten, zweiten oder dritten Koeffizienten rational 
macht. Nach diesen Umformungen ist die Auflösung der Gleichung l) zweck- 
mässig folgende. 

Bezeichnet man ihre Wurzeln mit rr,, a^g, x^, x^ und die der kubischen 
Resolvente mit A^, A,, itj, so ist nach den Gleichungen 8): 

^1 + Ä'*2 = — ^ (6— 1/&* — ar + «A,), 
. ^3 + ^4 ^ - I (^ + !/&•- «^" + al,), 
^1 + a^3 = — -~0^ — }/?>* — rK- 4- aX^, 
•''2 + ^4 - - - 0> + l/?>«-<7c + r/A,), 
^•i + 3-4 = - ^^ {h - 1/6* - ac + «A3), 
^8 + ^'3 =^ - i (^ + Vh'-.ar + (TQ. 



a 



Wenn man diese Werte paarweise verbindet, so entsteht: 

or^ -f j-j — oTj, — .r^ =-jj--y?)« — ar-f aA^, 
x^—x^ + Xj^~x^= —•Vb^ — nc + aX^, 

^1 - ^8 - ^3 + ^4 = ~ • V^^- ^'^'+ « A3, 
und daraus erhält man durch Addition und Subtraktion als Werte der Wurzeln : 

x^^^(-h +V~h^- äc + r{\ -Yh^- ac + a A^ -j/ft«- «r-f «A,), 
^3= l{^h-Vh'-n~c + (U, + yh^^ac + ak^--Vh^--ac + al^), 
fl:^= ^^{^h-yh''-ac + aX^-yh^-ac + a}i^+yh^-ac + aXj, 
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In dem Produkte aus diesen vier Werten ist neben rationalen Gliedern 



auch Ya^ — ac + aX^- }/6* — « c + a A, • |/Z>* — a c + a Ag enthalten , daher muss 
auch dieses rational sein; die Rechnung ergiebt: 

yh^—ac + aX^ -y (r — a c -\' aX^'Y^ ^ ^^ + ^^h ^ ö 

Das Entsprechende gilt wegen der (xleichung 10), wenn man die reziproken 
Werte von den obigen Werten als ihre Wurzeln auffasst, auch von dem 
entsprechenden Produkte, nämlich von 



Bemerkmig zu den Bemerkungen über doppelt - 
zentrische Vierecke.* 

Von Dr. Chr, Beyel in Zürich. 

Herr Dr. Holzmüller macht mich darauf aufmerksam, dass in der 
erwähnten kleineren Mitteilung Zeile 10 von oben der Satz: „weil im Kreis- 
Viereck. . ." als Begründung nicht genüg^.*'*' Ich teile daher noch mit, dass 
mich ein anderer Gedanke zu der ganzen Überlegung führte. Durch die 
Konstruktion der Linien g, s wird der Strahlenbüschel zweiter Ordnung ([ 
den Linien s eindeutig zugeordnet. Li dieser Zuordnung entsprechen sich 
die Gegenseiten g^ h\ e, /'des Vierecks AB CD vertauschbar. Also ist die 
Korrespondenz involutorisch. s muss q vertauschbar entsprechen und J* 
berühren. Ich suchte damals — und suche also auch jetzt noch einen ein- 
fachen, rein geometrischen Beweis, der nicht wie der obige Gedanke eine 
Untersuchung der erwähnten Korrespondenz voraussetzt. 

Sind die Kreise J"*, ^7* konzentrisch, so springt die Richtigkeit der 
Sätze sofort in die Augen. 

Aufgabe L*** 

Von 8. Finsterwalder in München. 

Das Netz eines Kugelballons besteht aus einer sehr grossen Anzahl 
(96 und mehr auf dem Umfange) rhombischer Maschen mit Winkeln von 
60° und 120^, deren kurze Diagonalen nach Parallelkreisen und deren lange 
nach Meridianen angeordnet sind. Ihre Dimensionen wachsen regelmässig vom 



* Vergl. Band 40 S. 372 dieser Zeitschrift. 

** Was Poncelet(trait^ I, No. 566) zum Beweise beibringt, int weitläufig und 
scheint mir nicht zwingend zu sein. Dr. Holzmüller giebt im dritten Teile 
seinea methodischen Lehrbuches der Elementar- Mathematik (B. G. Teubner 1896) 
S. 11 und 12 einen gerechneten Beweis und macht mich auf einen Beweis von 
Dr. Junker (Schulprogramm, Crefeld 1892) aufmerksam. 

**• Wir beabsichtigen, versuchsweise von jetzt an derartige aus der Praxis 
stammende Aufgaben in der Zeitschrift zu bringen und empfehlen dieselben den 
JUthematikem zur Lösung. D. Red. 
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oberen Ventilringe bis zum Äquator. Das Netz reicht in dieser Form etwas 
unter den Äquator. Die Figur desselben ist demnach genähert durch zwei 
Scharen von Kugelloxodromen gebildet, die sich unter einem Winkel von 
60° schneiden. 

Ein solches, für einen Ballon von bestimmtem Radius konstruiertes 
Ketz soll nun für einen grösseren Kugelballon, oder auch für einen Ballon 
von anders geformtem Meridian benützt werden. Welche Figur bildet dann 
das Netz? Bis zu welchem Kugelradius lässt sich dasselbe noch verwenden? 
Welche Erscheinung tritt auf, wenn der Radius grösser wird? Welche 
Form hat das Netz in dem speziellen Falle eines unendlich grossen Radius, 
wenn also das Netz symmetrisch im Kreise herum in eine Ebene aus- 
gebreitet wird? 



Druckfehler in S. Gundelflnger-A. M. Nell's Tafeln 
zur Berechnung nennstelliger Logarithmen. 

(Dannstadt 1891, A. BergBträsser.) 
Gefunden von Joseph Blater in Baden-Baden. 

Corrigenda zu Tafel I (Seite 2 37). 
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über Bessiehtmgen zwischen den Determinanten 
einer Matrix. 

Von 

Dr. W. Ahrens 

in Antwerpen. 



§1- 



In einer früheren Note* ist von mir die Frage untersucht worden, 
unter welchen Umständen in einer Matrix von m Zeilen und w Kolonnen 
{m < w) das Verschwinden einiger Determinanten m*®° Grades das aller 
Determinanten dieses Grades nach sich zieht. Die vorliegende Arbeit 
bezweckt nun eine Erweiterung jener, insofern als jetzt die be- 
treffende Frage nicht bloss mit Bezug auf die Determinanten des 
höchst möglichen (w*^) Grades, sondern für die Determinanten be- 
liebigen Grades in der Matrix behandelt werden soll. 

Das damals erhaltene Resultat ist kurz folgendes: Es sei die 

betrachtete Matrix: 

»n . . . ai„ 



1) 



Jtf = 



dml- 



(m <n); 



unter i^, ii...im\ werde, wenn die i irgend welche Indices aus der 
Reihe 1 . . . w sind, die aus den Kolonnen i\, ig . . . i^ gebildete Deter- 
minante w*®" Grades verstanden. Wenn alsdann von allen (^ j Deter- 
minanten m^^ Grades n — m + 1 verschwinden, d. h. also, wenn wir 
in der angegebenen Bezeichnung ein Gleichungssystem von der Form: 

I hl) hi ' ' • *!»» ! "^ 
i *2U hi ' • -^'am 1 = 



2) 



^sfi 







hl) h2 • 

haben, wo s zur Abkürzung fdr w — m -f 1 gesetzt ist, so verschwinden 
unter gewissen weiteren Bedingungen aUe Determinanten dieses Grades. 



• Diese Zeitschrift, 1895, S. 177. 

Zeitschrift f. Mathematik a. Physik. 42. Jahrg. 1897. 2. Heft. 
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Der Beweis hierfür wurde gefilhrt durch successive Anwendung des 
Schlusses, dass aus dem Bestehen von zwei Gleichungen: 

( Ä^iiiy i^,.,im-i, im 1 = 

[ jB = ;i,, ig. . . im-i; «m+i = 
unter bekannter Bedingung folgt, dass jede aus irgend m dieser m + 1 
Kolonnen gebildete Determinante verschwindet, was wir jetzt bezeichnen 
wollen durch das Symbol: 

4) ,i,, ig. ..imf im+i ' = 0. 

m 

Von den Determinanten A und jB, welche in m — 1 ihrer m Kolonnen 
übereinstimmen,* wollen wir sagen, sie bilden zusammen die Gruppe 

G(ii, ig . . . im, im+i) = G-(A, B), 
und wollen die rein formale Operation, welche zur Bildung dieser 
Gruppe aus den beiden Determinanten Ä und B führt, kurz als Opei-ation 
G bezeichnen. Genau dieselbe Bezeichnung wenden wir an, wenn es 
sich nicht nur um zwei, sondern beliebig viele solcher Determinanten 
handelt, also sagen wir: die Determinanten 

Aq ^ i h; ^i • ' • *m— Ij *m 1 



5) 



^1=" \il} h' - im-i, im + i 



^=1*1? h' ' im-l, im-{-k\ 

bilden zusammen die Gruppe 

G{A^, A^.. . At)= G{i^j ig . . . i^, hn+i . - • im+k) 
und schreiben das aus den Gleichungen: 

^=0, A^ = 0... Ai==0 
unter der bekannten weiteren Bedingung abzuleitende, der Gleichung 4) 
entsprechende Resultat in der Form: 

6) \h) h' ' ' *m, i/n + i • . . im+k \ = 0. 

m 

Eine solche aus ft + 1 Determinanten abgeleitete Gruppe wollen 
wir als vom Range k bezeichnen, also die einfachste aus zwei Deter- 
minanten hergeleitete vom Range 1. 

Damit nun durch successive Anwendung dieser Operation G aus 
den Determinanten des Systems 2) leicht alle Determinanten m^^ Grades 
der Matrix hergeleitet werden konnten, war angenommen, dass sich 
in dem System 2) eine solche Anordnung treffen Hess, dass von 
den Indices jeder Zeile in 2) gerade m — 1 in den vorhergehenden 
Zeilen schon vorkommen. Nimmt man an, dass in dem obigen 

* In dem allgemeinen, weiterhin zu behandelnden Falle, wo nicht aUe be- 
trachteten Determinanten denselben Zeilen angehören, tritt hierzu natürlich als 
weitere Bedingung für eine Gruppe, dass die Zeilen beider Determinanten die- 
selben sind resp. die Kolonnen, wenn w — 1 der Zeilen übereinstimmen. 
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Schema diese Anordnung bereits getroffen ist, und ferner, dass die 
neu hinzutretenden Indices in jeder Zeile an erster Stelle stehen, 
so sieht man, dass alsdann in der ersten Horizontal- und der ersten 
Vertikalreihe von 2) alle n Indices vorkommen. 

Die Bedingung, dass in jeder Reihe des Systems 2) jedenfalls ein 
neuer Index zu den früheren hinzutritt, involviert, dass, wie wir 
sagen wollen, das System „unabhängig'^ ist, d. h., dass es nicht 
möglich ist, eine der Determinanten 2) aus den anderen durch An- 
wendung der Operation G herzuleiten. Eine unmittelbare Konsequenz 
dieser ersten Bedingung ist alsdann, dass in dem System 2) in jeder 
Zeile auch höchstens ein neuer Index hinzutritt, so dass die successive 
Anwendung der Operation (r dort überall möglich ist und alle Deter- 
minanten »1*®** Grades liefert. Ein solches System nun von einer Matrix 31 
angehörenden Determinanten eines bestimmten Grades, aus dem sich 
durch successive Anwendung der Operation G alle Determinanten dieses 
Grades herleiten lassen, wollen wir „vollständig" und ein solches, bei 
dem dies nicht möglich ist, „unvollständig" nennen. 

Schliesslich muss noch bemerkt werden, dass, damit nicht bloss 
die rein formale Operation G alle Determinanten liefert, sondern sich 
auch das Verschwinden derselben ergiebt, bei jeder Anwendung der 
Operation G die weitere Bedingung hinzutritt, dass unter den m Deter- 
minanten {m — 1)^^ Grades, welche aus den dem System 5) gemein- 
samen m — l Kolonnen gebildet werden können, wenigstens eine nicht 
verschwindet. 

§2. 

Wir stellen uns jetzt die Frage: Wie viele Determinanten von 
einem beliebigen, r^^ Grade in einer Matrix müssen mindestens ver- 
schwinden, damit dies das Verschwinden aUer Determinanten desselben 
Grades nach sich zieht? oder, was dasselbe ist: Welches ist die 
Minimalzahl von Determinanten, welche ein vollständiges unabhängiges 
System bilden können? 

Die Indices der Zeilen resp. Kolonnen der vorgelegten Matrix 
seien durch 1 . . . m resp. 1 . . . w bezeichnet ; repräsentieren 



irgend r dieser Zeilen- und Jc^, ft^ • • • ^r irgend r dieser Kolonnen -Indices, 
so bezeichnen wir die aus den betreffenden Zeilen und Kolonnen ge- 
bildete Determinante r*®° Grades mit 

Die (-.)•(-) verschiedenen Determinanten r^^^ Grades der Matrix M 

denken wir uns in der Weise angeordnet, dass die denselben Zeilen 
der Matrix 31 angehörenden Determinanten in derselben Horizontal-, 
und die denselben Kolonnen von 31 angehörenden in derselben Ver- 

6* 
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tikalreihe stehen, so zwar, dass unter den verschiedenen Horizontal- 

und Vertikalreihen die Reihenfolge nach steigenden Indices erfolgt, so 

dass z. B. für den Fall ^ . ^ 

m = 3, w = 4, r = 2 

sich die Anordnung ergiebt: 

,1,2; 1,2|; 1,2;1,3 ; 1,2;1,4 ; |1,2;2,3;; |1,2;2,4 ; il,2-,3,4| 

|l,3;l,2i; 1,3;1,3|; 1,3; 1,41; |1,3; 2,3 ; 1,3; 2,4 ; |1,3; 3,41 

,2,3; 1,21; |2,3; 1,3;; |2,3; 1,4!; !2,3;2,3,; i2,3;2,4 ; |2,3;3,4 . 

Wir denken uns nun ein beliebiges vollständiges System, dessen 
Determinanten gleichfalls in dieser Weise geordnet sein mögen; als- 
dann muss es nach dem BegriJBFe der Vollständigkeit möglich sein, die 
bei dieser Anordnung frei bleibenden Plätze durch successive An- 
wendung der Operation G auf die ursprünglichen Determinanten zu 
fällen, wobei die Operation 6r natürlich auf Determinanten derselben 
Horizontal- wie derselben Vertikalreihen anzuwenden ist. Da das 
System vollständig sein soll, so müssen jedenfalls mindestens zwei 
Determinanten in demselben vorkommen, welche zusammen eine Gruppe 
bilden. Wendet man die Operation G auf alle eine Gruppe bildenden 
Determinanten an, so erhält man, je nachdem es sich um eine Gruppe 
ersten, zweiten . . . fc**'" Grades handelt: 

neue Determinanten hinzu. Diese bilden dann wieder Gruppen mit 
anderen, und so ergeben sich durch successive Anwendung der Opera- 
tion Cr schliesslich alle ( ) • ( ) Determinanten vom Grade r. 

Um die zu Anfang dieses Paragraphen aufgeworfene Frage beant- 
worten zu können, wollen wir zunächst zeigen, dass sich jedes voll- 
ständige System durch ein ihm äquivalentes von besonders übersicht- 
licher Bildung, seine „Normalform", ersetzen lässt, und machen zu 
diesem Zwecke zunächst folgende Vorbemerkung: Die aus den Deter- 
minanten A und B gebildete Gruppe 6r(-4, B) würde sich auch aus 
irgend zwei von einander verschiedenen Determinanten der Gruppe er- 
geben und wir können uns daher die Gruppe vollständig repräsentiert 
denken durch irgend zwei von ihren Determinanten, können uns also 
offenbar in einem System irgend zwei Determinanten, welche zusammen 
eine Gruppe bilden, ersetzt denken durch irgend zwei Determinanten 
dieser Gruppe, ohne dass hierdurch an dem Charakter des ganzen 
Systems hinsichtlich der Vollständigkeit oder Unabhängigkeit etwas ge- 
ändert wird. 

Büernach beginnen wir nun die beabsichtigte Reduktion des voll- 
ständigen Systems auf die Normalform und suchen auf Grund der 
eben gemachten Bemerkung zunächst die Determinanten der letzten 
Horizontalreihe zu ersetzen durch solche, welche den früheren Reihen 
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angehören. Fassen wir irgend eine Determinante X der letzten Reihe ins 
Auge, so können wir, wenn in derselben Vertikalreihe mit dieser bereits 
eine resp. mehrere der r{m—r) Determinanten, welche mit ihr eine 
Gruppe bilden können, stehen, nach der obigen Bemerkung X ersetzen 
durch eine der Determinanten, welche die Anwendung der Operation G 
liefern würde, und welche notwendig einer der früheren Zeilen an- 
gehört. Haben wir dagegen in der betreffenden Vertikalreihe eine 
solche mit X eine Gruppe bildende Determinante ursprünglich noch 
nicht, so ist es wegen der Vollständigkeit des Systems jedenfalls 
mogUch, durch Anwendung der Operation G eine solche herzuleiten, 
und sind hierfür zwei Fälle denkbar: Entweder wird diese Herleitung 
einer solchen Determinante bewerkstelligt mit Benutzung von X oder 
ohne dieselbe. Im letzteren Falle erhalten wir also aus gewissen 
Determinanten A, B, C . . des ursprünglichen Systems durch die 
Operation G eine Determinante F, welche mit X eine Gruppe bildet. 
Alsdann können wir nach der obigen Bemerkung X offenbar ersetzen 
durch eine Determinante Z, welche der durch X und Y repräsentierten 
Gruppe angehört und notwendig in einer der früheren Zeilen steht; 
denn das System A, B,C . . , X ist völlig äquivalent mit A, B, C . . , Zj 
weil das erstere zunächst Y und dieses mit X zusammen Z, das 
letztere dagegen zunächst gleichfalls Y und dieses dann mit Z zu- 
sammen X liefert. Dies geht jedoch nicht mehr an, wenn die Herleitung 
von Y nur mit Benutzung von X möglich ist; eine solche Herleitung 
ist nur in folgender Weise denkbar: Da nach unserer Annahme X 
in diesem Falle mit keiner Determinante derselben Vertikalreihe ver- 
bunden werden kann, so kann es nur in der Weise benutzt werden, 
dass es mit einer Determinante derselben Horizontalreihe zusammen 
eine Gruppe liefert. Dann können wir uns X ersetzt denken durch 
eine andere Determinante dieser Gruppe und das Verfahren geht 
dann so weiter. Wir haben diese Determinante dann eventuell wieder 
zu ersetzen durch eine solche derselben Horizontalreihe etc., schliess- 
lich aber müssen wir aus dieser Horizontalreihe herausgeführt werden, 
da dies Verfahren ja eben diente zur Herleitung einer einer früheren 
Zeile angehörenden Determinante. So vermindert sich hierdurch also 
jedenfalls die Zahl der Determinanten der letzten Horizontalreihe um 
eine. Man sieht, dass es auf diese Weise gelingt, das ursprüngliche 
System zu ersetzen durch ein ihm hinsichtlich der Vollständigkeit und 
Unabhängigkeit völlig äquivalentes, in dem keine Determinante der 
letzten Horizontalreihe mehr vorkommt. In diesem neuen System 
suchen wir nun die Determinanten der nunmehr letzten Horizontal- 
reihe zu ersetzen durch solche, welche früheren Reihen angehören. 
Hier ergeben sich wieder dieselben verschiedenen Fälle wie oben und 
fährt in jedem derselben ein dem betreffenden obigen genau analoges 
Verfahren zum Ziele; in dem zuletzt betrachteten Falle ist es denkbar, 
dass man benötigt ist, wieder Determinanten der vorher schon aus- 
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gemerzten letzten Horizontalreihe einzuführen, doch muss die successive 
Anwendung der Operation G ja, wie ersichtlich, wieder aus dieser 
Reihe herausführen und verschwinden somit diese Determinanten 
wieder aus dem System. Wir erhalten somit ein neues äquivalentes 
System, in dem die beiden letzten Horizontalreihen fehlen und dies 
geht oflFenbar so lange fort, bis wir ein System haben, in dem nur 
noch Determinanten der ersten w — r + 1 Horizontalreihen vorkommen. 
Würde man da nämlich auf zwei Determinanten derselben Vertikal- 
reihe die Operation G anwenden, so würde man nur Determinanten 
erhalten, welche späteren Horizontalreihen angehören, während bis 
dahin dies oflFenbar stets wenigstens eine einer früheren Horizontal- 
reihe angehörende Determinante liefern musste, und zwar musste auch 
bis dahin, was wesentlich ist, in jeder Vertikalreihe mindestens noch 
ein Platz frei sein, da nicht mehr als die ersten w -— r + 1 Deter- 
minanten derselben Vertikalreihe in dem System vorkommen dürfen, 
wenn dasselbe unabhängig sein soll, was wir voraussetzen woUen. 
Wir haben damit das Resultat gewonnen, dass jedes unabhängige 
vollständige System sich ersetzen lässt durch ein ihm äquivalentes, 
dessen Determinanten sämtlich den w — r + 1 ersten Horizontalreihen 
angehören. 

In diesem System, das ja auch vollständig ist, muss es nun 
möglich sein, die einzelnen Horizontalreihen zu vervollständigen und 
wir können daher mit Bezug auf diese oflFenbar dasselbe Verfahren 
anwenden wie vorher auf die Vertikalreihen. Dabei ist zu beachten, 
dass hierbei keinerlei Veranlassung vorliegt, wieder Determinanten der 
bereits ausgemerzten Horizontalreihen einzuführen. Denn zunächst 
müssten schon mindestens zwei eine Gruppe bildende Determinanten 
eingeführt werden, damit aus ihnen etwas Neues hergeleitet werden 
könnte, sagen wir etwa die Determinanten: 

I i|, ^ j . . . %) ^«4-1 •■•*/■) ^l? «'2 • • • ^r — l) 1^' I 
! *i; ^2 • • ■ hy %-\-\ • • • Vj ^n ^2 • • • ^r — 1; ^ '? 

wobei die Indices i,, ig . . . i, in der Reihe 1, 2 ... r — 1 enthalten 
sein mögen. Diese Determinanten können in dem vorliegenden System 
aber nur gewonnen werden aus den Gruppen: 

(t(1, 2. . .r — 1, i^.!, i4.2...ir; \, \. ..*r-i, li) 
resn 

6(1, 2...r — 1, ?;_!, i,+2. ..i/-; l^u fti.-.Är-i, V). 

Haben wir diese aber bereits, so können wir ja schon in einer 
der ursprünglichen Reihen, etwa in 

1, 2 ... r — 1, it^i oder 1, 2 ... r — 1, ^,4.2 etc. 

jede der gewünschten Kombinationen der Indices Ä,, \. . ,Tcr—\j fe, fc' 
herleiten, und sind somit nicht gezwungen, aus den ersten w — r + 1 
Horizoni^eihen herauszugehen. 
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So können wir offenbar dieses System ersetzen durcli ein ihm 
äquivalentes^ dessen Determinanten alle den ersten n — r + 1 Ver- 
tikabeihen angehören, und dieses nennen wir die „Normalform^^ Wir 
haben also das Besultat gewonnen: 

„Jedes unabhängige vollständige System lässt sich auf 
ein ihm äquivalentes reduzieren, in dem alle in derselben 
Horizontal-, wie auch alle in derselben Vertikalreihe stehen- 
den Determinanten eine Gruppe bilden." 

§3. 

Auf Grund des im vorigen Paragraphen erhaltenen Resultats ist 
nun die Frage nach der Minimalzahl von Determinanten eines voll- 
ständigen Systems sehr leicht zu beantworten. Denn da ein System 
in der dort eingeführten Normalform offenbar nur dann vollständig 
ist, wenn es alle den m — r + 1 ersten Horizontal - und den n — r + 1 
ersten Vertikalreihen angehörenden Determinanten enthält, so folgt, 
dass ein vollständiges System mindestens aus 

p = {m — r + l)(n — r + 1) 
Determinanten bestehen muss. Dagegen ist es sehr wohl möglich, 
dass ein System p oder mehr Determinanten enthält, ohne vollständig 
oder abhängig zu sein. Fügt man einem solchen System diejenigen 
Determinanten hinzu, welche erforderlich sind, um dasselbe zu einem 
vollständigen zu machen, so erhält man ein abhängiges System. 

§4. 

Es entsteht nun die Frage, für welche Werte der Grössen m, w, r 
ein unabhängiges System von 

p = (w — r + l)(w — r -f 1) 
Determinanten stets vollständig ist resp. ob solche Wertsysteme 
überhaupt existieren. Wir beantworten diese Frage, indem wir um- 
gekehrt zeigen, wann es unabhängige unvollständige Systeme von 
p Determinanten giebt, und wann nicht. Hierfür ist folgende Be- 
merkung wesentlich: Existiert für gewisse Werte der Grössen m, w, r 
ein unabhängiges unvollständiges System vonp Determinanten, so existiert 
auch für ' m!=m + d, n!=n + d, r^r + d, 
wo d eine beliebige positive ganze Zahl ist, ein unabhängiges un- 
vollständiges System von 

p'=(m'-/-f l)(n'-/+l) 
Determinanten. Es ist nämlich p' ^ p und wir brauchen in dem 
ursprünglichen unabhängigen unvollständigen System zu allen Kom- 
binationen der Zeilen- und Kolonnen -Indices nur die d neuen Zeilen- 
resp. Kolonnen -Indices hinzuzufügen, um so ein den neuen Werten m', 
n', r' entsprechendes unabhängiges unvollständiges System von p^ Deter- 
minanten zu erhalten. 
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Auf Grund dieser Vorbemerkung untersuchen wir die oben auf- 
geworfene Frage nach der Existenz unabhängiger unvollständiger 
Systeme von p Determinanten nur für den Fall r =» 3, wo alsdann 

2> = (w~2)(w-2) 

ist, und zwar wollen wir zunächst den Fall w = n ins Auge fassen. 

Die m Zeilen -Indices liefern ("^j Kombinationen zu je drei; fügen wir 

zu jeder derselben die gleiche Kombination der n = m Kolonnen- 
Indices hinzu, so erhalten wir für m > 3 offenbar ein unabhängiges 

unvollständiges System von (^j Determinanten, und da, wenn 

w > 4 ist, (3) > (m - 2)2 ist, 

so hat dieses System auch die gewünschte Anzahl von p Deter- 
minanten. Dieses System, welches wir im folgenden kurz als System Ä 

bezeichnen wollen, besitzt also in den ( ^ j verschiedenen Reihen bei 

der Anordnung des § 2 je eine Determinante. Wir wollen nun über- 
gehen zu einer Matrix von nJ=^m Zeilen und n'=» + l Kolonnen, 
an die Stelle von p tritt dann offenbar 

p^ = p + m — 2. 

Wollen wir nun aus dem System Ä ein solches von p* Deter- 
minanten für diesen neuen Fall herleiten, so müssen wir also noch 
m — 2 Determinanten zu dem alten System hinzufügen. Dies kann 
nun in folgender Weise geschehen: Es sei zunächst m ^ 6. Wir 
wählen alsdann irgend zwei Horizontalreihen des Systems A, sagen 
wir kurz: R^ und JB^, oder was dasselbe ist, irgend zwei Indices- 
kombinationen zu je drei aus; dieselben enthalten zusammen sechs 
verschiedene Indices resp. weniger, im letzteren Falle fügen wir so 
viele andere hinzu, dass wir sechs haben, was bei der Annahme 
w ^ 6 natürlich möglich ist. Alsdann setzen wir in jede dieser 
beiden Reihen JR^ und B^ je drei Kombinationen dieser sechs Indices 
zu je zwei Elementen, so zwar, dass die in einer Reihe stehenden 
drei Kombinationen jedes der sechs Elemente nur einm.al und auch 
nur diejenigen kombiniert enthalten, welche in der betreffenden Kom- 
bination der drei Indices noch nicht zusammen vorkommen, oder 
schematisch dargestellt: Die ausgewählten Indiceskombinationen können 

1. von der Form: 72 • 1 2 S 

B,:l,2,4 
sein; alsdann treffen wir folgende Anordnung: 

zu R,: 1,4; 2,5; 3,6 
zu 1^8 : 1 , 5; 2, 3; 4, 6. 
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Haben wir 2.: ^^ : 1, 2, 3 

■R*: 1,4,5, 



SO ordnen wir an: 

Haben wir 3 

so schreiben wir: 



zu Ri'. 1,4; 2,5; 3,6 

zu 128:1,2; 4,3; 5,6. 

iJ,:l,2,3 

22^:4, 5, 6, 

zu iJi:l,4; 2,5; 3,6 

zu 128:4,3; 5, 1; 6,2. 

Die übrigen der n Kolonnen -Indices ausser diesen sechs teilen wir 
in zwei gleiche Teile (I und 11), zu welchem Zwecke wir bei ungeradem 
n einen beliebigen fortlassen, schreiben diese beiden Teile unter- 
einander und verbinden je zwei untereinander stehende Indices mit 
einander und fügen diese Kombinationen dann der ersten der obigen 
zwei Zeilen (U^) hinzu. Sodann führen wir in der Reihe II eine 
eyklische Yertauschung aller Elemente aus* und verbinden dann wieder 
die unter einander stehenden Indices von I und II mit einander und 
fägen diese Kombinationen dann der Reihe R^ hinzu. Alsdann fügen wir 
zu allen diesen Kombinationen zu je zwei Elementen in den Reihen 
Bj und Ug noch den dem System Ä noch nicht angehörenden 
(n + 1)**" Kolonnen -Index hinzu, so dass wir alsdann lauter Kom- 
binationen zu je drei haben; auch wenn wir hierzu noch die in der 
betreffenden Reihe des Systems Ä schon vorkommende Kombination 
zu drei Elementen rechnen, so haben wir in keiner der Reihen ein 
Paar von Kombinationen, das in mehr als einem Index übereinstimmt, 
und femer haben die Reihen R^ und R^ keine Kombination gemein. 
Fügen wir diesen Kombinationen von Kolonnen -Indices dann die 
2^ilenkombinationen der Reihen i{j und R^ des Systems Ä bei, so 
erhalten wir offenbar nach Hinzuziehung der Determinanten Ä wieder 
ein unabhängiges unvollständiges System B und zwar enthält dies, 
wenn n gerade ist, n und wenn n ungerade ist, n — 1 Determinanten 
mehr als ^; es enthält B also jedenfalls p' Determinanten, wie ver- 
langt war. Von diesem Systeme B können wir nun durch Hinzunahme 
eines weiteren Kolonnen -Index ein neues unabhängiges unvollständiges 
System C von den Konstanten 

m"=w', w"=n'-fl, i/'=iy+(;w/-2)=;/-f w-2 

in genau analoger Weise herleiten, indem wir statt der Reihen R^ und 
üj zwei andere R^ und R^ nehmen und dies geht offenbar so weiter, 

• Diese eyklische Vertauschung wird für n < 9 zwar illusorisch , doch liefern 
in diesen Fällen die übrigen Operationen schon die erforderliche Anzahl neuer 
Detexminanten. 
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bis alle Reihen von A verbraucht sind. Dieser Fall wird eintreten, 

wenn zum Systeme J. bereits vlo) ^®^® Kolonnen -Indices hinzu- 
gefügt sind, wo durch die eckige Klammer angedeutet werden soll, 
dass die nächst kleinere ganze Zahl zu--(?^j zu nehmen ist. Die 

Anzahl dieser so neu hinzugetretenen Kolonnen -Indices ist aber, 
wie man leicht sieht, > m für m ^ 5. Wir wählen nun irgend m 
dieser neuen Kolonnen -Indices aus und schreiben die m Indices 

von A darunter, bilden sodann alle ( ] Kombinationen dieser neuen 

m Indices zu je drei und verbinden jede dieser Kombinationen 
von Kolonnen -Indices mit der Kombination der darunter stehenden 
alten Indices und sehen letztere als Zeilen -Kombinationen an; wir er- 
halten so ( ) neue Determinanten, welche wir dem zuletzt erhaltenen 

unabhängigen unvollständigen System anfügen können, ohne dass dessen 
Unabhängigkeit oder UnyoUständigkeit dadurch aufgehoben wird. Hier- 
bei erhält dann jede Reihe offenbar eine Determinante hinzu; nehmen 
wir nun wieder einen Kolonnen -Index hinzu, so können wir mit 
diesem in Bezug auf die jetzt erst neu hinzugetretenen Determinanten 
des letzt erhaltenen Systems dieselben Operationen vornehmen wie 
beim Übergange vom System A zm B und so geht dies oflFenbar 
immer fort. 

Für w = 5 lässt sich im wesentlichen dieselbe Methode anwenden. 

Alsdann ist 2)'=p + 3 und diese drei Determinanten, welche das 
System B hier mehr als A enthalten muss, ergeben sich in folgender 
Weise: 



Während A das System: 




11,2,3 


1,2,3| 


1,2,4 


, 1,2,4 


l,2,5j 


1,2,51 


!1,3,4- 


l,3,4i 


11,3,5- 


1„3,5| 


il,4,5 


, 1,4,5: 


!2,3,4 


2,3,41 


12,3,5 


2,3,51 


2,4,5 


2,4,5i 


3,4,5 


3,4,51 



ist, treten für B hierzu noch die Determinanten: 
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;i,2,3; 1,4,6| 

. i 1,2,3; 2,5,6| 

11,2,4; 1,3,6; 

etwa hinzu und im übrigen geht es dann so weiter, wie oben. Damit 
haben wir jedenfalls folgendes Resultat gewonnen: 

Wenn r > 3 und ^^>r + 2 sind, so giebt es stets mindestens 

ein unabhängiges unvollständiges System von 

p = {m — r + l)(n — r + 1) 
Determinanten. 

Es bleiben jetzt noch die Fälle, wo von den Grössen m oder n 
wenigstens eine = r^ oder r + 1 (r > 3) ist und schliesslich der Fall 

r = 2. 

Es sei m <^ n. Wir haben zunächst den Fall 

m = r 
zu betrachten*, ist auch w = r, so haben wir den trivialen Fall einer 
Determinante, welche für sich natürlich stets ein unabhängiges voll- 
standiges System bildet. 

Der Fall w = r + l, p ^2 liefert natürlich auch nur unabhängige 
vollständige Systeme von zwei Determinanten, im Falle n = r + 2 giebt 
es jedoch für r>3 ein unabhängiges vollständiges System Yonp = 3 
Determinanten, nämlich folgendes: 

l,2...r; 1,2. ..r-2, r-1, rj 

1,2.. .r; 1,2. ..r-2, r + 1, r + 2\ 

Ul,2...r; l,2...r-4, r-1, r, r+1, r + 2!, 

?en ist für r = 3, w = 3, w = 5 jedes unabhängige System von 
drei Determinanten vollständig. In den drei Determinanten des 
Systems 1) kommen offenbar 3r Kombinationen der r + 2 Kolonnen 
zu je r— 1 vor und zwar sind alle verschieden, es kommen also 
noch nicht vor {r+2\ ^ _ (r + 2)(r + l)r « 
Vr - ij "" "^ ^ " TTs ^^> 

ein Ausdruck, der, wenn r > 3 ist, > 1 ist. Wir können also jedenfalls 
noch eine in 1) noch nicht vorkommende Kombination von r — 1 
Kolonnen -Indices auswählen*, fügen wir zu diesen dann einen (r + 3)*®"^ 
neuen Index hinzu und bilden mit dieser Kolonnen- und Zeilen- 
Kombination von 1) eine Determinante, so bildet diese mit den drei 
Determinanten von 1) ein unabhängiges unvollständiges System von 
p = 4 Determinanten. Dies Verfahren lässt sich offenbar fortsetzen und 
wir haben somit das Resultat gewonnen: Für w = r, w^r + 2, r>3 
giebt es stets unabhängige unvollständige Systeme von 

2) = (m-r-f l)(w-.r + l) 
Ueternunanten. 
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Während wir fÖrr = 3,m=3,n = 5 beip = 3 Determmanten 
noch kein unabhängiges unvollständiges System haben, so tritt dies 
jedoch schon bei r ==» 3, m = 3, w = 6, p = 4 ein, es ist nämlich 
das System: 

|;i,2,35 1,2,3|; |1,2,3; l,4,5i 

^^ 1|1,2,3; 2,4,61; 11,2,3; 3,5,6|. 

In diesem System kommen zwölf Kombinationen von je zwei 
Kolonnen -Indices vor, es fehlen also noch drei, nämlich hier: 

1,6; 2,5; 3,4. 

Wählen wir eine von diesen aus und fugen zu ihr einen siebenten 
Kolonnen -Index hinzu, so erhalten wir durch Hinzufagung einer 
solchen Determinante zu dem System 2) ein unabhängiges unvoll- 
ständiges System von j} = 5 Determinanten und dies geht offenbar so 
fort. Wir haben damit das Resultat gewonnen: Für 

^j = r = 3, n > 6 

existiert stets ein unabhängiges unvollständiges System von p Deter- 
minanten. 

Ist mm ferner m -= r + 1 und zunächst m = >^, so ist ]) = 4. 
Wir können nun die r + 1 Zeilen- wie Kolonnen -Indices zu je r + l 
verschiedenen Kombinationen von je r vereinigen; bilden wir nun aus 
den übereinstimmenden Kombinationen von Zeilen- und Kolonnen- 
Indices Determinanten, so erhalten wir offenbar ein unabhängiges un- 
vollständiges System und zwar ist die Anzahl der Determinanten des- 
selben =r+l, also, wenn r>3 ist, "^p. Man sieht sofort, dass 
wir jetzt, um auch för grössere Werte von n unabhängige unvoll- 
ständige Systeme von p Determinanten zu erhalten, diese aus dem 
eben erhaltenen successive in genau analoger Weise, wie oben schon 
mehrfach auseinandergesetzt, erhalten können und haben damit das 
Resultat: Für ,,„ = ^ + 1, „;>,„, ,- > 3 

giebt es stets ein unabhängiges unvollständiges System von p Deter- 
minanten. 

Zusammenfassend haben wir also das Resultat gewonnen: 
Für r ^ 3 existiert stets ein unabhängiges unvollständiges System 
von 21 Determinanten, ausgenommen den trivialen Fall w = n = r, 
sowie die Fälle m = r, w = r + 1, und den vereinzelten Fall m ==- r = 3, 
n = 5. 

§5. 

In allen diesen Fällen haben wir Gewicht darauf gelegt, eine 
Methode anzugeben, welche zur Bildung unvollständiger unabhängiger 
Systeme von p Determinanten ohne jede Gruppe (nach der Terminologie 
des § 1) führt. Es giebt nämlich auch unabhängige Systeme yonp Deter- 
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minanten, welche eine ein- oder mehrmalige Anwendung der Operation 6r 
gestatten, ohne jedoch dabei vollständig zu sein. Dies mag bei- 
spielsweise an dem Falle 

m = 4, w = 6, r = 3, jp = 8 
erläutert werden. 

Während das System: 

|1,2,3; 1,2,3|, 1,2,3; 4,5,6| 

|1,2,4; 1,2,4;, 1,2,4; 3,5,6 

1,3,4; l,3,4i, 11,3,4; 2,5,6 

2,3,4; 2,3,4!, 12,3,4; 1,5,6| 

die Anwendung der Operation G gar nicht gestattet, ist eine ein- 
malige Anwendung dieser Operation dagegen möglich bei dem System: 

1,2,3; 1,2,3, |1,2,3; 1,2,5] 

,1,2,4; 1,2,41, ,1,2,4; 3, 5, 6 1 

|1,3,4; 1,3,4], 1,3,4; 2,5,6, 

12,3,4; 2,3,4|, 2,3,4; 1,5,6! 

eine zweimalige Anwendung der Operation G würde ermöglicht, wenn 
die zweite Reihe des eben angegebenen Systems ersetzt würde durch: 

,1,2,4; 1,2,4|, 11,2,4; 1,2,6^ 

und eine dreimalige, wenn ausserdem die dritte Reihe durch: 

ersetzt würde. i^'^'^'' ^'^'^i' l^'^'*' ^'^'^i 
Das System: 

1,2,3; l,2,3i, |1,2,3; 1,2,4,, !l,2,3; 1,5,6^ 

|1,2,4; 1,2, 3|, |1,2,4; 1,2,4|, 1,2,4; 2, 5, 6 1 

!1,3,4; 3,5,6| 

12,3,4; 4,5,6| 

lasst sogar eine yiermalige Anwendung der Operation G in Bezug auf 
die ursprünglichen Determinanten und sodann noch eine zweimalige 
auf die bereits deri vierten zu, so dass man im ganzen 20 Deter- 
minanten erMlt, ohne dass das System vollständig ist. 

§6. 

Nunmehr wenden wir uns dem in § 4 noch unbehandelt ge- 
bliebenen Falle r = 2 zu und machen zu diesem Zwecke zunächst 

folgende Vorbemerkung: Die f ^ j Kombinationen von 2t Elementen zu 

je zwei lassen sich stets in 2^—1 Gruppen einteilen, so dass jede 
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Gruppe von t Kombinationen jedes Element ein-^ aber auch nur ein- 
mal enthält * 

Wir nehmen zunächst an, m und n seien gerade, also etwa 

Alsdann denken wir uns die m Zeilen -Indices wie die n Kolonnen- 
Indices in dem Sinne der eben angegebenen Vorbemerkung angeordnet 
und verbinden dann je eine solche Gruppe von Kombinationen der 
Zeilen -Indices mit je einer von Kombinationen der Kolonnen -Indices, 
wodurch also jedesmal fiv Determinanten entstehen. Da dies für alle 
2/[t — 1 Gruppen (m<n) gemacht werden kann, so erhalten wir auf 
diese Weise ein ofiFenbar unabhängiges unvollständiges System (D) 
von Determinanten, deren Anzahl 

= fii/(2/i - 1), also > (2fi - l)(2t/ - 1), 

d. h. > p ist, wenn fi > 2, m > 4 ist. Dabei bleiben dann von den 
2i/--l Gruppen, in die die Kombinationen der Kolonnen -Indices 
eingeteilt sind, noch 2v — 2/u, jede v Kombination enthaltend, übrig. 
Damit ist gezeigt, dass für gerade Werte von m und n(m, n > 4) 
jedenfalls stets ein unabhängiges unvollständiges System von p Deter- 
minanten existiert; ja es ist hieraus weiter sofort zu sehen, dass dies 
auch noch für andere Fälle gilt. 

Die Anzahl fiv(2(i — 1) von Determinanten unseres Systems ist 
nämlich für |ia ^ 3 auch noch grösser als die zu den Werten: 

j f w = 2/i -f 1 



n = 2i/, 

2 j w-=2/i 
[ w = 2i/-f 1, 



( m = 
\ n = 



= 2^ + 1 
2t/ + 1 



gehörigen Werte von p, deren grösster 4(iv ist, so dass damit 
für aJle geraden und ungeraden Werke von m, w > 6 die Frage er- 
ledigt ist. 

Hiemach haben wir jetzt nur noch die FäUe m = 2, 3, 5 zu unter- 
suchen; in allen anderen Fällen existierte für r = 2 ein unabhängiges 
unvollständiges System von ^) Determinanten. Für m = 5 können wir 
die zehn Kombinationen der fünf Zeilen -Indices zu je zwei so zu 
Paaren anordnen, dass in keinem Paare ein Index zweimal vorkommt, 
etwa in der Weise: 



* Eine einfache Lösung dieser Aufgabe findet sich bei Lucas, R^cr^ations 
math^matiques, tome n, 1896, p. 177. 
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(1,2; 3,5 

1,3; 4,5 

1,4; 2,3 

1,5; 2,4 

2,5; 3,4. 

Nehmen wir nun zunächst n als gerade, etwa «==2i/ an, so 
können wir nach der oben gemachten Vorbemerkung die (^j Kom- 
binationen der Kolonnen -Indices in 2v — \ Gruppen von je v ordnen, 
so zwar, dass in jeder Gruppe jeder Index gerade einmal vorkommt 
Alsdann können wir die in 3) in je einer Reihe stehenden Zeilen- 
Kombinationen verbinden mit allen Kolonnen -Kombinationen je einer 
solchen Gruppe, wodurch wir jedesmal 2v Determinanten, im ganzen 
also deren 10 v erhalten und zwar ist dies stets möglich, wenn 

2v-1^5, n^6 

ist. So erhält man offenbar ein unvollständiges unabhängiges System; 
die Anzahl der Determinanten desselben ist = 5w, also > p, da 

2)«4(2t;~l), 

ja diese Anzahl ist auch noch grösser als der zu 

m = 5, M =« 2f/ + 1 

gehörige Wert von p, nämlich 8v, so dass damit auch für die un- 
geraden Werte von w, welche > 7 sind, die Frage erledigt ist. Für 
den noch übrig bleibenden Fall m = n = 5, p = lQ erhält man ein 
unabhängiges unvollständiges System von sogar 20 Determinanten, 
wenn man oben in 3) aus den Kombinationen je einer Reihe vier 
Determinanten bildet, indem man jede der beiden Kombinationen zwei- 
mal zur Zeilen- und zweimal zur Kolonnenkombination nimmt. 

Für w = 2 giebt es, wie man sofort sieht, kein unabhängiges 
unToUstandiges System von p Determinanten, ebensowenig ftir w = w =» 3, 
dagegen ist für w = 3, w = 4, p =- 6 das System: 

,1,2; 1,2|; |1,2; 3,4 

|1,3; 1,3|; 1,3; 2,4 

|2,3; 1,4|; |2,3; 2,3 
unabhängig und unvollständig. 

Die Fälle w =* 3, n > 4 nehmen nun eine Sonderstellung ein, 
insofern als hier zwar auch noch überall unabhängige unvollständige 
Systeme von p Determinanten existieren, jedoch nicht mehr, wie dies 
sonst stets der Fall war, solche ohne jede Gruppe, sondern nur solche 
mit Gruppen. Wir nehmen zimächst an: m = 3, w =« 2v. Alsdann 

können wir die { j Kombinationen der n Kolonnen- Indices zu je zwei 
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in 2 t/ — 1 Gruppen teilen, so dass in jeder Gruppe jeder Index gerade 
einmal vorkommt. Verbinden wir nun jede der drei Kombinationen 
der drei Zeilen mit je einer dieser Gruppen, so erhalten wir 3v Deter- 
minanten, welche oiBFenbar ein unabhängiges unvollständiges System 
bilden und zwar ohne jede Gruppe, jedoch ist die Zahl 3v <p, welches 
den Wert 2 (2 t/ — 1) hat, ausser für den schon besprochenen Fall t/ = 2, 
n = 4. Wir erhalten daher für w = 3, w > 5 kein unabhängiges un- 
vollständiges System von p Determinanten ohne Gruppen, dagegen wohl 
solche mit Gruppen, und zwar ergiebt sich för m = 3, w = 5, |)==8 
ein solches, indem wir in dem oben für m = 3, w = 4 angegebenen 
Systeme von 6 Determinanten zu den beiden ersten Reihen die Kom- 
bination 1, 5 etwa hinzufügen. Tritt dann noch eine sechste Kolonne 
hinzu, so geht dies offenbar in derselben Weise so fort. 

Man sieht somit, dass, abgesehen von den wenigen angegebenen 
Fällen, nämlich: 

i/j = n = r; w = r, w = r + 1; m = r = 3, w = 5; 

7/j==r = 2; r = 2, m = w = 3 

der Schluss, dass ein unabhängiges System von p Determinanten 
auch vollständig ist, nicht berechtigt ist, vielmehr in jedem einzelnen 
Falle eine diesbezügliche Untersuchimg stattfinden muss. 
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Die Transformation und Auflösung der Gleichung 
fünften Grades in elementarer Darstellung. 

Von 

Dr. W. Heymann 

in Chemnitz. 



1. Einleitende Bemerkungen. 

Die Auflösung der Gleichungen fünften Grades ist durch das 
vereinte Vordringen der hervorragendsten Forscher seit Mitte dieses 
Jahrhunderts derartig gefordert und zu einem gewissen Abschluss 
gebracht worden, dass es beinahe gewagt erscheint, wenn dieser 
Gegenstand nochmals einer Bearbeitung unterzogen wird. Aber es ist 
wohl nicht zu verkennen, dass die moderne Auflösung der Gleichung 
fünften Grades zur Zeit nur als gelegentliche, wenn auch tiefgehende 
Anwendung höherer Prinzipien erscheint, und das ist in der trans- 
zendenten Natur jener Lösung historisch wie sachlich wohl be- 
gründet. Die von Jacob i überlieferten Modulargleichungen sechsten 
Grades der elliptischen Funktionen wurden fürHermite, Kronecker 
und Brioschi einerseits, die von Schwarz und Klein konstruierte 
Ikosaedergleichung für Gordan und Klein anderseits die Quelle, aus 
welcher späterhin all* die bemerkenswerten Resultate geschöpft worden 
siad, welche eine „Konstruktion" jener lange gesuchten Lösung er- 
möglicht haben. Das soll heissen: Die Elemente, welche die Lösung 
zusammensetzen, wie z. B. das Ikosaeder, sind nicht aus der Gleichung 
fünften Grades selbst gewonnen worden; man hat vielmehr diese 
Hüfsmittel an die Spitze gestellt, aber ihr Ursprung liegt auf anderem 
Gebiet. 

Es dürfte daher wohl berechtigt sein, einer Transformations- 
theorie nachzugehen, welche aus sich selbst heraus alles erschliesst, 
was zur Lösung einer Gleichung fünften Grades nötig ist, welche 
dabei nur mit der Gleichung selbst operiert und nach keiner Seite 
Iiin spezifische Voraussetzungen macht, beziehentlich fertige Resultate 
von irgend welcher Seite übernimmt, abgesehen natürlich von einer 
Transzendenten, wie die elliptische oder hypergeometrische Funktion, 
ohne welche die Algebra hier eine definitive Lösung bewiesener- 
massen nicht zu geben vermag. 

Z«itacbiift f. MAthomatik a. Physik. 42. Jahrg. 1897. 2. Heft. 6 
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Eine solche Theorie soll nun folgen; sie wird der Anlage nach 
durchaus elementar ausfallen. Wir werden zeigen, dass eine be- 
liebige Gleichung fünften Grades auf die spezielle Resolvente 

zurückgeführt werden kann, welche fortan 12-Resolvente heissen 
soll, und welche thatsächlich in unserer Darstellung eine wesentliche 
Rolle spielt. Auf die besonderen Vorzüge, welche gerade diese Re- 
solvente besitzt, können wir erst in den betreffenden Abschnitten ein- 
gehen, sie zeigen sich aber dort ganz evident. 

Die hier auftretenden Fragen haben wir bereits in einer früheren 
Arbeit* berührt, aber die dortigen Entwickelungen bewegen sich 
infolge Anlehnung an die Gor dan- Kl einsehe Theorie zum Teil in 
anderer Richtung und erscheinen dementsprechend nicht durchweg 
selbständig. — Diese Selbständigkeit ist dagegen in der vorliegenden 
Abhandlung vollkommen gewahrt; ohne Voreingenommenheit dürfte 
man sie leicht erkennen. Inzwischen möchte Verfasser ausdrücklich 
hervorheben, dass er nur auf Grund seiner ersten Arbeit und somit 
insbesondere durch das Studium der einschlägigen Arbeiten von Gordan 
und Klein zu der neuen Darstellung gelangt ist. 

Manche Resultate der Ikosaedertheorie erscheinen nun geradezu 
„arithmetisiert"; die elementare Algebra ist wieder in ihr Recht ein- 
gesetzt. Daher wird sich die Arbeit vielleicht nicht allerorts Freunde 
erwerben. — Aber es steht ja nichts im Wege, unserer Darstellung 
sogleich die Theorie des Ikosaeders respektive der Modulfunktionen 
anzuschliessen. Durch eine solche Behandlung wird die Gleichung 
fünften Grades aus ihrer Sonderstellung herausgehoben und direkt 
neben ihre Schwestern, die Gleichungen niederen Grades gestellt. 
Auch bei diesen wird bei einer ersten Inangrifinahme der Aufgabe 
die Lösung direkt aus der Gleichung abgeleitet, erst dann folgt eine 
Diskussion, und diese Behandlungsweise lässt sich didaktisch nur zu 
gut rechtfertigen. 

Aber auch sonst hat die erwähnte Arithmetisierung, welche im 
allgemeinen keineswegs überschätzt werden soll, gerade für die Gleich- 
ung fünften Grades und verwandte Probleme Berechtigung, denn man 
muss unbedingt verlangen, dass alle Keime der Lösung in einer 
solch fundamentalen Aufgabe selbst enthalten sind. Die Fruchtbarkeit 
dieses Prinzipes zeigt sich dann unter anderem auch darin, dass 
unsere 1^- Resolventen in allen Graden 2w + 1; ^ = 2, 3, . . . auftreten 
und zu einer bemerkenswerten Transformation verwandter Gleichungen 
Anlass geben, während die entsprechenden geometrischen Hilfsmittel 



♦ Zeitschrift für Mathematik und Physik, 39. Jahrgang: „über die Auf- 
lösung der Gleichungen vom fünften Grrade." — Diese Arbeit werde in der Folge 
kurz durch (A) zitiert. 
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Tom siebenten Grade ab versagen. Durch diese einleitenden Bemer- 
kungen dürften die nun folgenden weiteren Ausfuhrungen vielleicht 
hinreichend motiviert sein. 

2. Die allgemeine G-leichung. 

Die Auflösimg der Gleichung fünften Grades 

1) rc* + «i^^* + O't^ + cL^x^ + a^x + «5 = 

zerfallt in zwei wesentlich getrennte Teile. Der eine besteht in der 
Transformation der allgemeinen Gleichung in speziellere, welche mög- 
lichst wenig Parameter enthalten. Der Vorgang ist hier ein rein 
algebraischer; er führt zu Gleichungen mit nur einem absoluten 
Parameter, welche Resolventen genannt werden. Der zweite Teil 
hat alsdann die Auflösung dieser Resolventen in Angriff zu nehmen, 
und dieses kann nur durch transzendente Prozesse geschehen; es 
müssen hypergeometrische Reihen oder elliptische Modulfunktionen 
herbeigezogen werden. 

Eine erste und tiefgehende Transformation der Gleichung 1) be- 
steht in der Reduktion auf die Form 

2) t/^+5ay»+o6t/ + c = 0, 

welche Hauptgleichung genannt wird. In jener Reduktion liegt 
etwas Unbestimmtes, denn man kann eine unbegrenzte Anzahl von 
Tschirn haus -Transformationen angeben, die solches leisten. Die 
Beseitigung des Koeffizienten von y' führt zu einer quadratischen 
Gleichung, und diese belastet nun die weitere Rechnung mit einer 
Quadratwurzel („accessorische Irrationalität^'), welche je nach der 
Transformation verschieden ausfallt, keinesfalls aber ganz vermieden 
werden kann (vergl. A. 14 und 15). 

Wir verfolgen diesen merkwürdigen Umstand hier nicht weiter, 
weil sich unsere Betrachtungen nur auf die Hauptgleichung 2) be- 
ziehen sollen, die wir von jetzt ab als gegeben voraussetzen. 

3. Die Besolventen der r]. 

Die Hauptgleichung selbst giebt Anlass zur Bildung einer Re- 
solvente mit nur einem Parameter. Wir fragen: Wie müssen die 
Koeffizienten der Gleichung 2) beschaffen sein, wenn ihre Form durch 
die noch zu motivierende Substitution 

nicht geändert werden soll? Die neue Gleichung in z lautet: 
(1 +5a + bh + c)»^— 5(3a + 46 + c)^+b{ia + 66 + 2c)z'^ 
-5(a +Ah + 2c)z^-{'b{p + c)z-c 



^0, 



und setzen wir: 

6* 
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3a + 46+ c = 
3a + 66 + 2c 



::}- 



\ß) 



so ergiebt sich ^ i 

a = -c, 6 = --c, 

weshalb die Gleichungen für y und z übergehen in 
- 6c-^y^ - lOyH löt/- 6 == 
(1 + Qc-'^sfi-lQz'+lbz -6 = 
Nun möge von jetzt ab die Bezeichnung: 

y^nu ^ = %; —Qc-^=^\^ i + Qc-^^n^ 

gewählt werden, dann entsteht: 

Kni^- 10i?i^ + \brii -6 = 0, 
A,V-10%* + 15i?8-6 = 0. 

Diese in der Form übereinstimmenden Gleichungen nennen wir 
die „Resolventen der ly." Sie sind durch die Substitution: 

4) »h^a = '^i + % 

aneinander geknüpft, und ihre Parameter genügen der Bedingung: 

5) \ + \^\, 

weshalb der eine das „Komplement" des anderen genannt werde. 

Es ist gelegentlich vorteilhaft die ly durch ihre reziproken 
Werte zu ersetzen. Für iy,= gr^ entstehen die „Resolventen der g" 
nämlich: 

6) Ä,= 10gf-15S*+6ef, (» = 1,2) 
wobei einfach 

7) & + 5, = l. 
Bemerkenswert ist die Beziehimg: 

8) -§| = 30g.?(l-&)* 

durch das vollständige Quadrat auf der rechten Seite. Diese Eigen- 
schaft, welche auch bei der bekannten Resolvente von Brioschi statt- 
findet, weist darauf hin, dass unsere Resolventen der i^ und t, durch 
das Verschwinden der Invariante „B" charakterisiert sind. Man kann 
deshalb die Resolvente des g^ in der konzisen Form: 

C 

9) Äi-=30/[g,(l-g,)Pde, 



geben und übersieht hierdurch die Transformation mittelst 

5. = 1-S, 
in die Resolvente der gg auf sehr bequeme Weise. — Es würde sich 
jetzt auch Gelegenheit bieten, von einer Gattung Gleichungen zu 
sprechen, welche 9) als speziellen Fall in sich fasst; man brauchte 
nur an Stelle des Quadrats im Integral eine n*® Potenz zu setzen. 
Wir verschieben dieses jedoch bis an den Schluss unserer Darlegungen. 
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4. Simultane Besolventen der 17. 

Unter simultanen Besolventen der ij verstehen wir solche ratio- 
nale Gleichungen, welche rj^ und % gleichzeitig enthalten. Der ein- 
fachste Fall hierfür ist die Beziehung: 

und diese giebt nun in Verbindung mit den Originalresolventen Sa, ß) 
eine unbegrenzte Anzahl von Gleichungen, welche eben die ij ge- 
mischt enthalten. Im allgemeinen lässt sich eine beliebige rationale 
Funktion O der beiden ri in die Form: 

10) <2> = Afi,^ + Bri,* + Dfi, + Erj^+F 

bringen, worin das Glied mit ly^ij, zufolge 4) nicht vorkommt. Denn 
führt man sowohl in das gegebene <E> als auch in die rechte Seite von 10) 
den Wert von ij, aus 4) ein, schaflFt die Nenner fort und bringt alle 
Glieder auf eine Seite, so entsteht eine ganze Funktion des ly^, welche 
identisch verschwinden muss. Aber diese Funktion lässt sich mittelst 
der Resolvente 3 a) successi^e auf den vierten Grad herabdrücken und 
kann also durch die fünf Eonstanten Ä bis F, welche nur linear 
auftreten, thatsächlich zum Verschwinden gebracht werden. So die 
Methode im allgemeinen; im speziellen kemmt man meist leichter 
zum Ziele, wie sogleich zu zeigen sein wird. 

Wir betrachten einen Augenblick die lineare Verbindung: 

11) y==Pni + iVi, 

in welcher p und q disponible Konstanten sein mögen. Jener Ausdruck 
genügt, weil das eine rj vom anderen eindeutig abhängt, einer 
Gleichung fünften Grades, deren Koeffizienten mit drei Parametern, 
nämlich |>, q und Ä^, respektive h^ ausgestattet sein werden. Aber 
diese Gleichung kommt mit einer Hauptgleichung überein, denn es 
bt bei Summation von je fünf Wurzelpotenzen: 

weüemzeln ^j^^^o, Z^-O, 2?i?x*=0, 2:^ = 
und weil ausserdem mit Rücksicht auf 4): 

Hiermit rechtfertigt sich insbesondere die Substitution 4)-, es ist 
ersichtlich, dass in selbiger eine additive Konstante zweckwidrig, 
faktorielle Konstanten aber tiberflüssig sein würden. 

Wenn wir die betreffende Hauptgleichung wirklich bilden wollen, 
bedürfen wir noch der aus der fünften Potenz von y entspringenden 
1,-Verbindungen: ^^4^^^ ^,^^^ ^,^^,^ ,^^^«^ 

was offenbar auf die Berechnung von vier gewissen simultanen ij-Re- 
aolventen hinausläuft. Schreiben wir die Resolvente 3a) wie folgt: 
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Ä,ij,»=10V-15ij, + 6, 
die Gleichung 4) dagegen „ 

multiplizieren sodann die entsprechenden Seiten und berücksichtigen, 

dass ,^8^^ _ r}^(ri^ + rj^) = ij^« + ij^ + rj^, 

so entsteht i, *, 4*, in-o _l-« « 
^1% %"* l^^i + % — ^- 

Genau auf dieselbe Weise gewinnt man: 

und die übrigen folgen durch Vertauschung von rj^ mit rj^ und h^ 
mit Äj. Wir stellen nun die Resultate zusammen, wie wir sie im 
nächsten Abschnitt gebrauchen: 

hniW= Vi'+ 3.1?, + 6, 

Ausser diesen giebt es noch eine simultane Resolyente des fünften 
Grades, welche homogen sowohl in den ij als in den h ist und sich 
durch ihre symmetrische Gestalt besonders auszeichnet. Wir erhalten 
selbige, wenn wir in die Resolvente 3 a) die Substitution 4) in der 
Form: i? 

einführen; es entsteht: 

13) ^(V+ 5 V% + 10,uW) - Ä,(10i?i«ij,»+ 5i?. V+ %*) = 0, 
und die auftretenden Binomialkoeffizienten lassen sofort erkennen, nach 
welcher Richtung hier eine Erweiterung möglich sein wird. 

5. Eonstroktion einer nauptgleichiing. 
Jene Hauptgleichung, welcher die Verbindung: 

11) y=pni+aVi 

genügt, kann so erhalten werden, dass man letzteren Ausdruck in: 

2) f+5ay^+5by + c^0 

einfährt und die linke Seite mittelst der Resolventen 12) auf die Form: 

bringt. Da eine solche Verbindung der rj einer weiteren Reduktion 
nicht mehr unterliegt, so müssen die Koeffizienten M bis B einzeln 
verschwinden. Es ergiebt sich aber ohne Mühe: 
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Jf^bq\ 2\q^+ 2A,i>« + aÄ^); 

P=5i)(-3V* + 10Äji)8^+ 6Äii)g'+ h,q^ +2a\h^q + hW), 

iJ-6 ( h^^- bh^^q + 10h,p^q^+10h,p'q'-5h,pq' + \q^) 

und hieraus ersieht man folgendes: Die Klammergrössen des M und 
N sind nicht verschieden und führen, gleich Null gesetzt, zur Be- 
stimmung von a. Trägt man dieses a in die Klammergrössen des P 
und Q ein, so werden auch diese einander gleich und fahren, gleich 
Null gesetzt, zur Bestimmung von h. Endlich ergiebt die Forderung 
R^O einen Ausdruck för c. Wir gelangen somit zu folgenden Aus- 
drücken: ( 1 

p'hr'+q'nr'--T,a, 

14) 



p'h-^{p-2q)^^h-^{2p^q) == ife, 
p^h-^if- bpq + \Qq^) + q^h-^{\Op' -bp<l + f) — \c, 



6 

und mittelst derselben lässt sich die zu konstruierende Hauptgleichung 
(Hauptresolvente der y) ohne weiteres angeben. 

6. Reduktion der Hauptgleiohmig auf die Resolventen der -q. 

Wir fragen jetzt, ob eine beliebig vorgelegte Hauptgleichung 
auf eine ij -Resolvente zurückgeführt werden kann, das heisst, ob sich 
die Transformationskoeffizienten p, q und der Resolventenparameter Aj, 
respektive \ durch die Koeffizienten a, &, c ausdrücken lassen. Dieses 
ist in der That möglich, und man bedarf hierzu nur einer quadra- 
tischen Gleichung, deren Quadratwurzel unter allen Umständen dieselbe 
wird, also nicht der Unbestimmtheit unterliegt, welche wir in Ab- 
schnitt 2 erwähnten. 

Um nun die in Aussicht genommene Berechnung durchzufuhren, 
wende man sich an das Gleichungssystem 14) und bestimme aus den 
ersten beiden Gleichungen: 

Trägt man dieses in die dritte Gleichung ein und setzt zur Ab- 



16) p — q=- Vr, p + q=^ 6-, 
so entsteht: 

17) 12ar + 6&5-c = 0. 

Verbindet man die Ausdrücke 15) mit der in Abschnitt 3 auf- 
gestellten Bedingungsgleichung: 
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5) h^ + h,^l, 

und berücksichtigt zugleich die Beziehung 17), so gelangt man zu 
einer quadratischen Gleichung för r, nämlich: 

r (a*+ ahc - 6»)(12r)«- {2a^c + lla»&«+ 6c*)(12r) 

Endlich ergiebt sich aus 15) unter steter Berücksichtigung der 
bereits aufgestellten Gleichungen: 

1^) '*i*^ '- i2(«c-7>«)r-c^' 

ein Ausdruck, der im Vereine mit Gleichung 5) eine Berechnung der 
Parameter h^ und h^ vermittelt. 

Bemerken wir noch, dass die Gleichung für r auf eine Quadrat- 
wurzel führt, deren Radikand: 

20) ^^lOHa^c-135 a!" h^ + 90«V> c} - 320 afc^c + 256 ¥ + c*, 

abgesehen von einem numerischen Faktor, mit der Diskriminante 
der vorgelegten Hauptgleichung zusammenfällt, und dass also jene 
Quadratwurzel eine rationale Funktion der Wurzeln genannter 
Gleichung 2) darstellt. 

7. Die Besolventen der ri als SonderfSlLe 
der Hauptgleiohung. 

Wir haben in Abschnitt 3 die Koeffizienten einer Hauptgleichung 
dahin spezialisiert, dass die ly - Resolventen in einer gewissen Normal- 
form mit einem absoluten Parameter erscheinen; wir fanden ohne 
Rücksicht auf die beiden Indices: 

/Mj5-10iy«+15i7~6 = 0. 
Setzen wir A:ij=y, unter Ic eine unbestimmte Zahl verstanden, 
so entsteht: hf _ lOÄJ^y» + 15Ä:*y - 6*^ =- 0, 

und vergleichen wir dies mit der Hauptgleichung: 

2) ?/ + 5öf.y* + bhy + c = 0, 

so haben wir 

21) a=--2hn-\ h = 31c^h-\ r = -6/.:^Ä-^ 

Die Elimination von Ic ergiebt: 

22) 3ac-4¥=^0, 

und letztere Bedingung ist es nun, welche die Hauptgleichung als 
?j- Resolvente charakterisiert. 

Eine t/- Resolvente besitzt sonach zwei Parameter; letztere lassen 
sich aber rational auf einen einzigen absoluten Parameter h re- 
duzieren. Selbiger wird gefunden, wenn man Ic aus irgend zwei der 
Gleichungen 21) eliminiert, und es ergiebt sich in Übereinstimmung 
mit 22): 
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_ 16&» _ 8c* 
.. I '- 27a* - Ub^' 

^^^ I , 26 c_ 

^^ 3a ~ 26* 
Die Unbestimmtheit, welche den i^ -Resolventen solchergestalt an- 
haftet, wird indessen völlig beseitigt, wenn man verlangt, dass die 
verbindende Substitution die ausgesucht ein&che Oestalt: 

annehme; es wird dann fc = 1. 

Mit Beziehung auf die vorigen beiden Abschnitte können wir 
jetzt sagen: Jede Hauptgleichung 2) kann durch die Substitution: 

24) y = ?/, + % 

in zwei andere gespalten werden, so zwar, dass die Koeffizienten der 
neuen Gleichungen für j/j und y^ die Bedingung 22) erfüllen und jene 
Grieichungen also auf die ij- Resolventen hinauskommen. 

8. Eine quadratische Transformation 
der Hauptgleiohung. 

Zwei Hauptgleichungen mögen verwandt heissen, wenn ihre 
ij- Resolventen ein und denselben absoluten Parameter 1\^ respektive \ 
besitzen. Die Substitutionen, welche jene Hauptgleichungen in die 
betrefifenden ly-R^solventen überführen, sind nach dem früheren: 

11) y-PVi + QV2 und j/=p% + g^%, 

wobei py q nur von den Koeffizienten der einen, j/, q' nur von jenen 
der anderen Hauptgleichung abhängen. Löst man die Substitutionen 
rückwärts nach ijj und i^j auf, so entsteht: 

IIa) rii = my + iriy' imd ij^ = wy + w'j/, 

und dieses giebt in 

4) ^i%=-=^i + % 

eingetragen eine gewisse quadratische Gleichung zwischen y und y\ 
vermöge welcher zwei verwandte Hauptgleichungen ineinander trans- 
formiert werden können. Die hier berührte quadratische Trans- 
formation ist nicht die allgemeinste ihrer Art, aber wir kommen mit 
ihr aus, wenn wir unserem Programme gemäss nicht über Haupt- 
gleichungen hinausgehen. 

Aus den Lösungen y und y* zweier verwandter Hauptgleichungen, 
welche indessen speziell sein können und nur einen Parameter zu ent- 
halten brauchen (Resolventen), lässt sich stets die Lösung Y einer 
allgemeinen Hauptgleichung zusammensetzen und zwar mittelst der 
Substitution: Y == Py + Q"^, 

denn diese reduziert sich vermöge der Ausdrücke 11) auf 

wobei P, Q respektive P' ö' disponible Konstanten sind. 
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In der Auswahl der die allgemeine Hauptgleichung konstituieren- 
den Resolventen herrscht daher eine gewisse Willkür, und in der 
That, bei Gor da n und Klein wird die Hauptgleichung aus zwei 
Resolventen zusammengesetzt, die aus den iy- Resolventen vermittelst 

y = Vi+% und y = ri^- ri^ 
hervorgehen. Jene Resolventen sind ebenda durch die Theorie des 
Ikosaeders und zugehörigen Oktaeders wohl motiviert (vergl. A. 6). 
Indessen kann vom Standpunkte einer blossen Transformationstheorie 
aus nicht bezweifelt werden, dass die ly- Resolventen die einfacheren 
Elemente sind. Denn letztere sind durch die eindeutige und sym- 
metrische Substitution 4) aneinander geknüpft, während die vorigen 
y, y' offenbar in dem Zusammenhange: 

stehen. ,«-,-_ 4y = 

Unter den Hauptgleichungen giebt es gewisse spezielle, wie z. B. 
die Bring-Jerrardsche Form, welche eine transzendente Auflösung 
direkt zulassen; diese erscheinen jetzt vermöge der Transformation 
ebenfalls als Resolventen der allgemeinen Hauptgleichung. Inzwischen 
ist es aber nicht nötig, auf die letztere zurückzugehen; am ihre Stelle 
setzen wir die ?j -Resolventen, aus denen sie ja zusammengesetzt wird. 
Unsere Aufgabe wird: Wie transformiert man die ij- Resolventen in 
andere, welche eine transzendente Auflösung unmittelbar gestatten? — 
Den historischen Vorgängen folgend skizzieren wir zuerst den Über- 
gang zur Bring- Jerrardschen Form, obwohl die dann folgende 
Transformation in die Ikosaedergleichung zweckmässiger ist und 
den wichtigeren Teil unserer Untersuchung ausmacht. 

9. Die Bring-Jerrardsche Form. 

Wir haben es hier mit der speziellen Hauptgleichung zu thun, 
in welcher a = und können ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit 
ausserdem h = 1 wählen, dann verbleibt: 

25) 2/'+5y + c = 0. 

Soll nun die Verbindung zwischen dieser Gleichung und den 
?/ -Resolventen hergestellt werden, so ist zunächst das Gleichungs- 
system 14) zu berücksichtigen. Die erste der betreffenden Gleichungen 
liefert: _ _ 

26) P = ^fK Q = -^PK 

unter ft einen Proportionalitätsfaktor verstanden; die anderen beiden 
Gleichungen gehen damit über in: 

27) (^'{K + fh)-r 

28) l^'iPK'-n?) = ic. 
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Um sonach die i^- Resolventen mittelst der Bring-Jerrardschen 
Fonn aufzulösen, berechne man fi aus 27) und c aus 28), wobei die 
h als gegeben gelten. Die ly selbst folgen aus den Beziehungen 4) und 
11), das heisst aus 

29) y-^ivif^-vJQ. 

4) ViV2='Vi + %7 

wobei y jede der fünf Lösungen von 25) bedeutet, welche bekannt- 
lich in Gestalt von elliptischen Funktionen oder hypergeometrischen 
Reihen vierter Ordnung erscheinen. Diese Art der Auflösung ist die 
älteste, aber nicht die zweckmässigste. 

Da bereits gezeigt wurde, dass jede Gleichung fünften Grades in 
die ij- Resolventen transformierbar ist, so haben wir hiermit auch eine 
successive Transformation der allgemeinen Gleichung in die trino- 
mische Form erreicht. Es sei besonders hervorgehoben, dass die 
kubische Hilfsgleichung, welche niemals vermieden werden kann, bei 
Verwendung von i^ -Resolventen die denkbar einfachste, eine bi- 
nomische wird. 

Man bemerke noch, dass von jener kubischen Gleichung nur die 
reelle Wurzel verwendet zu werden braucht. Berücksichtigt man 
auch die beiden komplexen Wurzeln, so erlangt c drei verschiedene 
Werte, und man hat demgemäss drei Bring- Je rrardsche Formen, 
welche natürlich „verwandt" sind. Bezeichnet man ihre entsprechenden 
Lösungen durch y, y' und y", so besteht zwischen je zwei Lösungen 
die in Abschnitt 8 auseinandergesetzte quadratische Transformation; 
alle drei Lösungen dagegen erfüllen, wie leicht zu sehen, die lineare 
Bedingungsgleichung : 

30) 5y + ^y+9V'=o, 

wobei g; g' und g" bestimmte von h^ und ä^, nicht aber von fj^ und rj^ 
abhängige Eonstanten bedeuten. 

Was endlich die Vierdeutigkeit des (i nach Gleichung 27) betrifft, 
so hängt diese damit zusammen, dass in der trinomischen Form 25) 
6 = 1 gesetzt wurde, was eben die Adjunktion einer vierten Wurzel 
bedingt. Lassen wir b frei veränderlich bestehen, so können wir um- 
gekehrt ft = 1 wählen, und dann kommt jene Irrationalität zunächst 
überhaupt nicht in Frage. 

10. Die Ikosaedergleiohung. 

Unter den Hauptgleichungen fünften Grades 
2) y5+5ay2-f 56y + c = 

giebt es eine sehr einfache, welche schon Euler im neunten Teile 
der „neuen Eommentarien der St. Petersburgischen Akademie der 
Wissenschaften", vom Jahre 1764 betrachtet hat; es ist die Gleichung, 
welcher einfach: 
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genügt,* und für welche sonach: 

31) ö^ = -J/iJ/2*; ^-ViVt^ (^--iVi^-Vt) 

wird. Die b bezeichnen irgend eine fünfte Wurzel der Einheit; in- 
dessen kommt für unseren Ansatz nur die relle Lösung: 

32) y-yi-y% 

in Frage, und wir wollen daher weniger von der Eul ersehen Gleich- 
ung sprechen, als vielmehr von einer gewissen Identität, welche die 
Gestalt einer Hauptgleichung besitzt. 

Erörtern wir jetzt den Zusammenhang zwischen dieser Identität 
und den ?;- Resolventen. Es ist nicht zu erwarten, dass ein so trivialer 
Ansatz zu einer definitiven Lösung wie im vorigen Abschnitte führt, 
es tritt uns vielmehr ein Formenproblem der j/|, y^ entgegen, durch 
welches eine neue und höchst charakteristische Irrationalität definiert 
wird; wir gelangen zur Ikosaedergleichung. 

Bei den nun folgenden Ausführungen wolle man durchgängig die 
Resultate des Abschnittes 6 zu Grunde legen. Zunächst ist wegen 31): 

33) a*+a6c-63=0 

die einzige und wesentliche Bedingung unseres Spezialfalles. Die 
Gleichung 18) liefert jetzt nur eine brauchbare Wurzel, nämlich 

34) »■ = Va2/i'+V)*:12/; 

wobei 

35) /■=y.y,(y.^°+iiy,V-0, 

und sodann ergiebt sich nach 17): 

36) s = y,»(- y," + 39yi ^ + 26j/,") : %f. 

Nun ist noch der Ausdruck 19) zu bilden, und man findet nach 
gehöriger Reduktion: 

wobei 

38) 7/ = - (y.« + y,^) + 228 (»A^y,» - ?y/'«/,») - 4()4y/«y,»o. 

Zur Einzelbestimmung von h^ und h^ hat man die Beziehung: 
5) Äj + A, = l 

und ausserdem, mit Bttcksicht auf 37): 

39) h,-h,=^^'^^'f'^' 



uf'ysf 



* Eni er setzt eine Summe an; wir haben eine Differenz gewählt, weil lÄ-ir 
damit genau auf die Ikosaederformen kommen, wie sie sich bei Gor d an und 
Klein finden. Mit einer Summe (2/ = ?/i+2/t) gelangt man zu den Ausdrücken 
von Schwarz, die sich von den erstgenannten bekanntlich nur ganz unwesentlich 
unterscheiden. 
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Aber die Quadratwurzel im Zähler lässt sich ausziehen und liefert: 

^ \ - 10005 (yj^^i'+j/.'V'), 

sodass also: jf 

Man kann dieses Resultat übrigens auch direkt erhalten, wenn 
man auf die Ausdrücke 15) zurückgeht und selbige vermöge 16) in r 
und s schreibt; sie lauten dann 



41) 



^ 6a(Ä + 3Vr)-86' 

_ , 9(g~>/7)V7 

'** — "1 7 7- — n! ' 

6a(.9-3|/r)-8& 



und es wird ersichtlich, dass der Parameter h^ seinem Komplement Äg 
konjugiert ist, das heisst, der Übergang vom einen zum anderen ist 
durch einen Vorzeichenwechsel der Irrationalität Yr bedingt. Infolge- 
dessen wird: 

42) h,-h,^x}^, 

wobei X das r nur rational enthält; jene Differenz muss daher, ab- 
gesehen von Yf, durchaus rational in y^, ^g ^^^ ^^ ^^^ That führt die 
weitere Berechnung genau zum Ausdruck 39 a), sodass der nachträg- 
liche Vergleich mit 39) die wichtige Identität: 

43) r«=12V'~^' 
abermals erschliesst. 

Hiermit haben wir die drei Formen gewonnen, welche den be- 
kannten Formenkreis des Ikosaeders bilden, nämlich die eigentliche 
Ikosaederform /) deren Hessesche Determinante H und die 
Funktionaldeterminante beider, die Form T. Dass die Formen H 
und T invariantentheoretisch auf die Grundform f zurückkommen, geht 
aua unserem elementaren Ansatz zunächst noch nicht hervor. Ziehen 
wir aber den Differentialbegriff herbei und fragen nach der D ifferential- 
resolvente, das heisst nach jener linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung, welche die j/j und y^ zu Fundamentalintegralen be- 
sitzt, so wird sich diese Angelegenheit von selbst erledigen. Vergleiche 
Abschnitt 15. Das Formenproblem, welches eben dort seinen definitiven 
Abschluss findet, wird darin bestehen, die y^ und y^ aus 35) und 38) 
bei festgegebenen Werten von /* und H zu berechnen oder, was den 
Kernpunkt ausmacht, das Verhältnis der beiden y aus der sogenannten 
Ikosaedergleichung 37) bei vorgelegtem \ respektive h^ zu be- 
stimmen. — Bevor wir hierzu übergehen, erörtern wir den Zusammen- 
bang zwischen der Ikosaedergleichung und einigen wichtigen Resol- 
venten fünften Grades, insbesondere den i^-R^solventen. 
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U. ZiLTÜokfühning der 17 -Besolventen 
auf die Ikosaedergleichimg. 

Der Zusammenhang ist sofort durch die Beziehungen: 



44) 

( ^i»?« " ^i + % (vergl. 4, 11 und 32) 

hergestellt, wo ^^|(,+y;r)^ q = i(s-^Vi) (vergl. 16), 

speziell durch die Werte 34) und 36) auszudrücken sind. Da die 
zweite Gleichung in 44) quadratisch ist, so werden sich die 17 zunächst 
in Form einer Quadratwurzel ergeben. Trotzdem muss das Resultat 
rational werden, denn man könnte, wenn auch weniger einfach, die 
Rechnung eindeutig durchführen, indem man eine der 1^- Resolventen, 
z. B. die von i^i hinzuzieht und r^i als gemeinsame Wurzel zweier 
Gleichungen ansieht, deren Koeffizienten, abgesehen von ]//, durchaus 
rational in den t/^, y^ sind. 

Obige Gleichimgen liefern nun: 

45^ 1 1 1 y.'(7y.'+y.')±yy ^ ^ = i_l, 

wobei: "• ' ^iV^-th^f ^ "• 

Nehmen wir diese Wurzel negativ, so wird 45) durch (^i — y^) 
teilbar; mithin entsteht: 

oder 



t-Vsf t+V'^f 

und die neu auftretende Grösse t kommt mit einer Oktaederform 
überein, welche mit dem Ikosaeder innig verwandt ist, nämlich: 

49) t^y,'+ 2y,% - 5y,%' - 6y,'y,^ - 2y, y/ + y,\ 

Beachten wir, dass die Ikosaederformen /, Hj T in keiner Weise 
verändert werden, wenn yj, respektive y^ ^^ ±^1^'', respektive ±^2*** 
vertauscht wird, unter £ die fünfte Einheitswurzel: 

tili 
6 = c ^ 
verstanden, dass hingegen die Oktaederform übergeht in: 

49a) i ^^= ^'"»1'+ ^'''y'y^- 5£'y,V- 56*^y,V 

und für v = 0, 1, 2, 3, 4 fünfwertig wird, dann ergiebt sich 
folgendes: 
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Die Ausdrücke 48), welche von der nullten Dimension in den 
y sind, vermitteln die vollständige Auflösung der i^- Resolventen, sobald 
das Verhältnis der y aus der Ikosaedergleichung: 

37) i^^ = 4ÄA, (Ai + Ä, = l) 

berechnet ist. 

Weil nach 48): 

SO können die i^j und % als Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

Ol) (^«-3/-)iy»+12M-12/==0, 

und Aj, Ag mit Rücksicht auf 37) als Wurzeln von 

52) ä2_ä + 1/=0 

angesehen werden, wobei 

den sogenannten Ikosaederparameter bezeichnet. Durch die letzten 
Gleichungen ist der Zusammenhang zwischen den i^- Resolventen und 
der Ikosaedergleichung in sehr konziser Weise dargestellt. 

12. Die Besolvente von Brioschi. 

Wenn wir den Ausdruck für tj^ oder rj^ aus 48) in die betreffende 
I?- Resolvente 3«) oder 3/3) eintragen, so muss eine neue Resolvente 
erscheinen, deren Lösung durch 49) respektive 49a) gegeben ist. Wir 
erhalten in beiden Fällen die Brioschische Normalform: 

54) t'^^XOft^+ibfH ~ T- 0, 

welche, in den y^, y^ geschrieben, eine Identität vorstellt und als 
solche eine Kontrolle liefert, dass das Vorzeichen der Quadratwurzeln 
in 39) und 45) richtig gewählt wurde. Die Gleichung 54) bildete in 
unserer früheren Arbeit (A. l und 10) den Ausgangspunkt; in der vor- 
liegenden Transformationstheorie besitzt sie trotz ihrer Wichtigkeit 
nur sekundäre Bedeutung. 

Am bequemsten verfolgt man die Transformation an den ent- 
sprechenden Integralformen (vergl. Abschnitt 3, Nr. 9), das heisst an: 

K = 30/[g,(l - g,)]*dg., resp. h, = 30/[e,(l - Q^dt,, 



welche die Resolventen der reziproken r) vorstellen. Setzt man: 

Si = |(1 - «)» resp. g, = i(l + V), 
80 entsteht: , , 

Ä» = - -Jiyfl - ^'dv, resp. h, = [lj[l - v'^dv, 

oder: i — i 
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3.y5_ 10t;3+ low - 8(1 - 2h,) = 0, 
respektive ^^, _ ^^^ + 15 y - 8(2A, - 1) = 0. 

Nun ist aber mit Bezug auf 39 a): 

folglich haben wir in beiden Fällen: 

Sv'^- 10i;3+ 15y ^ = 0, 

eine Gleichung, welche für ^ 

in die Brioschische Resolvente übergeht. — Die angeführten Integrale 
lassen eine schon in Abschnitt 3 erwähnte Verallgemeinerung zu. 



13. Die Besolventen von Gordan und Klein. 

Die betreffenden Resolventen sind gewisse Hauptgleichungen, 
welche durch r = und s = charakterisiert werden; wir betrachten 
nur die erstgenannte, die am einfachsten und von fundamentaler Be- 
deutung ist (vergl. A. 6). Wenn r = 0, so wird p ^^ q, und also geht 
das System 14) über in: 

a = - 2p\h,h,r\ 

b^- 3p\hM-\ 

sodass folgende Gleichung vorliegt: 

hJi^f-lOpY- ^^P'y - 36i/= 0, 
welcher nach 48) den Ausdruck: 

y =p{Vi + Vi) -pmv2 = - t.-3f 

genügen muss. Trägt man weiter aus 37): 
ein, wählt: 



1 H^ 



P^ 127" 
und schreibt W statt y, so entsteht die gewünschte Resolvente: 

55) W"^ + iOf W* - 5fH W+H^-=0 
mit der Lösung: 

56) W=- ^ 



t*-3f 

Ersetzt man noch /, H, t durch die Ausdrücke 35), 38), 49) 
und dividiert aus, so ergiebt sich die Form des „Würfels": 
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oder allgemeiner, durch die bereits beim Oktaeder benutzte Ver- 
tauschung, 



Dieses ist neben dem Oktaeder die einfachste fünf wertige 
Form, welche aus den y zusammengesetzt werden kann. Zwischen 
den ri und W besteht die Beziehung [vergL 50)]: 

58) ^i + ^2 ==- ni% = - — i— ' 

weshalb die y] als Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

59) Hri^-^-UfWfi - \2fW^0 
angesehen werden können. 

Man bemerke auch, dass die Kesolvente 55), als spezielle Haupt- 
gleichung aufgefasst, durch die Bedingung: 

60) ac~86«=0 

charakterisiert wird. Es ergiebt sich dieses sowohl aus den anfangs 
für a, 6, (? aufgeschriebenen Werten als auch aus der Forderung,, dass 
die quadratische Gleichung 18) die Lösung r = besitzen soll. Wenn 
auch umgekehrt infolge der Bedingung 60) nur die Lösung r = in 
Betracht kommen soll, so darf die Quadratwurzel, auf welche die 
Gleichung 18) führt, nur mit dem Minuszeichen versehen werden (vergl. 
Klein „Ikosaeder", S. 194). 

Die Unterscheidung des Vorzeichens jener Wurzel führt auch sonst 
zu eigentümlichen Resultaten, die hier kurz gestreift werden mögen 
(yergl. A. 13). Zunächst sei an die Gordansche Auflösung der 
Gleichung fünften Grades durch „doppelt binäre Formen mit zwei 
Reihen unabhängiger Variabelen" erinnert. Dort können beide Wurzeln 
Tj und r^ der Gleichung 18) gebraucht werden; man kann aber auch 
nur eine derselben herausgreifen, womit dann eine Reihe der Variabelen 
bevorzugt ist. — Wenn man dagegen die Transformationstheorie be- 
tonen will, wie es unserer Darstellung durchweg entspricht, so hat 
man eine Transformation der einfachsten Resolventen genau nach dem 
Schema einer Hauptgleichung wie in Abschnitt G, und zwar unter 
Berücksichtigimg der Zweideutigkeit des r, durchzuführen. Von 
den hier in Frage kommenden Resolventen, greifen wir nur die der r/ 
heraus und setzen demgemäss: 

a = -2h-\ 

h=- 3Ä-S 

wodurch die Hauptgleichung 2) die Gestalt: 

Zeitschrift f. MatbematÜK a. Physik. 42. Jahrg. 1897. 2. Heft. 7 
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61) Äry^-10i2'+15»?-6 = 
erlangt. Die Gleichung 18) ergiebt jetzt: 

-1 — ^^ 

und folglich wird nach 17): 

— 1 — 28 -Sh 

Des weiteren haben wir nach 4), 11) und 16): 

ViVi^ Vi +%7 

62) \ p=^{s + Vr), 

und benutzen wir zuerst die Lösung r^ sowie s^ , so finden wir mit 
Hinblick auf 15) ri=^r]7 h=-h^j das heisst, die Gleichung 61) fö.llt 
zusammen mit der Resolvente für ly^. Ebenso würden wir durch Ver- 
tauschung der Vorzeichen von \/r auf die Resolvente für % kommen. 
Verwenden wir dagegen die Lösung rg sowie 5^, so erhalten wir aus 19) 
den Ausdruck:* 

63) ^'^^^ = — 16(16 + 9hr — ' 

welcher, mit der Bedingung: 

5) K + h,=^l 

verknüpft, zu den neuen Parametern führt. 

In den vereinigten Gleichungen 62) endlich haben wir eine qua- 
dratische Transformation gewonnen, vermöge welcher eine i;-Re- 
solvente 61) mit dem absoluten Parameter h in eine andere für rj^ oder 
YI2 verwandelt werden kann, deren absolute Parameter hi oder h^ in der 
eben geschilderten Weise von h abhängen. — Man vergleiche die Trans- 
formation zwischen verwandten Gleichungen in Abschnitt 8, von welcher 
obige ein Spezialfall ist. 

* Substituiert man in 63): 

j^___ 16(a; + 8) _ 

BO enteteht: ^(^'^ ~ ^)' 

'^- **•*'- 64(3a;-l) ' 

ein Wert, zu welchem Herr Klein von ganz anderer Seite her gelangt ist (vergl. 
Math.Annalen Xü.Bd. S. 176: „Über lineare Differentialgleichungen"), und welcher 
als Nr. Xn in die Schwarz-Brioschische Tabelle (Math. Annalen XI.Bd. S.401) 
einzuordnen wäre. 

(SoUUBB folgt.) 
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Über das Emstellen der dreiteiligen Flnchtpnnktschiene. 

Von K. Mehmke in Stuttgart. 

Unter den wenigen praktisch brauchbaren und in keinem Falle ver- 
sagenden Hilfsmitteln^ welche man hat, um nach unzugänglichen Punkten 
gerade Linien zu ziehen, ist ohne Frage die dreiteilige Fluchtpunktschiene* 
das einfachste. Dass die Verbreitung dieses nützlichen Werkzeuges keine 
so grosse ist, als man erwarten sollte, mag wohl an einigen Vorurteilen 
liegen, die gegen dasselbe zu bestehen scheinen. So wird in der „Anleitung 
znr Perspektive*^ von Fraugenheim und Posern (Handbuch der Bau- 
konde, Abteilung I, Heft 2) auf S. 380 gesagt: „. . . die dreiteilige Schiene 
kann zur Benützung nicht empfohlen werden, weil das Einstellen sehr 
langsam zu bewerkstelligen ist, zwei Schienen für „rechts** und „links** 
notwendig sind und ausser dem Horizonte noch eine Linie gegeben sein 
mnss, welche nach dem Verschwindepunkte geht.** Dem letzten Einwände 
ist kein Gewicht beizulegen, da in manchen Fällen ein unzugänglicher Flucht- 
punkt von vornherein durch zwei nach ihm gehende Linien bestimmt ist 
nnd man sich andernfalls leicht und ohne nennenswerten Zeitaufwand 
solche Linien verschaffen kann. Dei mit Recht gerügte Übelstand, dass 
früher eine Schiene nicht für alle Fälle ausreichte, ist von E. W. Ellers- 
dorfer durch Änderung des Schlosses** und auf andere Weise — aller- 
dings nur unter Aufgeben der geometrischen Richtigkeit und unbedingten 
Anwendbarkeit — von Schupmann*** beseitigt worden; eine von mir 



• Die Erfindung derselben schreibt man gewöhnlich Streck fuss zu. Streck- 
fuss giebt in seinem Lehrbuche der Perspektive, zweite Auflage, S. 54, 1874, an, 
er habe die fragliche Schiene zuerst in dem Kunstblatte „Die Dioskuren*' im 
Jahre 1865 bekannt gegeben, bald darauf aber das Werk „Practical geometry, 
linear perspective and projection, London by Bradley 1834" kennen gelernt, in 
welchem ein ähnliches Instrument, beschrieben und abgebildet sei, als dessen 
Erfinder John Farey genannt werde. Einer gütigen Mitteilung des Herrn 
geh. Regierungsrat Prof Dr. Haue k in Berlin verdanke ich die Kenntnis der That- 
sache, dass laedeutend früher dieselbe Erfindung bereits von Peter Nicholson 
gemacht worden ist, dem sie 1814 die silberne Medaille der Society of Arts ein- 
getragen hat. Diese Angabe ist mit einer Beschreibung und Abbildung des vom 
Erfinder Centrolineal genannten Listrumentes in dessen Werk „The rudiments of 
practical perspective, London 1822" enthalten. In dem Kataloge von Zeichen- 
geräten der Firma W. F. Stanley in London ist (unter Nr. 2451 der Ausgabe 
von 1891) „Nicholsons Centrolinead" aufgeführt und abgebildet; dasselbe war 
auch von genannter Firma zur mathematischen Ausstellung in München, Herbst 1893, 
geschickt worden. Die Benennung „Fluchtpunktschiene" rührt, wie es scheint, 
von Streckfuss her. 

*• Mit diesem abgeänderten Schlosse versehene Schienen liefert die mathe- 
matisch-mechanische Werkstätte von Eduard Preisinger in München seit 1883. 

*** L. Schupmann, Vereinfachung des perspektivischen Lineals, Deutsche 
Bauzeitung, S. 228, 1885. 
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angegebene Konstruktion ist ebenfalls von demselben frei.* Es bleibt also 
nur der, schon öfters erhobene Vorwurf, dass die Einstellung auf einen 
bestimmten Fluchtpunkt schwierig und zeitraubend sei, zu entkräften. 
Streck fuss giebt(a. a. 0. S. 56) eine zur Einstellung dienende geometrische 
Konstruktion an, bemerkt aber dazu, dass das Einstellen durch Probieren 
vorzuziehen sei. In den Gebrauchsanweisungen, die seitens der Händler 
den Fluchtpunktschienen beigegeben werden, ist nur vom Probieren die \ 

Eede. Da der Erfolg eines derartigen Verfahrens unsicher ist und sehr ' 

von der Übung und Geschicklichkeit des Einzelnen abhängt^ so können 
die lautgewordeijen Klagen nicht Wunder nehmen. Ich will nun eine seit 
vielen Jahren von mir benützte Methode zur Einstellung der in Rede 
stehenden Fluchtpunktschiene mitteilen, die ohne jede Vorbereitung und 
ohne dass besondere Vorrichtungen an der Schiene vorhanden sein müssten, 
in allen Fällen sicher und so schnell, als man verlangen kann, zum Ziele 
führt. Fem er soll gezeigt werden, wie mittelst einer Teilung, die ein jeder 
auf der Zeichenschiene selbst anbringen kann, die Einstellung auf einen 
unzugänglichen Fluchtpunkt^ der in gegebener Bichtung und Entfernung 
p. j von irgend einem Punkte der Zeichnung 

liegt, sich sehr rasch und bequem be- 
werkstelligen lässt. 

1. Der unzugängliche Punkt, auf 
welchen die Schiene einzustellen ist, 
möge der Schnittpunkt der beiden Ge- 
raden 6r^ und Ctj sein. Nachdem ausser- 
halb der Fläche, die von der Schiene 
soll bestrichen werden können (jeden- 
falls ausserhalb der von (r^ und G^ be- 
grenzten), in zwei beliebigen Punkten, 
die jedoch mindestens um eine Lineal- 
breite von G^ respektive G^ entfernt sein müssen, die beiden Führungs- 
stifte s^ und s^ befestigt worden sind, bringe man bei gelöster Schraube 
das Instrument auf beliebige Weise** in solche Lage, dass die Zeichenkante Z 
(obere Kante des mittleren, auf der Zeichenfläche ruhenden Lineals) mit 
(t| zusammenfällt und die äusseren Lineale oder Leitschienen L^ und L^ 
sich an die Stifte lehnen (siehe Fig. 1). Hierauf stelle man durch Anziehen 

* Siehe Katalog mathematischer Modelle, Apparate und Instrumente, im 
Auftrage der Deutschen Mathematiker -Vereinigung herausgegeben von W. Dyck, 
S. 227, München 1892. Ich bin im Jahre 1890 auf diese Konstruktion durch den 
Wunsch geführt worden, eine Fluchtpunktschiene zu haben, die sowohl für rechts, 
als für links liegende Fluchtpunkte anwendbar wäre, aber im Gegensatze zu 
Schupmanns perspektivischen Lineal geometrisch richtig zeichnete. 

** Es wird allerdings zur Beschleunigung des Verfahrens dienen, wenn mau 
schon anfangs der richtigen Einstellung so nahe wie möglich zu kommen sucht, 
indem man in Gedanken durch die Mittelpiinkte der Stifte und den, seiner Lage 
nach geschätzten unzugänglichen Punkt einen Kreis zieht und den Zapfen, der 
die drei Lineale verbindet , ungefilhr auf diesen Kreis bringt. 
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der Schraube die drei Lineale gegeneinander fest und bewege sie, ohne 
die Berübrong zwischen dem Stifte s^ und der zugehörigen Leitschiene L^ 
aufzugeben, bis die Zeichenkante an der Geraden G^ anliegt (siehe Fig. 2). 
Wenn nicht etwa infolge eines glücklichen Zufalls die gegenseitige Stellung 
der Lineale schon die richtige ist, so wird jetzt das Lineal i^ den Stift s^ 
nicht mehr berühren. Man drücke nun mit einer Hand gleichzeitig auf die 
Zeichenschiene und die Leitschiene 2/^, damit sie ihre Lage nicht ändern 
können, löse dann mit der anderen Hand die Schraube, drehe die Leit- 
schiene Li, bis sie am Stift 5^ anliegt (gestrichelt gezeichnete Lage L\ in 
Fig. 2), und ziehe die Schraube wieder an. Wird hierauf das Listrument 



Fig 2. 





zurückbewegt, die Schiene ij leicht gegen den Stift s^ gedrückt, und die 
Zeichenkante mit 6r| zur Deckung gebracht, und zeigt es sich, dass dann 
auch Ij2 den Stift s^ berührt, so ist die Einstellung fertig. Wenn es noch 
nicht der Fall ist, so halte man mit einer Hand Z und L^ fest, löse mit 
der anderen Hand die Schraube, bringe das Lineal L^ zur Berührung mit 
dem Stifte Sj(Lage L'^^ in Fig. 3 gestrichelt) und schraube wieder zu. Wenn 
alsdann unter Andrücken der Leitschienen an die Führungsstifte das In- 
strumient bewegt wird, so föUt die Zeichenkante Z meistens schon genau 
genug mit G^ zusammen. Sollte das noch nicht zutreffen, 80 hat man zu 
verschieben, bis Z die Linie G^ deckt und L^ in Berührung mit s^ kommt, 
dann unter Festhalten von Z und L^ die Lage von L^ zu verbessern etc. 
Es muss bewiesen werden, dass man durch Anwendung des obigen 
Verfahrens unter allen Umständen bei jedem Schritte der richtigen Stellung 
näher konunt. Letztere wird vorhanden sein, wenn der Mittelpunkt m 
des Zapfens auf dem Kreise liegt, welcher durch die Mittelpunkte der 
Führungßstifte und den Schnittpunkt von G^ mit G^ gezogen werden kann. 
Befindet sich nun m (siehe Fig. 4, in welcher die Stifte als Punkte, die 
Lineale als blosse Linien dargestellt sind) anfangs in m^, dann in m^. 
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hierauf in m^ etc., bezeichnet man femer durch Pi und p^ die Schnittpunkte 
von 6r| und G^ mit dem genannten Kreise, so sind vermöge des angewendeten 
Verfahrens die Winkel PiniiS^ und p^m^s^ einander gleich, ebenso . die 
Winkel tn^p^s^ und m^p^s^ als Nebenwinkel zu zwei Peripheriewinkeln 
über demselben Bogen in jenem Kreise. Daher sind die Dreiecke m^p^s^ 
und WjiJjSj einander ähnlich, woraus die Proportion 

folgt. Weil aber PiS^<p^s^ ist, so erhält man 

m^p^<mj)^. 



Fig. 4. 



ng. 5. 





Auf ähnliche Weise lässt sich zeigen, dass 

msPi< fn-iP^i m^p^<7n^Pi etc. 
ist. Also kommt in der That der Punkt m dem Kreise , auf dem er liegen soll, 
unaufhörlich näher; und zwar, wie man sieht, um so schneller, je grösser p^s^ 
im Verhältnisse zu p^s^ und p^s^ im Verhältnisse zu p^s^ ist, weshalb man gut 
thut, die Stifte möglichst nahe bei den Geraden G^ und G^) ^^^^ möglichst 
entfernt von ihrem Schnittpunkte einzustecken, und sich die Sache günstiger 
gestaltet, wenn der Winkel zwischen G^ und G^ gross, als wenn er klein ist. 

Diese Methode der schrittweisen Annäherung, die grosse Ähnlichkeit mit 
gewissen Methoden der Analjsis (z. B. zur Auflösung numerischer Gleich- 
ungen) zeigt, erweist sich auch dann als nützlich, wenn man die Ein- 
stellung mit Hilfe einer geometrischen Konstruktion (etwa der von S treck - 
fuss angegebenen) vorgenommen, aber aus irgend einem Grunde ein un- 
genaues Ergebnis erhalten hat. Statt wieder von vom anzufangen, wird 
man in solchem Falle besser durch das mitgeteilte Verfahren die vorhandene 
üngenauigkeit beseitigen. 

2. Nehmen wir jetzt an, dass der unzugängliche Fluchtpunkt f durch 
eine einzige nach ihm laufende Gerade G sowie die Entfernung von irgend 
einem Punkte o dieser Geraden gegeben sei (siehe Fig. 5). Bei der Bewegung 
der richtig eingestellten Fluchtpunktschiene bleibt der Mittelpunkt m des 
Drehzapfens bekanntlich auf dem durch die drei Punkte s^, $^ und f be- 
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stimmten Kreise. Schneidet letzterer die Gerade G zum zweiten Male in p^ 
ist femer q der Schnittpunkt von s^s^ mit 6r, so hat man 

Da die Längen der Strecken qf==qo + of^ s^q und s^q bekannt sind, 
beziehungsweise gemessen werden können, so lässt sich pq mit Hilfe obiger 
Formel berechnen, wobei in der Regel die Genauigkeit, welche der Rechen- 
schieber gewährt, ausreichen wird. 

Wäre an der Zeichenkante ein gewöhnlicher Massstab vorhanden, 
dessen Anfangspunkt im Drehpunkte m läge, so könnte die Einstellung in 
der Weise geschehen, dass man die Zeichenkante an Cr legte, und zwar 
80, dass sich der zum berechneten Werte von pq gehörige Teilstrich des 
liassstabes dem Punkte q gegenüber befände, hierauf mit einer Hand die 
Zeichenkante festhielte, mit der anderen Hand die Schraube löste, die Leit- 
schienen gegen die zugehörigen Leitstifte 5j und s^ lehnte und wieder be- 
festigte. Wünschte man die Fluchtpunktschiene auch für unzagängliche 
Punkte zu benützen, die auf der anderen Seite von q liegen, und zwar ohne 
die Leitstifte versetzen zu müssen, so wäre eine Verläi^gerung des Mass- 
stabes nach der negativen Seite über den Nullpunkt hinaus erforderlich, 
es könnte aber die Verlängerung der Zeichenschiene nach jener Seite da- 
durch umgangen werden, dass man den Nullpunkt des Massstabes um eine 
beliebige Strecke, z. B. 100 mm, in positivem Sinne verlegte, in welchem 
Falle natürlich vor der Einstellung der Punkt q der Zeichnung um den- 
selben Betrag verschoben werden müsste. 

Will man jedoch beim Gebrauche der Fluchtpunktschiene der Mühe 
des Rechnens ganz enthoben sein, so muss man sich entschliessen, den 
Entfernungen s^q und qs^, oder wenigstens ihrem Produkte, ein für allemal 
einen festen Wert zu geben, z. B.: 

5| g = gs, = 300 mm.* 

Es können dann im voraus für verschiedene einfache Werte der Ent- 
fernung qf die Werte von pq berechnet werden, und indem man die 
letzteren Werte von dem angenommenen Nullpunkte aus auf der Zeichen- 
kante abträgt und neben die so gefundenen Punkte die betreffenden Werte 
von qf schreibt, erhält man auf der Zeichenschiene eine (ungleichmässige) 
Teilung, mit deren Hilfe die Einstell ang auf eine vorgeschriebene Ent- 
fernung des unzugänglichen Punktes f ungemein schnell und leicht von 
statten geht. 



* Man wird wohl in der Regel s^«, senkrecht zu G annehmen, aber nötig 
i^t das offenbar nicht. 
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Zur perspektivischen Lage kollinearer ebener Felder. 

Von Dr. Eilbinger in Mülhausen i. EIr. 

In der zweiten Abteilung, dritte Auflage, S. 20 seiner Geometrie der 
Lage, zeigt Herr Reye, dass zwei kollineare ebene Felder rj und »?j, deren 
unendlich ferne Geraden einander nicht entsprechen, auf zweifache Weise 
in perspektivische Lage gebracht werden können. Hierbei wird bewiesen, 
dass in 17 zwei und nur zwei gerade Punktreihen u und v vorkommen, 
welche den homologen u^ und v^ in r^^ projektivisch gleich sind. Die Ge- 
raden M, V und Wj, v^ sind zu den Fluchtlinien ihrer Felder parallel. Werden 
rj und rji so in perspektivische Lage gebracht, dass entweder die Punkt- 
reihen u und Mj oder v und v^ alle ihre Punkte entsprechend gemein haben, 
und ausserdem die Ebenen rj und tj^ aufeinander liegen, so haben die 
beiden Felder noch einen Strahlenbüschel entsprechend gemein, woraus 
dann folgt, dass in ri zwei Strahlenbüschel existieren, welche den homo- 
logen in rii projektivisch gleich sind. 

Bei der Betrachtung über die perspektivische Lage von ri und rj^ können 
wir auch unabhängig von den projektivisch gleichen Punktreihen - der 
Felder die Existenz zweier Strahlenbüschel in ri nachweisen, welche den 
homologen in ri^ projektivisch gleich sind. Zu dem Zwecke machen wir 
jeden Punkt von ij zum Mittelpunkte einer rechtwinkligen Strahlen- 
involution. Die Strahlen eines jeden Büschels projizieren dann auf der 
unendlich fernen Geraden g^ von 1] ein und dieselbe involutorische Punkt- 
reihe, so dass also durch je zwei konjugierte Punkte von g^ zwei kon- 
jugierte Strahlen einer jeden Strahleninvolution hindurchgehen. Ist nun g^ die 
Fluchtlinie von ijj, so entspricht der involutorischen Punktreihe g^ eine 
solche von gi. Da nun eine rechtwinklige Strahleninvolution keine reellen 
Ordnungselemente hat, so haben also auch die Punktinvolutionen ^^ und «/j keine 
reellen Ordnungselemente. Es giebt alsdann in yj^ zwei und nur zwei Punkte P^ 
und ^,, aus welchen die Punktinvolution g^ durch eine rechtwinklige 
Strahleninvolution projiziert wird. Je zwei senkrechten Strahlen der Büschel 
Pj, Qi entsprechen dann in r] zwei senkrechte Strahlen des Büschels P 
respektive §, und die Strahlenbüschel P, P^ und ö, Qi sind somit pro- 
jektivisch gleich. Hiermit ist also bewiesen ^ dass in rj zwei und nur zwei 
Strahlenbüschel vorkommen, die den homologen von rj^ projektivisch gleich 
sind. Die Punkte Pj und d haben gleichen Abstand von g^ und ihre Ver- 
bindungsgerade steht auf g^ senkrecht (vergl. Reye, Geometrie der Lage, 
L Abteilung, Auflage 3, S. 154). 

Werden die ebenen Felder t] und r;, so in perspektivische Lage ge- 
bracht, dass die homologen Strahlen von P und Pj (oder Q und Q^) sich 
decken, so haben rj und t]^^ noch die Punkte einer Geraden p entsprechend 
gemein. Da nun j) zu den Fluchtlinien beider Felder parallel läuft, weil 
jede die ihr entsprechende unendlich ferne Gerade in dem unendlich fernen 
Punkte von p schneiden muss, und femer ^^ auf der Geraden P^Q^{PQ) 
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senkrecht steht, so schneidet also auch letztere Gerade p und die Flucht- 
linie h von ri rechtwinklig. Die Geraden PQ und P^^j sind also die 
beiden homologen Geraden von r) und t/^, welche auf ihren Fluchtlinien 
senkrecht stehen. Die Fluchtlinie h geht durch den Mittelpunkt der 
Strecke PQ. Zum Beweise des Letzteren hezeichnen wir den unendlich 
fernen Punkt der Geraden PiQi mit Si^ und ihren Schnittpunkt mit Gj 
durch M^] dann sind Äi«, Pi, M^^ Q^ vier harmonische Punkte, denen, 
wenn sie dem Felde »^j angehören sollen, die respektiven vier harmonischen 
Punkte 5', P, ilf«, Q in t} entsprechen. Da nun ilf« unendlich fem liegt, so 
muss Punkt S (der auf h liegt) die Mitte von PQ sein. 

Die Gerade p enthält zwei projektivisch gleiche Punktreihen u und u^^ 
Yon 71 respektive ri^. Es lässt sich nun unschwer nachweisen, dass in tj noch 
eine zweite Punktreihe v vorkommt, welche der homologen Vj in ri^ pro- 
jektivisch gleich ist. Gleichwie nun u und u^, so sind auch v und v^ zu 
den Fluchtlinien ihrer Felder parallel; femer hat h von %i denselben Ab- 
stand wie von v^ und es ist der Abstand von g^ und t<^ gleich dem von 
g^ und Vi. In dem Falle, dass bei der oben angegebeneu perspektivischen 
Lage die Fluchtlinien ^^ und h zusammenfallen, liegen die Felder ri und rj^ 
involutorisch. 

Über ein Problem der Mechanik. 

Von A. Karl in Paris. 

Ist (3p(w, v) = — eine zusammengesetzte Funktion von u und v 

\u-\-v 

der einzigen unabhängigen Variablen f, so bekommt man vermöge der be- 
kannten Formel: 

,(«, .) -ß: ä,. +/p - ,tyi-: .») .. + ., 

oder auch der Formel 

r o) = Pjdo + f(^'' - i- p^av),lu + c' 
die Gleichungen: •^ ^ ^ 

das heisst, die Integration der Differentialausdrücke ,- äu^ -p- äv reprodu- 

' ■ ° CIA C V 

ziert, bis auf eine Konstante, die Funktion <jp(w, ?') selbst; solche Funktionen 

sind auch dieieniffen der Form: — ;— + -, + • • •, wo die ?/ und v 

irgend welche differentierbare Funktionen einer unabhängigen Variablen t 
bezeichnen. Ist nun allgemein: 

eine zusammengesetzte Funktion von den a^ ß, y der einzigen unabhängigen 
Variablen f, so hat man also: 
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Dies festgesetzt, seien nun die Differentialgleichungen gegeben: 



A) 



d*ai . •^I »n («i — tti) dUi 
^ «i'^J* .^ V>u(pt-p.) dUi 



Multipliziert man die Gleichungen A) respektive mit e^or,, dß,-, dyi und 
integriert, so bekommt man nach der bemerkenswerten Eigenschaft von 
TJi beziehungsweise der Gleichung a): 

') f &"-)■-''■+«. T(t)"- "'+■'.. f(^)'=^.+ '^'V 

Aus den Gleichungen l) folgt: 

wo die A und B konstante Grössen bezeichnen; und folglich 
( dai , dßi\ ( dcti d^i\ . . 

K^ + 'wj'K-dT-' dt)-'^^-^'^ 

und schliesslich: 

2) m ^qit + Qiy ßi = tf/ < + .<y/, yi = t,- ^ + x/ 

wo die (», (T, T konstante Grössen sind. 

Differentiert man die Gleichungen 2), nimmt Eücksicht auf die 
Gleichungen l') und l) und differentiert die 1), so bekommt man nach 

Division respektive durch -^, -^j -—- die ursprünglichen Gleichungen A). 

Bemerkung: Denkt man sich im Baume n + 1 materielle Punkte 
Mq^ J^fj, . . . Mn mit den respektiven Massen m^, w, . . . w^,, so kann man 
bekanntlich folgende Gleichung beweisen: 

^_^ m^Mf^Oi-miMi 0-\ \-nmMnO 

wo irgend ein fes.ter Punkt, K der Schwerpunkt und Zm, = -0. Denken 
wir uns jetzt die Punkte Jf, projiziert auf eine feste Ebene, welche den 
Punkt enthält und setzen wir: 

OK=re''}^\ OMi = Qie^'V~\ i==0, 1,...«, 
so ergiebt sich 

re-"l/-i = --^^^ = ao9oe«°V'^ + «, q, c^'V-i + • • • + a.p.c^-V-i 

WO Ztti = 1. Kennt man also die Bahnen von üf,-, so kann man für ver- 
schiedene Stellen in verschiedenen Zeitintervallen die Bahn des Schwer- 
punktes K berechnen. — Setzt man: 
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so bekommt man: Z = a^ + a,z + a,z'+ • • ^ + a,z\ 

Die Glieder dieses Polynoms des n^^ Grades entsprechen offenbar den 
Ecken eines bestimmten Polygons; jedem Werte von z entspricht ein 
Polygon und der Schwerpunkt seiner materiellen Ecken ; jedem Werte von Z 
entsprechen n Polygone und ihre ähnlichen und ähnlich liegenden (homo- 
thetischen) Polygone. Sind a^, a^ , . , a^ die Wurzeln des Polynoms, für 
welche also der Schwerpunkt K auf fällt, so hat man: 

,.ßwy— 1 ^ niri&P*V~^^ das heisst r = r^r^ •••'"«, ^ = g>i + (p^-] h <Pn. 

Beschreibt also der Schwerpunkt K die Kreise r = c, so beschreibt z die 
Kurven : r^r^ . , .Vn^c. Den Strahlen i(7 = y entsprechen die Kurven 

9i+<Pi+ — hg>«=y. 



Zup Perspektive des Kreises. 

Von Dr. Budolf Schüssler in Graz. 

Der geometrische Ort der Punkte, von welchen ein Kreis k auf eine 
Ebene E wieder als Kreis projiziert werden kann, ist bekanntlich eine 
gleichseitige Hyperhel, welche den Kreis k in den Endpunkten eines Durch- 
messers schneidet und deren Ebene auf der Schnittlinie der Kreisebene und 
der Ebene JE normal steht. — Sollen sich zwei in einer Ebene liegende 
Kreise aus demselben Zentrum auf eine Ebene als Kreise projizieren,* so 
muss* das Projektionszentrum in der durch die Zentrallinie der beiden 
Kreise gehenden, auf der Ebene derselben normalen Ebene liegen und ist 
als Schnittpunkt zweier gleichseitiger Hyperbeln leicht zu konstruieren, 
während die Bildebene E parallel zur Chordale der gegebenen Kreise sein 
mnss. 

Dieselbe Konstruktion leitete Herr Geheimrat Schlömilch** in sehr 
einfacher Weise nach den Prinzipien der analytischen Geometrie, sowie 
Herr Dr. Chr. Beyel,*** gestützt auf die involutorischen Gesetze der 
Kollineation, ab. 

Zu denselben Resultaten kann man auch auf elementar -geometrischem 
Wege nur unter Voraussetzung der einfachsten Hilfsmittel der gewöhnlichen 
Perspektive gelangen, ähnlich wie Herr Geheimrat Schlömilch die Kon- 
straktion von Kegelschnitten aus fünf Punkten oder fünf Tangenten auf 
die perspektivische Darstellung des Kreises zurückführt.^ 



* Diese Aufgabe wurde von Herrn Geheimrat Schlömilch in der Zeit- 
schrift des Vereines deutscher Zeichenlehrer 1894, S. 381, gestellt. 
*♦ Zeitschrift für Mathematik und Physik, 1895, S. 57. 
**♦ Ebendaselbst S. 255. 
t Ebendaselbst, 1894, S. 117. 
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Fig. 1. 



1. Sucht man die wahre Grösse eines ebenen Gebildes, dessen per- 
spektivisches Bild gegeben ist, so ist zu beachten, dass sich in der Bild- 
spur J&* das Bild einer Geraden und deren Umlegung um JEJ* in die Bild- 
ebene schneiden, 
dass die Flucht- 
spur E* die Bilder 

aller unendlich 
fernen Punkte der 
Ebene E enthält, 
^^und das Bild eines 
'Punktes mit dessen 
ümlegung um E^ 
auf einer Geraden 
durch (C), die Um- 
legung des Pro- 
j ektionszentrums 
um E", liegen ; 
sucht man daher 
z. B. zu dem Bilde 
tV einer Geraden 
deren Umlegung 
um ^, so hat man 
E^ durch den Spur- 
punkt 6 der Ge- 
raden zum um- 
gelegten Flucht- 
strahl {C)fp . die 
Parallele zu ziehen ; 
(c) Uegt auf (6V 
etc. 
2. Es fragt 
sich nun: Wie muss 
man E", E% {C) 
annehmen , damit 
ein gegebener Kreis 
k^ das Bild eines 
in E gelegenen 
Kreises h ist? 

Die zu Er* 
parallelen Tangen- 
ten in a' und 5' sind 
Bilder von Tangen- 
ten der Originalkurve A', welche auch zu JEJ* parallel sind; daher ista'fe' das Bild 
eines Durchmessers ah^ der zur ^* normal sein muss, wenn k ein Kreis sein 
soll; es muss also a'6' und (a)(b) in eine Gerade normal zu If fallen, 
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welche auch (C) enthalt, oder: (CO muss in dem zur ü/* normalen Durch- 
messer des Bildkreises liegen. ~ Um zu a'6' die Umlegungen zu finden, be- 
nütze man zwei beliebige Gerade 6q> und 8^q>^ durch &' und «', welche sich 
in einem Punkte c der Peripherie schneiden und erhält {h){a){c). Soll 
die Originalkurve k ein Kreis sein, so muss ^C(«)(c)(&) ein Rechter sein 
und wegen des Parallelismus der Schenkel auch <'i^^(C)q)^. Dann liegen 
(C) und c' mit q> und goj auf einem Kreise, dessen Mittelpunkt o djol F/ liegt; 
er wird gefunden, wenn man die Kreistangente in c* mit E'' zum Schnitte 
bringt (weil dann c'ogp, und coq> gleichschenklige Dreiecke sind, wie aus der 
Gleichheit der Peripherie winkel über demselben Bogen folgt) ; daher ist o c*===o(C), 

Soll die Original- Pi^ 2. 

kmre ein Kreis sein, iq 

muss dies für jeden 
Punkt </ der Peripherie 
k' gelten, das heisst E" 
musß der Ort jener 
Punkte o sein, deren 
Tangenten an Jd gleich 
ihren Entfernungen von 
(C) sind, oder E' muss 
die Ghordale zwi- 
schen (Cf) und k' sein.* 
Dies ist die notwendige 
und hinreichende Be- 
dingung, damit die Ori- 
ginalkurve ein Kreis ist. 
Ist demnach k' ge- 
geben, so können wir 
{0) beliebig wählen; E' 
ist dann schon bestimmt 
und wird am einfachsten 
gefunden, wenn man aus 
{C) an ^•' die beiden 
Tangenten legt und deren 
Halbierungspunkte m und Wj, wo (C)m = mt' und (C) w^ = m^t'i ist, ver- 
bindet. E^ ist eine beliebige zu E*' parallele Gerade. Wählt man dieselbe 
speziell als Berührungssehne t*t\ der erwähnten Tangenten, so decken sich 
Bild und Umlegang des Originalkreises. 

3. Sucht man zur Umlegung eines ebenen Gebildes das perspektivische 
Bild, so vertritt die Rolle von E* die Gegenaxe E\ das ist die Umlegung um 
^ jener Geraden von E^ welche in der durch das Projektionszentrum 
parallel zur Bildebene gehenden Ebene liegt. E' ist parallel zu E^ und 





t'f 


r — ^ 


A«', 






..-tL- 


^ fcv 


-U"---- 


...Et 



m 



iitj 



O^L 



* Die Chordaleigenflchaft bleibt erhalten, wenn der Radius des einen Kreises 
Null wird. 
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Fig. 8. 



hat .davon dieselbe Entfernung wie (0) von -E"; die Gegenaxe E* ist der 
Ort der ümlegüngen jener Punkte einer Ebene, welche unendlich ferne 
Bilder besitzen. 

Dieselben Betrachtungen wie früher für E^ und ä' gelten jetzt für E* 
und (ä;), sodass man als notwendige und hinreichende Bedingung, damit das 
Bild eines Kreises, dessen Umlegung (k) gegeben ist, wieder ein Kreis 
wird, erhält: E* muss die Chordale zwischen dem beliebig ge- 
wählten ((T) und (k) sein; E' wird am einfachsten gefunden, indem man 
von (C) an Qc) die Tangenten legt und die Halbierungspunkte fi und fi^ 
derselben verbindet. E^ oder E* kann man beliebig parallel zu E* wählen; 

in jedem Falle ist dann die 
andere der beiden Geraden be- 
stimmt. 

Wählt man speziell E' 
identisch E\ so fallen Bild 
und Umlegung des Original- 
kreises zusammen und E^ wii'd 
zur Berührungssehne (O(^) ^er 
erwähnten Tangenten. 

4. Sind das Bild k' und 
die Umlegung (k) des Original- 
kreises gegeben, so muss (C) 
ein Ähnlichkeitspunkt derselben 
sein, das heisst entweder der 
Schnittpunkt der äusseren oder 
inneren gemeinsamen Tangen- 
ten. E* ist dann wie oben 
bestimmt als Ohordale von (Cf) 
und Ä;'; E' als Chordale von (C) 
und (k) und E" wird die Chor- 
dale von (k) und k\ 

5. Sollen zwei in einer 
Ebene liegende Kreise k und A*, 
aus demselben Zentrum auf die 

Bildebene sich als Kreise k! und k\ projizieren, so muss für beide Kreise 
die oben als notwendig und hinreichend angegebene Bedingung erfüllt sein, 
das heisst: 

E^ muss sowohl Chordale von (C) und ä' als von (C) und k\ sein, 
daher ist E* die Chordale von k^ und k\ und dadurch eindeutig bestimmt, 
wenn k' und k\ als gegeben vorliegen. (C) liegt auf der Zentrallinie mm^ 
von Äi' und k\ und hat von jedem Punkte der E' eine Entfernung gleich 
der Potenz dieses Punktes bezüglich der beiden Kreise: pt=p(C). Man 
erhält zwei Lösungen entsprechend den beiden Umlegungen von C um E' 
in die Bildebene. — Sowohl die Konstruktion als auch die Bedeutung von 
E* ergeben, dass die Aufgabe nur dann lösbar, wenn k' und k\ keine 
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reellen Schnittponkte besitzen. — Ebenso muss E' sowohl Chordale von 
{€) und (k) als von (C) und (äJ sein, das heisst E' ist Chordale von (k) 
und (A;,) und dadurch eindeutig bestimmt, wenn (k) und (X^i) als gegeben 
vorliegen. (C) wird in analoger Weise wie früher bestinunt; auch hier er- 
hält man nur Lösungen, wenn (k) und {k^) keine reellen Schnittpunkte be- 
sitzen. — -E* kann in beiden FäUen willkürlich parallel zu E* respektive 
E* gewählt werden; wählt man ^* speziell so, das E^ respektive E' die 
Entfernung von (C) und E^ halbiert, so decken sich die Bilder mit den 
Umlegungen der Originalkreise. 



Eine Aufgabe ans der Schattenlehre. 

Von Dr. Chr. Beyel in Zürich. 

In den mir bekannten Lehrbüchern über Schattenkonstruktionen ver- 
misse ich — abgesehen davon, dass diese Lehrbücher der Affinität, Kol- 
Uneation etc. zumeist sehr . 
behutsam aus dem Wege 
gehen — einen Punkt, 
der mir bei den Kon- 
struktionen des Schlag- 
schaltens sehr wesentlich 
erscheint. Es handelt 
sich gewöhnlich darum, 
den Schlagschatten auf 
verschiedene Ebenen zu 
finden. Beschränken wir 
ons zunächst auf zwei 
Ebenen, so fallt ein Teil 
des Schattens — soweit 
er sichtbar ist — auf 
die eine Ebene. Ein an- 
derer Teil fällt auf die 
zweite Ebene. Die zwei 
Schattenfiguren treffen 
sich in der Schnittlinie 
der Ebenen. Es empfiehlt 
sich nun die Konstruk- 
tion mit der Bestimmung 
dieser Schnittpunkte an- 
zufangen. Ich will zeigen, wie dieselben stets sehr schnell gefunden werden 
können. 

Wir wollen — der Einfachheit wegen — annehmen, dass die Ebenen, 
auf welche der Schlagschatten fällt, Grund- und Auftissebene seien. L sei 
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der leuchtende Punkt und S sei die Kurve des Eigenschattens.' Dann 
legen wir eine Ebene durch L und x und konstruieren ihre Schnittpunkte 
mit 6'. Die Schlagschatten dieser Punkte liegen in der or-Axe. 

Die Konstruktion gestaltet sich besonders einfach, wenn — wie ge- 
wöhnlich — paralleles Licht angenommen wird, und wenn die Projektionen 
der Lichtrichtung mit der x-Axe Winkel von 46^ bilden. In diesem Falle 
haben alle Punkte, welche gleichweit von den zwei Projektionsebenen 
entfernt sind und im ersten Quadranten liegen, ihre Schlagschatten in der 
X'Axe, Der Ort dieser Punkte ist eine Ebene // durch Xy welche den 
ersten Quadranten halbiert. 

Jede Gerade enthält einen Punkt dieser Ebene H, Wir finden ihn, 
indem wir zu einer Projektion der Geraden in Bezug auf die x-Axe die 
orthogonal symmetrische Linie zeichnen. Sie triflPt die andere Projektion 
in dem erwähnten Punkte. Kennen wir zwei Projektionen der Selbst- 
schattengrenze Sj so zeichnen wir zu einer in Bezug auf x die orthogonal 
symmetrische Figur. Sie schneidet die andere Projektion in den Punkten, 
deren Schatten auf x liegen. Wir wollen diese Punkte die Qrenzpunkte 
fdr den Schlagschatten nennen. Sie teilen S so, dass ein Teil von iS seinen 
sichtbaren Schatten auf die Grundrissebene wirft und der andere seinen 
Schatten auf die Aufrissebene. Wir müssen nur den Schlagschatten von je 
einem dieser zwei Teile konstruieren. 

Liegt S in einer Ebene i?, so zeichnen wir am besten die Schnitt- 
linie h dieser Ebene mit der Ebene H. Auf h liegen die Grenzpunkte. 
Wir wollen zum Schlüsse zeigen, mit wie wenig Linien die Konstraktion 
der Grenzpunkte für den Kugelschatten ausgeführt werden kann. 

Die Ebene des Selbstschattenkreises wird durch die Spurparallelen s^s^^ 
welche durch den Mittelpunkt M der Kugel gehen, bestimmt (siehe vorstehende 
Figur). Die orthogonal symmetrischen Linien zu s/', s^ schneiden 5|', Sg" in den 
respektiven Punkten P, Q der Linie h. Ihre Umlegung (ä) giebt die 
Schnittpunkte (x, H der Geraden h mit dem Selbstschattenkreise. Ihre 
Schatten sind die Grenzpunkte des Schlagschattens. 



Beriohtigung. 

In Heft 1, S. 60, Olcichung 2) muHs rechts beim zweiten Faktor des zweiten 
(iliedeö der Exponent 2 gestrichen und beim dritten Gliede der Koeffizient p 
hinzugefügt werden. 
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Die Transformation und Auflösung der Oleichung 
fünften Grades in elementarer Darstellung. 

Von 

Dr. "W. Heymann 

in Chemnitz. 



Solilu««. 



14. AuflÖBiing der Hauptgleichung. 
Wir fanden für die Hauptgleichung: 
2) 
die Zerlegung: 

11) 

wobei 



f+5ay*+bby + c = 



48) 
Weil nach 16): 



«8 = H — — — • 



p=i(s + yr), 



SO ergiebt die Zusammenstellung: 

64) t/ = - 2 

und wird noch 

berücksichtigt, so erscheint der Ausdruck: 

S8fW+tWySrf 



3sf+tV'6rf 



H 



65) 



y = -2. 



H 



Hier sind für f, H, ty W die früher angegebenen Formen ein- 
zutragen, während das Verhältnis y^ : y^ der Ikosaedergleichung 37) zu 
entnehmen ist; die übrigen Grössen sind in Abschnitt 6 einzusehen. 
Es ist wichtig zu bemerken, dass die Irrationalität 1/3 r/' nur eine 
scheinbare ist. Beachtet man nämlich einerseits die Beziehung: 

Zeitsohrift f. Mathematik n. Physik. 48. Jahrg. 1897. 8. Heft. 8 
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42) h,-h,^xyr, 

WO X das r nur rational enthält, anderseits die Gleichung: 



39a) Äi~Ä,=: _. 

so wird: ' ^ ' 

66) |/3^: 



T 



24k/'« 
thatsächUch rational. 

Bevor wir die transcendente Auflösung der Ikosaedergleichung in 
Angriff nehmen, womit obige Lösungen erst ihren definitiven Ab- 
schluss finden, sei über allgemeine Gleichung fünften Grades: 

1) x^ + a^x^ + a^x^ + a^x^ + a^x + «5=0 

folgendes bemerkt. Die Tschimhaus- Transformation, vermöge welcher 
die Gleichung 1) auf eine Hauptgleichung reduziert wird, besitzt jeden- 
falls die Form: 

67) x^\+h,y + b,y^+b,y^+ \y\ 
wobei nun 

11) y = pni + Q% 

zu setzen ist. Aber das Ergebnis kann nach den Auseinandersetzungen 
in Abschnitt 4) umgestaltet werden in 

68) X = An^' + Bfi,^ + Dri, + Eri, + F, 

wobei die A bis F rational aus a^ bis a^ zusammengesetzt sind und 
ausserdem neben der Quadratwurzel aus der Discriminante der Gleichung 1) 
die in Abschnitt 2 erwähnte accessorische Irrationalität ent- 
halten. Mit a^ verschwindet gleichzeitig F^ mit a^ verschwinden A und 
jB, das heisst, man kommt zur Hauptgleichung zurück (vergl. A. 14 
und 15). 

16. Die DifTerentialresolvente der Ikosaedergfeiohiing. 

Man frage nach der linearen Differentialgleichung (Differential- 
resolvente) zweiter Ordnung, welche die Veränderlichen y^ und y, als 
Fundamentalintegrale besitzt, das heisst also, nach der Differential- 
gleichung, welcher die Wurzeln des Gleichungssystems: 

69) KVi^Vt)-^ und H(jf^,y;)^u 

genügen, unter /*, H die Formen 35) und 38), unter k eine Eonstante 
und unter ti die unabhängige Veränderliche verstanden. Es ergiebt 
sich unmittelbar: 



20T 



i^dy^ cf 



du dy^ 



du dyi 

wobei sich T als Funktionaldeterminante von f und H herausstellt 
und ausgeführt mit dem Ausdruck 40) zusammenfallt. 
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Eine nochmalige Differentiation nach u liefert: 



T* 



d*yi 



-^^•fe-^^'V. (-1.2) 



du* du du 400^ 

WO -ff' die Hessesche Determinante von f wird und ausgerechnet 
genau mit dem früheren H übereinstimmt , weshalb auch der Strich 
wieder unterdrückt werden kann. Beachtet man die Identität: 

43) T*=12^f^-H^ 

und ersetzt u durch H, so gelangt man zur Differentialresolvente 
der Ikosaedergleichung: 

11 

400^ 



70) 



(12Y^-^3)|1?.- 



\H^4^ + i^Hy^0, 



welche y^ und y^ als partikuläre Integrale besitzt. 
Führt man den Ikosaederparameter 

53) J=J^. 

als neue Veränderliche ein, dann entsteht die Diflferentialgleichung der 
hypergeometrischen Reihe: 

71) J(l-J)-g;+[y-(a + /J + l)J]^-«^y = 0, 

in welcher die Elemente er, /J, y folgende Werte haben: 



72) 



11 

6Ö' 



ß 



1 2 

6Ö' y=^V 



und damit ist alles in wohlbekannte Bahnen geleitet. 

Streifen wir auch kurz die Verallgemeinerung, welcher der obige 
Ansatz fähig ist. 

Es mögen f und H irgend zwei homogene rationale Funktionen 
der Veränderlichen y^ und y^ vorstellen, und man setze wie oben die 
beiden Gleichungen 69) an. Jedenfalls existiert jetzt eine homogene 
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, für welche y^ und y, 
zwei wesentlich verschiedene partikuläre Integrale vorstellen; es fragt 
sich nur, wie f und H beschaffen sein müssen, damit die Koeffizienten 
dieser Differentialgleichung rationale Funktionen der unabhängigen 
Veränderlichen u = H werden. 

Setzt man /"vom Grade n voraus, so liefert derselbe Differentiations- 
prozess wie vorhin die Beziehung: 



73) 
wobei 

74) 



■'iL' ' 



F = 



1 dCr* 

du* ' 2 du 

_aY_ _aY 



dy F 

du "*~ w-l^ 



G^ 



IL 
dn 



= 0, 

cH 



Lässt man nun F mit H bis auf einen numerischen Faktor zu- 
sammenfallen und berücksichtigt nur solche Fälle, in denen G^ rational 



8* 



Digitized by VjOOQIC 



116 Die Transformation und Auflösung der Gleichung fünften Grades ete, 

durch / = /j und H^u ausdrückbar wird, so stellt 73) in der That 
die gewünschte Differentialresolvente des vorliegenden Formeu- 
problems dar. PäDe der gedachten Art können aber, wie von anderer 
Seite her bekannt ist, wirklich eintreten, und zwar kommen hier 
dreigliedrige Identitäten von der Form: 

75) G^=kH^ + iif' 

in Frage. Da f vom n*^^ H vom 2(w — 2)*^^ G vom 3(« — 2)*^'^ Grade 
ist, so bestimmt sich die ganze positive Zahl v durch 

76) • v^^^, 

und es ergeben sich für w = 3, 4, 6, 12, das heisst v = 2, 3, 4, 5 
die einzig möglichen und wirklich vorhandenen Fälle. Insbesondere 
gelangt man zu den Formen der regulären Polyeder mit ihren 
Resolventen und erzielt eine definitive Auflösung durch die hyper- 
geometrische Reihe, deren Elemente die Werte: 

nn\ n-l ^ -1 2 

77) «=6(«--2)' ß-^n^y ^==3 

haben (vergl. A. 12). 

Unser Ansatz lässt sich auch auf ternäre Formen ausdehnen, 
sobald das volle Formensystem durch die Originalform und drei zu- 
gehörige Kovarianten abgeschlossen ist. Es erscheint zweckmässig, 
das Problem dadurch zu reduzieren, dass man eine der Formen der 
Null gleich setzt, eine Beschränkung, deren nachträgliche Aufhebung 
möglich und besonders bemerkenswert ist. Verschwindet die Original- 
form, so findet zwischen den drei Kovarianten eine dreigliedrige 
Identität statt, genau wie bei binäroi Formen, und zwar ergiebt sieh, 
wenn n den Grad der Originalform bezeichnet, der Exponent v der 
ersten Kovariante aus 

78) « = ?&=-), 

weshalb hier nur die Fälle w = 3, 4, das heisst v.== 6, 7 möglich sind. 
Thatsächlich erledigt man auf diese Weise die ternären kubischen 
Formen ganz allgemein, dann die besondere Form: 

und endlich jene ternäre biquadratische Form: 

9 = yi*y2 + ys^»3 + 2/3^^1; 

welche der linearen Substitutionsgruppe vom 168. Grade angehört. 

Die Düferentialresolventen werden entsprechend von der dritten 
Ordnung, und man gewinnt, was die letzte Form angeht, sehr leicht 
jene DiflFerentialgleichung, welche Brioschi und Hurwitz unter an- 
deren Gesichtspunkten in den Math. Annalen, XXVI. Bd. S. 106 und 117 
gefunden haben. — Wir wollen indessen diese abseits liegenden 
Fragen hier nicht weiter verfolgen. 
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16. Die Resolventen der rj höheren Grades. 

In den folgenden drei Abschnitten sollen einige Fragen erledigt 
werden, die zwar nicht die Gleichungen fünften Grades, wohl aber die 
Transformationstheorie, beziehentlich die iy- Resolventen im allgemeinen 
betreffen. 

Am Schlüsse des dritten Abschnitts haben wir bereits angedeutet, 
dass man zwei in der Form völlig übereinstimmende Gleichungen 
(2» + 1)**" Grades mit einem wesentlichen Parameter durch die Integrale: 



79) 



hi^-xßui-tdydt, (i-h^) 



definieren kann. Wir wählen x so, dass mit &=1 gleichzeitig A,= l 
werde, mithin i 

80) i = x/[g(i-0]"rfe, 



das heisst: (2n+l)! 

^ ^ "n! nl' ' 
Diese allgemeinen £-Resolventen sind dann durch die Beziehung 

aneinander gebunden, und ihre absoluten Pai*ameter sind Komple- 
mente, also 

5) Ä, + Äg = l. 

Für ti^V^^ gelangen wir zu den verallgemeinerten iy -Resol- 
venten, die im Falle w == 2 genau mit den betreffenden Resolventen 
fünften Grades zusammenfallen und mittelst 

ineinander transformiert werden können. Die Form einer solchen 
i?-ßesolvente ist: 

81) Ai2«« + *+ anr+^n^iV^'-' + '-'+f^iV + «0=0, 

wobei die a nur von n abhängen, während die n- Koeffizienten der 
Potenzen ?;** bis iy"+* überhaupt nicht vorhanden sind. 
Aus den ?^- Resolventen lässt sich yermöge 

11) y-pni + arii 

eine allgemeinere Resolvente mit drei Parametern zusammensetzen, 
in welcher die Potenzen j/^" bis 2/*+^ fehlen, und zwar deckt sich bei 
den Gleichungen fünften Grades diese Resolvente mit der Haupt- 
gleichung; bei den Gleichungen höheren Grades erreicht man eine 
entsprechend allgemeine Form natürlich nicht. 

Es möge noch die symmetrische homogene Resolvente Platz 
finden, welcher das Verhältnis der beiden ?j genügt. Sie lautet (vergl. 
Nr. 13): 
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11g Die Tronsfonuation und Anflösung der Gleichung fünften Grades etc, 

und geht aus (Vi + %Y-0 

hervor, falls die ersten (n + 1) Glieder mit dem Faktor /*|, die letzten 
(n + 1) Glieder mit den Faktor — h^ versehen werden. 

Auch die Resolvente von Brioschi findet hier ihr Seitenstück. 
Setzt man wie in Abschnitt 12: 

83) Si-ia-f), resp. £, = i(H-t;), 

so entsteht: « » 

1 —1 

aber diese beiden Gleichungen sind wegen der Bedingung 5) von- 
einander nicht verschieden, sie können zusammengefasst werden in 

V 



und dieses ist die betreflFende Resolvente (2n + 1)*«" Grades, in welcher 
gerade Potenzen nicht vorkommen, abgesehen vom Absolutglied, 
welches den wesentlichen Parameter der Gleichung bildet. Der Über- 
gang zu den iy- Resolventen wird durch 

85) ^^ÜLZl^^lulK 

^ Vi Vi 

vermittelt. — Bildet man die Ableitungen von h nach g, ij oder i\ so 

erhalt man natürlich binomische Ausdrücke, weshalb auch die Dis- 

kriminanten aller dieser speziellen Resolventen die Gestalt eines 
Binoms erlangen. 

17. Resolventen der ij "^om siebenten Grade. 

Betrachten wir kurz den Fall n = 3. Aus 79) ergiebt sich fiir 
^^^f^—i unmittelbar: 

86) Ä^iyJ = 35i?i3 - 84rj* + 70iji - 20, 

und hieraus leitet man mittelst 4) noch die simultanen Resolventen: 
I Kv.'v, = 351,,« -49fi, + v,+ 20, 

ab; andere entsprechende ergeben sich durch gleichzeitige Yertauschung 
Ton tji mit i}( und A, mit 7i,. 
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Die Resolvente in v wird nach 84): 

88) bv'- 2lv^+ 35t;»- 35t; + 16(1 - 2\) - 0. 
Bestimmen wir nun die Koeffizienten einer Gleichung: 

89) y^+Tay^+7by^+7cy + d = 
derartig, dass ihr die lineare Verbindung 

11) y-pni + 9n% 

genügt. Genau dieselben Prinzipien, welche wir bei den Gleichungen 
fiinften Grades (vergl. Abschnitt 5) in Anwendung brachten, liefern hier: 

p*K\Sp - 52) - q^KK^p - 3g) = ^b, 

90) ' { p*hr'(p*- 4pq + 5««) + g*h^^iöp*-4pq + ?«) = - ^c, 
p*h^^(y- lp*q + 2lpq*- 35g») 

- q*hr^iS5p*- 2lp*q + 7pq>-^) = ^rf, 

und nimmt man die Koeffizienten a, b, r, d als gegeben an, so lassen 
sich die Grössen /4, h^] Py q leicht berechnen. Aus den ersten beiden 
Gleichungen ergiebt sich: 

A 4ta{6p-3q)-bb^ ^ 4a(3p-6g) + 55' 



91) 



fährt man diese Werte in die letzten beiden Gleichungen ein und setzt: 

16) P-i=Vr, P + q = s, 

so folgt: 

92) 20ar + 665 — 4c = und lObr + lOcs - rf = 0, 
woraus: 

93) 



1 &d-8c» 



2^ ad—2hc 

lÖ* 6'-4ac' *' "~ """6 * 6'-4rtc' 

Infolgedessen gehen die Ausdrücke für die absoluten Parameter 

über in: / lois+yVy-yV 



94) 



K- + 



4a(» + 4Vr )-56 

io(8-y7y-v7 . 

4a(s-4]/r)-66' 
sie sind also einander konjugiert und führen, in die Gleichung: 

5) h + h^^l 

eingesetzt, zu jener rationalen Bedingungsgleichung zwischen 
den Koeffizienten der Gleichung 89), unter welcher diese in die iy- Re- 
solventen siebenten Grades transformiert werden kann. — Berücksichtigt 
man die Beziehungen 11), 16) und 85), dann gelangt man zu 

95) y-^-t^, 

womit die Gleichung 89) auf 88) reduziert ist. 
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Die Auflösung der speziellen Resolventen in rj und v soll hier 
nicht weiter verfolgt werden; es möge aber noch jene Besolvente 
siebenten Grades mitgeteilt werden, welche unter transformations- 
theoretischen Gesichtspunkten jener fünften Grades von Gordan und 
Klein entspricht (vergl. Abschnitt 13). Sie wird charakterisiert durch 
q=Py das heisst ihr genügt: 

96) y ^p(rii + %) -PViV% = yz~,*^ 
und ihre Form ist: 

97) h, \ if - 35 pY - 56p^y^ - UOp^y - 400^?' = 0, 

oder einfacher, z. B. für p = -^y 

98) Ky'- 35y»~ 28 j/«- 35y - 50 = 0, 

wobei K=^\6hji^ den einzigen wesentlichen Parameter vorstellt. 

18. Besolventen der t} f&r die Gleichung 
sechsten Grades. 

Verlangt man von der Hauptgleichung sechsten Grades: 

99) y'+ Gay^+ 6by^+ 6cy + d^ 0, 

dass sie die wesentliche Eigenschaft einer ly-Resolvente annehmen, 
das heisst, dass sie vermöge der Substitution: 

yz=^y + a 
in eine Gleichung derselben Form übergehe, so bleiben nur noch 
zwei Parameter willkürlich, wie denn auch eine Reduktion der Gleich- 
ung sechsten Grades auf eine Resolvente mit nur einem Parameter 
bisher nie erreicht worden und höchstwahrscheinlich unmöglich ist. 
Indem wir des weiteren ähnlich wie in Abschnitt 3 vorgehen und die 
j/, z mit 1^1, fi2 vertauschen, gelangen wir zu folgenden i^- Resolventen: 

«) Ä.,,« - 10(1 + ^)V + 15(2 + (/)•?!* 

- 6(5 + </)i?, + 10 = 0, 

ß) h,m' -mi-gW + 15(2 -ff)ri^ 

- 6(5-^)%+10«=0, 
wobei 

101) Äi = -2(Ä + .9), K = ^ih-g) 

und 

4) ViV2-Vi+Vi' 

Die Grössen ff und Ji oder auch (/, ä^, h/^ letztere jedoch mit der 
Bedingung: 

102) K-h-y 

sind die absoluten Parameter. Indem g einfach das Vorzeichen 
wechselt, verwandelt sich eine Resolvente in die andere. 

Man kann sich noch die simultanen Resolventen mit i^i^ij^? 
Vi^%^} etc. verschaffen und sodann mittelst: 



100) 
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11) y-pni + Q% 

eine neue Gleichung, die Hauptresolvente, zusammensetzen, welche 
genau so allgemein ist wie 99). Wir unterlassen es, die weitere 
Rechnung durchzuführen, da eine Auflösung der einen oder anderen 
Resolvente zur Zeit nicht geleistet werden kann. Immerhin dürften 
obige Resolyenten vom Gesichtspunkte der Transformationstheorie aus 
Interesse gewähren. 

Um hier nur eines zu erwähnen, sei auf die Jerrard-Trans- 
formation hingewiesen, vermöge welcher die reduzierte Form: 

103) i/+ 66y«+ 6cy + d = 

hergestellt wird. Verschwindet nämlich a, so ist in der Hauptgleichung 
2;y'=0; anderseits ist in der Hauptresolvente: 

i:f^p'Uf,,'+ q'un^- mp'hr'a + 9) + a'K'O^ - 9)1 

und hier kann die Klammergrösse dadurch annulliert werden, dass 
man das Verhältnis p : q aus einer rein kubischen Gleichung be- 
stimmt (vergl. Abschnitt 9). 

Von den simultanen Resolventen seien zwei angeführt, die 
sich durch ihre Symmetrie auszeichnen und daher sofort eine Ver- 
allgemeinerung auf den Grad 2n zulassen. Die eine lautet: 

}hrii'+ Q\ni'nt + 15*1 ^i'V+ io(Ai + K- \)viW 

sie ist homogen in den iy, aber nicht homogen in den Ä, und sie 
hängt deshalb im Gegensatz zu der entsprechenden Gleichung fünften 
Grades (vergl. Abschnitt 4) von zwei Parametern ab. 
Die andere hat folgende Gestalt: 

105) Aii^i» + Ä^i22* + ^hVi^ + ^hVi^ + 6Ä^i7i + 6h^ri^ - 20 = 
mid repräsentiert eine Kurve dritter Ordnung, welche mit der in 4) 
enthaltenen Hyperbel ^ ^ _ ^ n 

sechs Schnittpunkte liefert, entsprechend den sechs Wurzeln der 
einen oder anderen iy- Resolvente. 

Bemerkenswert sind gewisse spezielle i^- Resolventen mit nur einem 
Parameter, z. B. jene für flr == ± 1 oder Ä = ± 1 u. s. f. Auf erstere 
wird man gefuhrt, wenn man gleich anfangs von einer Gleichung 
sechsten Grades mit a = ausgeht, und aus ihnen können mittelst 
der Substition 11) neue Resolventen zusammengesetzt werden, die 
indessen allesamt mangels eines zweiten Parameters nur Sonderfalle 
der Hauptgleichung 99) vorstellen. 



104) { 
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Loci of the equations p = ^"e and p = (p'ti^'e. 
E. W. Hydk, 

Cincinnati, Ohio, U.S. A. 



We will consider the siguificance of these equations in two and 
three dimensional space^ beginning with the former. 

The letter p represents a variable point generating a locus ^ q) and 
tl; are linear point Functions^ 6 is a fixed point^ and u and v are 
scalar functions of x and y respectively, whieh are real scalar 
variables. 

Let Cq, €i, e^ be reference points for two dimensional spaee, and 
let US write 

1) e = n^Co + w^Ci + w^e,, 

the n's being scalar. tp will be defined by the equation 

in which the As are scalar; so that ^ 



We will first treat the case when w = .r, and afterwards consider 
cases when u is such a function of x that some of its values are 
imaginary. 

Only real values of x will be considered. We are then first to 
discuss the equation ^ 

4) p = qfe '^^Ä'ne. 



In this equation p cannot be a unit point, for this would require 

2 

that the condition ^A'n = should be satisfied, which woidd not allow 



the Variation of x. When x = 0, p =^ e, so that the curve always 
passes through e. 

Diflferentiating 4) we have 

5) Jl = (rlog9>)e =2!i^'ne\ogA). 
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If p were a unU point, ^ would be a point at oo on the tangent 
line to the locuS; i. e. a yector |{ to the tangent at p, but as the tveight 
as well as the positiou of p varies, ^ is some finite point on the 
tangent line. The tangent line will therefore be 



6) 






A 

A 



A 



+ Jj*^*«,»„log^ • e,Co. 



The tangent line cuts the sides CjC,, e^e„, e^Cy of the reference 
triangle in the three points 



7) 



dp 
dp 

Pdx 

dp 

Pdx 



^i'»»i log "1' • e, - A,'n^ log ^ 






A, "> 



,^. 



-e, 



= 4,'njog ^ • Co - A'«i log ^' 
If Up designate the unit of p, then üp = g>*e^~ ^Ä'7i, 



dUp B,{e,-e,) + B,(e,- 



•g,) + ^,(g^-fo) dx 
' dt 



^) ^dt \£Afij^ 

in whieh jB,,, JB^, JB, are the coefficients of e|C„ CgC^,, Cq^, respectively, 

in equation 6). , /^ is the velocity of /> as it generates the curve. 

We will now apply these results to the determination of the 
nature of the curve. In the first place the yl's raust always be 
positive in order to exclude imaginary points, and we shall assume 
for convenience A < ^ < A 

which simply arranges the curve in a certain way as regards the 
reference triangle. If the w's are all positive e is inside the reference 
triangle; if n^ is negative e has passed outside the triangle. In fact 
the four points 

Bq, £ne, n^Cj + f^Ci and — HqCq + n^c^ + t^r^ 

form a harmonic ränge, so that, if the curve be constructed with positive 
values of the w's, the other cases may all be found from this. If Hq 
be negative draw any ray e^f, £ being some vector, cutting the curve 
already constructed in p, and the si'de e^e^ in Po**<^i^i5 *h^^ ^^® fourth 
harmonic to Cq, Pj e^s-e^e^ will be a point of the locus required. 
The same method of course applies mtUatis nnUamlis when n^ or n^ 
is negative. 
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Loci of the equations p — tp^e and p — tp*^**e. 



Case (a) [see Fig. 1]. The n's all positive. When x=^ — oo, A^' 
and A^' become indefinitely small conipared with Aq* and hence p 
approaches indefinitely near to c^, which is its limiting position. When 
X ^ 0, j|) = e. When x =^ cc, A^ becomes indefinitely larger than A^ 
or A^^ and hence j} approaches coincidence with c^. This includes 
the whole ränge of real values of t, so that /> never goes outside the 
reference triangle^ but starts from c^ and stops at c^, By eq. 6) the 



Fig. 1. 




tangent lines at e^ and e.^ are e^c^ and e^e^ respectively. By eqs. 7) 
the tangent line cuts e^e^ between e^ and e^^ e^e^ between t*y and e^, 
and e^e^ at some point not between e^ and e^. Eq. 8) shows that the 
velocity of p approaches zero near e^ or C2, as must evidently be the 
case. The curve is shown in Fig. 1, e being taken as the centroid 
of the triangle. 

Case (ft): Wq negative. The curve will be as shown in Fig. 1. It 
has an asymptote parallel to the line joining e^ with the point where 
the curve (a) is cut by the line (^0+ ^i)(^i+ ^o)- 
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Gase (e): n^ negative. The eurve will have three forms aceording 
as the curve (a) cuts the line (e^ + ej(e| + e^) in two real, eoincident, 
or imaginary points. The last form is shown in Fig. 1. In the first 
form the eurve has two branches, and two real asymptotes parallel 
to the lines joining e, with the points where the curve (a) cuts the 
Ime (e^+ e|)(e, + e^). The second form is parabolic, and has a double 
point at infinity on the line joining e^ with the point of contact of 
the curve (a) with the line (e„+ e^){e^ + e2). 

Gase {(l): n^ negative. The curve is of similar character to the 
curve (6). It has an asymptote parallel to the line joining e^ with the 
point where the curve (a) cuts the line (Ci + 0(^2 + ^o)? ^ shown in 
Fig.l. 

Let US now consider the case when ii in eq. 3) is some function of rr. 
If it is such a function that u may have all values from — oo to +qo, 
then the locus of p will be the same as when w = x, though a part, 
or the whole of the curve may be repeated two or more times. If 
however ti is a function some values of which are impossible, then 
the locus of p will be a portion of one of the curves already dis- 
cussed. Suppose for instance, that we have 



u •= sin X, or w = sec x, or i^ = Ya^ — x^. 

In the first case u cannot be greater than 1 nor less than — 1, 
and hence the locus is that portion of the curves already considered 
lying between the points (pe and (p^^e. In the second case u has 
all values except those between — 1 and + 1 ? and hence the curve 
consists of two parts, one extending from Cq to (p~^e and the other 
from (pe to c^. In the third case the curve only extends from ^—^c 
to (ffe. If we assume 

9) u^mx± W- (^'- «i*)(a;'- «i') . . . (a;* - a«*); 

then m and h can be so taken that m will be now real, now imagi- 
nary, in succession, and the locus of p will consist of a series of dis- 
connected portions. 
For instance, if 

« = *±iiöV(a;»-l)(a:»-4)(9-a;«) 

the curve will consist of three parts extending respectively from a 
point very near to tp^^c to one very near to <p^^e, from one very 
near to q)^^e to one very near to (pe, and from one very near to 
9*e one very near to <p^e. 

We will next consider the corresponding equation in three -dimen- 
sional space, viz. 3 

10) p«9?«'e=^^''Me. 
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■ As before we treat first the case when m = a;, and have, for the 
tangent at py the line 

in which l and k are to have all values from to 3. Of course tenns 
in which l^h will disappear^ because C4ßA=0. The point where the 
tangent line pierees the reference plane e^e^e^ is 



dp 



A . /, J_ J «•. ^r.r, -4» . y> J_ J X*, 1^« A 



12) i>^ ^o=^i'Wilog:i;-^i + -l/W2log^f?, + ^3'n3log2.f'3; 

and the points where the tangent pierees the other faees of the re- 
ference tetrahedron may be found from this by cyclic permutation of 
the Suffixes. 

If AQ<.A^<iA^<A^y the curve will start at e^, when a: = — oo, 
in the direction of c^e^y and reach e^y when a: = oo, in the direction 
of e^e^. 

As in the previous case the nature of the curve will depend on 
the location of the fixed point Oy i. e. on the signs of the n's. If e 
is inside the reference tetrahedron, the curve will be whoUy within 
this tetrahedron; and in any case ;> will be confined to the same region 
of Space which contains e, if we understand by a region of space 
the locus of all points abtained by assigning positive values to the 
n's in such an expression as n^e^— n^c, + w^^gH- n^e^. There are eight 
such regions, and therefore eight curves, which are all harmonically 
related, so that, one being giveu, all the rest may be constructed from 
it. We will designate by (- the curve mentioned above for which e 
is inside the tetrahedron c^eyC^e^y and will use 6q, ...C,, Cq,, Cq^, C^j, 
to designate the others, the suffix indicating which term, or terms, 
of the value of f . is negative. 

The curves C^ and 6j are of similar character, each having a 
Single asymptote parallel, in one case, to the line joining e^,, with the 
point where C pierees the plane (cq + ei)(«o+ ^2)(^o+ ^s); *^^ ^^ ^'^ 
other to the line joining e^ with the point where (' pierees the plane 

(^3+^'o)(^'8+C,)(e8+C2)- 

The curves Cj and C\ are also of like character and have each 
two asymptotes, real, coincident or imaginary, according as the 
respective planes (e^ + c^){ey + e^){e^ + e^y or (c^ + e^){c^ + eQ){e^ + e^y 
cut the curve C in two real, coincident, or imaginary points/ 

The curves C^i and Cqj are of like character, each having a 
Single asymptote whose direction may be thus found. Let p^^ be the 
point where 6' pierees the plane (co+ ßs)(c3 + <^i)(ci+ ej, then the 
asymptote to C^j is parallel to the \vi^Q Pi^tC^e^' p^e^Cy The direction of 
the asymptote of 6^, may be similarly found. 

The curve Cq, has two real, coincident, or imaginary asymptotes 
according as the plane (^0+ ej(ei + Cj)(ej+ ^a) cuts the curve Cm 
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two real, coincident, or imaginary points. If these points, when real, 
are p^ and p^, then the two asymptotes will be parallel to the lines 

«spectiyely. Pi^i^Pi^^^o a°d P,e,e,. P,e,e, 

If we now give to u the form of eq. 9); then, as in plane space, 
the eurve will be made up of detached portions of the curve obtaioed 
when u = X, each portion being a double line, because, in general, 
the same yalue of u is found from two diflferent values of x. 

If two A's become equal in eq. 3), say ^q = ^,, then the curve 
reduces to a straight line, in this case 

If -4q = -4j in eq. 10), that equation may be written 
13) p = A^^in^e^ + n, e,) + ^"e, + A"^^; 

which representa a plane curve of the same kind as that of eq. 3), 
starting from n^e^+n^e^ and ending at e,. 

If u is of such form that its only real values lie between — a 
and +a, say a-^c^^mx-, 

then the ends of the curve, q>~'^e and g?*»^, may be chosen arbitrarily, 
90 long as they are in the same region, as previously defined. For let 

p^ =-Zle and />, -- Em e 
be two arbitrarily chosen points; then 

a Bin -— 
a«in — 

and p^ = £me= q> ^ e— (p^'e -^ £-j^e. 

Iq=- Aq^^Hq, \ = ^^«w, , etc. 

and Wq = -4^"*Wö, m^ = A^ ~°'^xj etc. 

Wü=V^o*>*o7 Wi = ]//iWi, etc. 

^^ A = |/i' A = |/i' etc. 

Thus real values of the A'^ and n s will be found whenever the 
corresponding f's and m's are of the same sign, i. e. when p^ and i)^ 
are in the same region. 

Equaücn p ^ q>"^^e. 
We will first consider the case when m = x, and v == y. Let 

g>0-^^e,'ek\0, and V^Q =^^,6*.e*|(), 
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s 
while as before e=^^njtejt: then we are to discuss the equation 



8 

14) p = ^'^^c ==^^jfc*J5*ynxeA. 



This equation evidently represents a surface, since it contaius two 
independent scalar variables. If y be given any constant value 6|, 
while X varies, the equation p = (p'^l^^^e is of the same kind as eq. lO) 
and therefore represents a curve of the species already discussed. If 
to y be assigned a series of values b^ , . .h^ a series of such curves 
will be obtained. Similarly by assigning constant values aj . . . a« to rr, 
while y varies, a second series of curves will be obtained lying on 
the surface. Since the two curves qfmtIfVe and qr'i; »e have the common 
point qifhn'^Ke^ every curve of the System a will intersect every curve 
of the System &. Two curves of the same System can have no common 
point except the two points at which they all terminate. If the n's 
are all positive the surface will be whoUy within the reference tetrahe- 
dron, while if one or more of them be negative it will be wholly 
outside the same. The surfaces in the different regions of spaee are 
harmonically related as in the case of the curves. 

Di£Perentiating 14) we have the two points 

If = (9^*^log«Jp)^ and ^j-={qr'i>y\og^)e, 

each of which is in the tangent plane to the surface at p\ hence 
the plane is 

15) P,= 9?*^ye(9>'^»log9))e(9?*^ylog^)e, 

which cuts the edges of the reference tetrahedron at 

Pt-e^ßi, Pt'Cy^i etc. 

We proceed to show that by a proper choice of values for the 
-4's and JB's equation 14) will represent a mied surface. 

Let US express y in terms of x and a new variable g by the equation 

16) y =- mx + IS. 



Then 





Let the Ä^s and Ifs be now so taken that 
A^B^rn ^ _A^B^ ^ . ^ 

then the equation of the surface becomes 

17) p = A^-B^'-'lB^'n^e^ + B.'n^e^] + Ä,'B,"^'[B, n,e, + B,*n^e^]. 
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If in 17) some constant value be assigned to Zj while x varies, 
}) will move along the straight line 

thus, by giving a series of values to Zy a series of straight lines will 
be obtained lying whoUy in surface between the lines e^e^ and e^e^y 
and the surface may be regarded as generated by the motion of a 
straight line terminating in these edges of the reference tetrahedron. 
It is therefore a ruledy and in fact a skew surface, whoUy confined 
within the reference tetrahedron when the n's are all positive, and 
bounded by the four sects e^e^y e^e^y e^e^ and e^CQ, 
If, using as before the relation 16), we assume 

equation 14) becomes 

18) p = (A,B,'-y^B,'n,e, + (^,-B,-)'£,'c, 



which represents a cone generated by a sect whose extremities are 

2 

the point e^ and the variable point ^B'7ie. Its vertex is therefore 



at c, and it is whoUy within the tetrahedron. 

The two sets of curves obtained from the equation p = qfilfVCy 
first by assigning various constant values to x and then to y, may be 
arranged in three different ways as regards their terminal points. 

!•* The initial and terminal points of both sets may coincide. 

2"^ The two sets may have one terminal point in common, and 
the other different. 

3^ One set may have both of its terniinals different from those 
of the other. 

In any one of these cases the constants may be so taken as to 
nidie the surface a ruled surface. 

Surfaces which from their equations, written in the form 

appear to be different, may in fact be identical, though the sets 
of curves x =- a^y a^ . . ., y = \y '>2 • . • will be different; for it appears 

from eq. 17) that, so long as the two ratios -~ and ^-remain unchanged, 

the rectilinear generators of the surface will be the same, and there- 
fore the surface identical no matter what values be assigned to A^y 
B^j A^ and 1?,. Changes in these last however may affect materialiy 
the curves j: = a^, a^, . . ., y = 6^ , fcg; • • • For instance the two equations 

19) p = 1'. 9^6^ + 2*' 4^6^ + 3*- 3ve^ + 4*- 2^63, 
and 

20) p = 1*. 3y^o + 2'- 4^61 + 3'- ive^ + 4'- 2»e^y 

Zeitochiifk f. Mftthematik n. Physik. 43. Jahrg. 1897. 3. Heft. 9 
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Loci of the equations p = qp«ie and p = (p jp^'e. 



Fig. 2. 




^-Zj^lf^A-J/*- 



Curve JhJklh i^ section by a horizontal tangent plane. 
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both represent the same surface, which is shown in figure 2, though 
the two Systems of curves in 19) are conterminal, while those in 20) 
ierminate in Cq and e^, and in e^ and e^ respectively. 

Let US designate by S the surface (p^xlfVe when the w's are all 
positive, by Sq the surface when Hq is negative and the other n's 
positive, etc. All the surfaees will be whoUy exterior to the reference 
tetrahedron except S, which is whoUy interior. The surface Sk, 
(i = Ö, 1, 2, 3), will have an asymptotic surface of which a cone- 
director will be the cone whose vertex is at cm and whose directrix is 
the section of S by the plane which bisects the three edges of the 
reference tetrahedron which meet in ejt. The surface *S»^i will be 
asymptotic to a ruled surface whose generators are parallel to those 
of the skew surface whose directrices are e^^e^, e^e^ and the section of 
S by the plane which bisects the four edges e^e^, e^e^, e^e^ and e^e^, 
The other two surfaees of this kind Sq2 and Sq^ possess similar 
asymptotic properties obtained by simple interchanged of Suffixes. 
If S is a ruled surfaees one of these three bisecting planes of the 
tetrahedron will cut a generator from S, so that the director surface 
in this case will be of the second order. 

We will consider now the more general case 

when u = f^x and v =^f^x. Suppose first 

21) w = asina;, i; = fesinj/; 

then all real values of u lie between a and — a, and all real values 
of i' between h and — 6, hence the surface is a curvilinear quadrilateral 
whose Corners are at 9)"^*e, 9>"^~^ 9"'*^*^, g)~"^~*6. If we write 

it = a sec ic, V =-h sec y , 

we have the case just reversed, and the surface has a quadrilateral 
hole through it, the boundaries being the same as before. If 

we have two triangulär strips with comers at 

()P"^*e, 9?«'^*e, g)—«^*, and at g)<*^-*f', (p^ip-'^ej 9>~«^-V, 
respectively. Finally if 

\ u^mx±]c V-(x*- ai*)(:^- «/) • . • (x'- aj) 
j r = m'y ± k' K^"'- ^*) (?/* - V) • • • (?/*- '>«") 

the surface may be broken up into a checkerboard patteni of separate 
real quadrilaterals with imaginary strips between them. 

If u and V be as in eqs. 21), three corners of the quadrilateral 
may be arbitrarily chosen in the same region, when the fourth will 
be determined. 

9* 
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For let » s » » 

^xe, ^le, 2^c, 2^^^ 



be any four points whatever, and write 



a Bin - Bin — .^ 

asiD— 6 Bin-- , ,^. 

A^-^Bq^h^ = fio. ^-«jBo~*Wo - I/o, 
with three other similar sets of equations for the coefficients of the 

otlier points. Hence *, « _ ^ -,, _ 3 „ 

^0 ■" '^o'^o"" "'oro? 

so that, if X, ky fi are assumed v is determined by them. We find also 

S 3 

Reciprocal equations. If A-^^n.e be a fixed line, and 17= ^^n c 



be a fixed plane, then we may write the three exquations 

ä 
23) L = O^yl - y^A'^n I e, 



24) P=0^n ^y^A^n^e, 



s 

25) P=O^^F'n=^ yJA^^B'^i e, 





which are reciprocal respectively to equations 3), 10) and 14). Eq. 23) 
is that of a curve enveloped by L = p, in plane space; eq. 24) is that 
of a developable surface enveloped hy P ^ p in solid space, and eq.25) 
is that of a convex or skew surface enveloped by P = | j). We shall 
not discuss the properties of these envelopes, as they are easily seeii 
from those of their reciprocals already considered. 

It is believed that the curves and surfaces treated in this paper 
have not been hithei*to discussed by Grassmanu's methods. 
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über Schraubengeschwindigkeiten eines festen Körpers 
bei verschiedener Zahl von Stütsfl&ohen. 

Von 
P. SoMOFF 

in WarscbatL 



1. Die meisten Untersuchungen über Verschiebungen, welche einem 
festen Körper möglich bleiben, wenn er sich auf feste, unbewegliche 
Flächen stützt, beziehen sich auf die Bewegung desselben parallel einer 
Ebene oder um einen festen Punkt. Eine systematische Betrachtung 
dieser Frage findet sich zuerst, soviel mir bekannt ist, bei Reuleaux 
in seiner „Theoretischen Kinematik",* als Grundlage bei der Unter- 
suchung der höheren kinematischen Paare. In dem Umstände, dass in 
der praktischen Kinematik die ebene Bewegung eine vorwiegende 
Bedeutung hat, liegt zum Teil der Grund davon, dass auch in den 
weiteren Untersuchungen,** welche Reuleaux* Betrachtungen be- 
deutend vervollständigten, der allgemeinste Fall der Stützflächen, bei 
welcb?m dem festen Körper Schraubengeschwindigkeiten möglich 
bleiben, nur sehr wenig in Betracht gezogen wurde. 

In der vorliegenden Arbeit wird ein Versuch gemacht, solche 
Schraubengeschwindigkeiten bei gegebenen Lagen von Stützflächen zu 
untersuchen. Analytisch würde das eine Aufgabe über Gebietsbestim- 
mungen im Räume von fünf Dimensionen sein; dabei würde aber, was 
die wirkliche Verteilung von Schraubengeschwindigkeiten betriflft, alle 
Anschaulichkeit, welche in solchen Fragen sehr wesentlich ist, ver- 
loren gehen. Es ist daher nur eine unmittelbar geometrische Dar- 
stellung dem Ziele entsprechend. 

2. Wir werden nur unendlich kleine Verschiebungen oder, was 
gleichbedeutend ist, Geschwindigkeiten betrachten und dabei die 
Krümmung der Stützflächen und der Flächen, welche den festen Körper 
umgrenzen, ausser Acht lassen. 

* §§ 18, 19 und 20. 

** Es mögen unter anderen genannt werden:. Hit tershaus, „Civil Ingenieur", 
1875, S. 488; Beck, „Civilingenieur'*, 1876, S. 571; (IraRhof, Theoretifichc 
Maschinenlehren, 1883, S. 21; Burm oster, Lehrbuch der Kinematik, 1886, S. 266. 
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Über Schraiibengeschwindigkeiten eines festen Körpers etc. 



Fig. 1. 



Indem wir mit p den Parameter der Schraubengeschwindigkeit, 
das heisst das Verhältnis der Translationsgeschwindigkeit u längs der 
Schraubenaxe l zur Winkelgeschwindigkeit c» um dieselbe bezeichnen, 
werden wir p positiv rechnen, wenn die Richtungen der beiden Ge- 
schwindigkeitskomponenten zusammenfallen, wobei der Vektor o in 
derjenigen Richtung auf der Schraubenaxe abgetragen werden soll, von 
wo gesehen die Drehung im Sinne der Uhrzeiger zu erfolgen scheint. 
Als positive Richtung der Normale n einer Stützfläche E in ihrem 
Berührungspunkte M zur Körperfläche wollen wir die Richtung an- 
nehmen, nach welcher der Körper 
sich von der Stützfläche entfernen 
kann. Es sei weiter S der kürzeste 
Abstand zwischen n und Z, stets 
positiv gerechnet, und 9? der Winkel 
zwischen diesen Geraden, welcher auf 
folgende Weise bestimmt werden soll. 
Es sei AB (Fig. 1) die kürzeste Ent- 
fernung zwischen n und l und A eine 
parallel zu l durch den Punkt A ge- 
zogene Gerade; indem wir von B aus 
die Ebene (m, l) betrachten, messen 
wir den Winkel 9 von der positiven 
Normalenrichtung bis zur ersten Be- 
gegnung mit k im Sinne der Uhr- 
zeigerdrehung. Somit werden die Winkel q> und q! für zwei parallele 
aber auf verschiedenen Seiten von n gelegene Schraubenaxen l und V 
einander zu zwei rechten Winkeln ergänzen (Fig. 1). Der Winkel (n, o) 
wird immer zwischen den positiven Richtungen dieser Geraden gemessen 
werden und kann daher entweder gleich 9 oder gleich n — q> sein. 




Eine Stützfläche. 

3. Wenn bei irgend einer Bewegung die Fläche des festen Körpers 
eine Stützfläche berührt, so haben alle Punkte der gemeinschaftlichen 
Normalen beider Flächen bekanntlich die Eigenschaft, dass ihre Ge- 
schwindigkeiten auf dieser Normalen senkrecht stehen. Wenn aber bei 
der Verschiebung des festen Körpers dieser sich von der Stützfläche 
entfernt, so bildet die Geschwindigkeit des Berührungspunktes, und 
daher auch aller anderen Punkte der Normalen, mit der positiven 
(§ 2) Richtung dieser Normalen einen spitzen Winkel. Für jede mög- 
liche Bewegung des festen Körpers muss also die Schraub^ngeschwin- 
digkeit so beschaff*en sein, dass für jeden Punkt der Normalen die 
Bedingung y . cos (t?, n) > 

erfüllt werde. Wählen wir den Punkt ^1 (Fig. 1) dazu, so finden wir leicht, 
wenn wir nur das im § 2 über p und q) Gesagte beachten, Folgendes: 
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Jede Gerade des Raumes kann als Schraubenaxe dienen und die 
Winkelgeschwindigkeit kann auf derselben jede der beiden entgegen- 
gesetzten Richtungen haben; es muss aber dabei, wenn die Winkel- 
geschwindigkeit mit der positiven Normalen einen spitzen Winkel bildet, 



1) 



p> dtgqp, 



Fig.3. 



wenn dagegen <)C (w, o) > y ist, 

2) i>^*tg9 

sein. Die Figuren 2, 3,' 4 Fig. 2. 

und 5 stellen vier ver- 
schiedene Falle dar, welche 
dabei eintreten können. 
Die Falle (Fig. 4 und 5) 
sind mit denjenigen iden- 
tisch, welche man erhalten 
würde, wenn man in den 
Fallen (Fig. 2 und 3) die 
Schraubenaxe sich selbst 
parallel auf die andere 
Seite der Normalen n ge- 
bracht hätte. 

Es ist leicht ein- 
zusehen, wie die für }) 
gegebenen Bedingungen im 
Falle, dass ^ 

< («, ö) = f 

ist, ausarten. 

Ebenso brauchen wir 
nicht die einfache Frage 
zu untersuchen, um welche 
Axen und nach welcher 
Richtung eine einfache 
Drehung oder eine Trans- 
lation möglich ist. 

4. Die Berührung mit 
einer festen Fläche ist be- 
kanntlich nicht die allgemeinste Form eines Zwanges für den festen 
Körper, wie es zuerst Thomson und Tait* gezeigt haben. Es ist aber 
leicht auch für die allgemeinste Form des Zwanges die entsprechenden 
Bedingungen für p aufeustellen, wenn man nur beachtet, dass bei jeder 
Zwangsbedingung, welche in Form einer Gleichung zwischen den 6 kine- 




* A treatise on natural philoBophy, § 201. 
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matischen Elementen gegeben ist, alle für den Körper möglichen 
Schrauben (p) einer einzigen Schraube mit bestimmtem Parameter P 
reciprok sind;* sodass Q, + p) cos 9> - * sin 9 = 

ist, wo d und (p die kürzeste Entfernung und den Winkel zwischen 
den zwei Schraubenaxen (p) und (P) bedeuten. Wenn die Bedingung 
für die kinematischen Elemente ausser dem Gleichheitszeichen auch 
ein Ungleichheitszeichen enthält, so finden wir, das im § 2 Gesi^te 
beachtend, entweder « > tf tg © — P 

"**'" p<äteg>-P, ■ 

je nachdem co mit einer bestimmten Richtung der reciproken Schrauben- 

axe einen spitzen oder einen stumpfen Winkel bildet. 

Die weitere Untersuchung för mehrere Zwangsbedingungen würde 
sich somit wenig von unserer Betrachtung für Stützflächen unter- 
scheiden, es würde aber dabei zum grossen Teil die Anschaulichkeit 
verloren gehen. Zudem wird ja ein Zwang för den festen Körper in 
der That immer durch eine oder mehrere Stützflächen erreicht, und 
alle anderen Fälle können, wenn die Zahl der Bedingungen grösser als 
eins ist, auf diesen einzigen Fall zurückgeführt werden. Wir brauchen 
daher weiter den genannten allgemeinsten Fall des Zwanges nicht zu 
betrachten. 

Zwei Stützflächen. 

5. Für die Richtung der Winkelgeschwindigkeit auf der Schrauben- 
axe können hier vier verschiedene Fälle eintreten, welche wir in drei 
Gruppen teilen wollen: 

1. Gruppe: 

3) 



4) 
oder 

5) 



6) 

wo n^ und t^g die positiven Richtungen der Normalen zweier Stütz- 
flächen in ihren Berühningspunkten mit dem festen Körper bezeichnen. 

Die Fälle, wo die Winkelgeschwindigkeit zu einer oder zu beiden 
Normalen senkrecht ist, werden wir später betrachten. 

Die Punkte einer Kugelfläche, die mit beliebigem Radius be- 
schrieben ist, sollen die Richtungen der Winkelgeschwindigkeit, welche 

* Ball, Theoretische Mechanik starrer Systeme, S. 357. 

Digitized by VjOOQIC 



\" 


i~/ ^ 2 


Vi'"J ^ 2 ' 






2. G 


ruppe: 




(« 


i«) < Y' 


(%<») > Y' 




(« 


.-)>f 


(11,(0) < y; 






3. G 


ruppe: 






(Mira)>- 


f, (m»o)> 


7C 



Von P. SoMOPF. 



137 



dieselbe auf der Schraubenaxe bekommt^ bestimmen. Diese Kugel 
wollen wir Parameterkugel nennen ^ da die Lagen der Punkte auf 
derselben mit den Ungleichheiten, durch welche die Werte von p be- 
grenzt werden, zusammenhängen. Zwei durch das Zentrum der Kugel 
gelegte Ebenen CA^BB^ und CA^BB^ (Fig. 6), welche auf den Nor- 
malen »j und tig senkrecht stehen, teilen die Kugelfläche in vier 
Gebiete CA^BB^^ CA^BA^^ CB^BB^ und CB^BA,, welche den vier 
Fallen 3), 4), 5) und 6) und zugleich den vier Paaren von Ungleichheiten: 

8) P>*itg9i; P<\^%^>%y 



i>^*ltgg?,, l)<<J,tgg?„ 

Das erste 



Fig. 6. 



9) 
10) 

entsprechen. 

und letzte, sowie die 
anderen zwei Gebiete 
kann man als paar- 
weise konjugiert be- 
trachten, da auf je- 
der Schraubenaxe zwei 

entgegengerichteten 

Winkelgeschwindig- 
keiten solche Punkte 
auf der Kugel ent- 
sprechen, welche zu 
zwei Gebieten desselben 
Paares gehören. 

Wenn die Richtung 
der Winkelgeschwindig- 
keit dem Gebiete 3) 
angehört, so muss der 
Parameter einer mög- 
lichen Schraubengeschwindigkeit auf jeder dieser Richtung parallelen 
Axe der Bedingung 7) genügen, er darf also nicht kleiner als jede 
der beiden Grössen: 

11) *ltg9^1, *8^g9'2 

sein. Wenn die Winkelgeschwindigkeit die entgegengesetzte ist, so 
entspricht ihr ein Punkt des konjugierten Gebietes 6), und es besteht 
die Bedingung 10), p darf also die kleinere von den Grössen 11) 
nicht übersteigen. 

Somit sehen wir, dass auf jeder Axe, welclie den konjugierten 
Gebieten 3) und 6) entspricht, Schraubengeschwindigkeiten möglich 
sind; wobei der Parameter einen Wert haben muss, welcher nicht 
zwischen den Grössen 11) liegt. Die Winkelgeschwindigkeit der 
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Schraubenbewegung kann auf jeder solchen Axe, je nach den Be- 
dingungen 7) oder 10) beide Richtungen bekommen. 

Bei jeder den Gebieten 3) und 6) entsprechenden Richtung giebt 
es Axen, für welche die Grössen 11) einander gleich werden; auf 
solchen Axen kann p jeden beliebigen Wert bekommen. 

Nehmen wir jetzt an, dass die Winkelgeschwindigkeit dem Ge- 
biete 4) angehört; p muss dann den Ungleichheiten 8) genügen, welche 
dann vereinbar sind, wenn die Lage der Axe der Bedingung: 

12) S,igip,<d^ig(p^ 

genügt. Auf allen anderen Axen von derselben Richtung sind keine 
Schraubengeschwindigkeiten mit gegebener Richtung der Winkel- 
geschwindigkeit möglich; auf allen diesen Axen sind aber Schrauben- 
geschwindigkeiten mit entgegengesetzter Winkelgeschwindigkeit mög- 
lich; denn diesen Axen entsprechen die Ungleichheiten 9), welche für 
alle diese Axen vereinbar sind, da die letzteren jetzt der Bedingung: 

13) *itg9^i>*jtg9>8 
genügen. Wir finden also: 

Auf allen Axen, auf welchen einer von den Winkeln (WiO)), (n,cö) 
spitz und der andere stumpf ist, sind Schraubengeschwindigkeiten 
möglich; die Winkelgeschwindigkeit kann aber auf jeder dieser Axen 
nur eine von den beiden Richtungen haben, je nachdem die Lage der 
Axe der Bedingung 12) oder 13) genügt. Auf allen diesen möglichen 
Schraubenaxen muss der Wert des Parameters p zwischen den Grössen 11) 
liegen. Diese Grössen sind übrigens für verschiedene Schraubenaxen 
derselben Richtung im allgemeinen verschieden. 

Auf einer Schraubenaxe, für welche 

14) *ltg<JPi = *2<ig9P2 

ist, kann p nur diesen einzigen Wert bekommen, für die Winkel- 
geschwindigkeit bleiben aber dabei beide Richtungen möglich. Alle 
diese Axen gehören offenbar demjenigen Komplexe zweiten Grades an, 
welcher alle Schrauben enthält, die für den festen Körper möglich 
sind, wenn er beständig zwei feste Flächen berührt. 

Alle diesem Komplexe angehörenden Axen von derselben Richtung 
liegen in einer Ebene, welche im folgenden Paragraph näher unter- 
sucht werden soll, da sie im weiteren eine besondere Bedeutung hat. 

6. Es sei ein System paralleler Axen gegeben, deren Richtung 
den konjugierten Gebieten 4) und 5) entnommen ist. Durch die 
Normalen w, und n^ legen wir Ebenen P,P', und P^P\ (Fig. 7), 
welche der gegebenen Axenrichtung parallel sind, und welche wir 
Normalebeneu nennen wollen. Da für zwei Axen, welche auf ver- 
schiedenen Seiten einer solchen Ebene liegen, dtg(p verschiedene 
Zeichen hat, so ist leicht einzusehen, dass den vier von den Normal - 
ebenen gebildeten Winkeln vier verschiedene Zeichenverbindungen der 
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Grössen 1 1) entsprechen. Für eine Gerade l, welche im Winkel (P, P,) 
liegt, haben diese Grössen die Zeichen (+ +), für l' im Winkel (P',Pj,) 
(+_)^ für l" im Winkel {PtP'j) (-+) und für l'" im Winkel 

Dabei ist in der Figur 7 vorausgesetzt^ dass w^ mit der gegebenen 
Axenrichtung EE* einen spitzen, n^ aber einen stumpfen Winkel 
bildet. Nehmen wir jetzt an, dass o auf 'irgend einer der gegebenen 



EE^ hat, und daher p den Bedingungen 9) 
wir, dass für alle Axen, welche im Winkel 



Axen diese Richtung 
genügt. Dann finden 
{PiP\) liegen, diese 
Bedingungen erfüllt 
werden und daher alle 
diese Axen mögliche 
Schraubenaxen sind; für 
die Axen aber, welche 
im Winkel (P/ P,) 
liegen, sind die Un- 
gleichheiten 9) nicht 
yerembar, dieser Winkel 
enthält also keine mög- 
lichen Schraubenaxen. 
Um in den beiden an- 
deren Winkek {P^P^) 
und {P\P'^), in wel- 
chen die Zeichen der 
beiden Grössen 11) 
gleich sind, mögliche 
Schraubenaxen zu fin- 
den, ziehen wir durch 
££' eine Ebene S^^, 
welche in diesen beiden 
Scheitelwinkeln liegt 
und sie in solche Teile 
teilt, dass ihre Sinus im umgekehrten Verhältnisse zu den 
Tangenten der Winkeln q)^ und (p^ stehen. Diese Ebene, welche 
im weiteren eine wichtige Rolle spielt, wollen wir Grenzebene nennen. 
Für alle Geraden der gegebenen Richtung, welche in dieser Ebene 
liegen, sind die Grössen 11) gleich. Zu einer Seite dieser Ebene liegen 
diejenigen Geraden, für welche die Bedingungen 12) erfüllbar sind; 
alle diese Geraden, mögen sie in den Winkeln {P^P^, (P\P\) oder 
ausserhalb derselben liegen, stellen mögliche Schraubenaxen dar, wenn 
nur die Winkelgeschwindigkeit co die angenommene Richtung Jt'ii/'' behält. 
Alle Axen, welche zur anderen Seite der Grenzebene liegen, 
werden mögliche Schraubenaxen, wenn für die Winkelgeschwindigkeit 
die entgegengesetzte Richtung angenommen wird. 
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iten eines festen Körpers etc. 

ile Axen einer gegebenen Richtung 
wrerden nur in Bezug auf die mög- 
idigkeit durch die Grenzebene in 

tzflächen wird eine perspektivische, 
mbequem sein; wir werden daher 
lg auf einer zu dem gegebenen 
ben Ebene vorziehen, 
ien wir als positiv bezeichnen (+ g}\ 
ichtet ist, wenn man also die ent- 
Uhrzeiger sieht; im anderen Falle 

nale w zu der Zeichnungsebene ge- 

3Jektion des positiven Endpunktes 

der Normalen das Zeichen (+) 

oder (— ) anbringen, je nachdem 

die Normale mit der positiven 

Winkelgeschwindigkeit einen 
spitzen oder einen stumpfen Winkel 
bildet. 

Die Punkte der Ebene wer- 
den die Lagen der gegebenen Axen 
bezeichnen. Die Zeichen (+) und 
(— ), welche in den von den Pro- 
jektionen der Normalen gebildeten 
Gebieten stehen, werden, der Reihe 
nach von oben nach unten ge- 
schrieben, die Zeichen der Grössen 
^1 tg 9?i; *2 tg^'s? • • angeben. 
i, welches mögliche Schraubenaxen 
it bestimmt, horizontal, dasjenige 
ichwindigkeit — vertikal schraffieren. 
Weise der im § 6 betrachtete Fall 
i Spur der Grenzebene S^^y welche 
Qcn werden, ist strichpunktiert ge- 

er Grenzebene und der möglichen 
m oder anderen Seite dieser Ebene 
aufstellen. 

? durch den Durchschnittspunkt der 
demjenigen Paare der von diesen 
in welchen die Grössen Ä,tgqp, und 
is heisst (Fig. 8) in den Gebieten 
in voraussetzen, dass die Normalen 
)arstellung von entgegengesetzten 
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Zeichen begleitet werden; denn sonst verliert die Grenzebene ihre 
Bedeutung. 

b) Wenn der Winkel zwischen den positiven Richtungen der 

Normalenprojektionen die Zeichen ( ) enthält, so liegt das Gebiet 

der möglichen Schraubenaxen mit positiver Winkelgeschwindigkeit auf 
derjenigen Seite der Geraden Ä,*, auf welcher das Ende der mit 
negativem Vorzeichen verselienen Normalenprojektion sich befindet 
(— n^ in der Fig. 8); wenn aber der genannte Winkel mit den 
Zeichen (+ +) versehen ist, so liegt das Gebiet (+ o) auf der anderen 
Seite von Sn (+ n^ in der Fig. 9). 

Die Grenzebene hat eine Bedeutung auch bei der Bestimmung der 
Grenzen 11) fttr die Werte des Parameters p. Es ist nämlich die 
Differenz dieser Grenzen für diejenigen Schrauben" gleich, welche in 
einer der Grenzebene parallelen Ebene liegen; sie ist dabei der Ent- 
fernung zwischen den beiden Ebenen 
proportional. Die Grenzwerte selbst ^*^ ^ 

sind übrigens für verschiedene Axen 
derselben Ebene verschieden. In 
der Figur 8 sind die Spuren einiger 
solcher Ebenen durch Punktierung _ 
angegeben. 

8. Die Lage der Normal- 
ebenen und der Grenzebene 
hängt offenbar davon ab, welcher 
Punkt Jlf der Parameterkugel ( Fig. 6) 
die Richtung der Winkelgeschwin- 
digkeit und zugleich des Systems 

paralleler Schraubenaxen bestimmt. Wenn der Punkt M auf den Grenzen 
des Gebietes A^Dji^C einen Umlauf macht, so ergiebt sich folgendes. 
Für die Lage C dieses Punktes ist der Winkel zwischen den Normalen- 
ebenen PiP\ und P^P^ (Fig. 7) dem Winkel (n^n^) gleich, die Ge- 
rade EE^ fallt mit der Geraden der kürzesten Entfernung zusammen 
und die Lage der Grenzebene bleibt unbestimmt, da beide Grössen 11) 
jetzt unendlich sind. Aber in diesem Falle kann man leicht unmittel- 
bar einsehen, dass jetzt einerseits eine Translation (p = Qo) nach beiden 
Richtungen, andererseits eine einfache Drehung (i> == 0) um diejenigen 
Axen der gegebenen Richtung möglich ist, welche in den Scheitel- 
winkeln (P^P\) und (P\P^) liegen: im ersteren Winkel — (+ c») und 
in dem zweiten — (— coi). Daher ist um alle diese Axen auch eine 
Schraubengeschwindigkeit von willkürlichem Parameter möglich, wenn 
nur die entsprechende Winkelgeschwindigkeit eine bestimmte Richtung 
bekommt. Eine Ausnahme macht nur die Gerade EE', auf welcher 
beide Richtungen der Winkelgeschwindigkeit möglich sind. Während 
der Punkt M auf dem Bogen CA^ D fortsehreitet, bleibt immer tg gjj =- oo 
und die Grenzebene, wie es aus .^ 7 folgt, fallt mit der Ebene P, P\ 
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zusammen. Ebenso, wenn der Punkt M den Bogen DA^C beschreibt, 
fallt die Grenzebene mit der Ebene PjP'j zusammen. Wenn dieser 
Punkt sich auf einem Kreise CADBC, welcher CD zum Durchmesser 
hat, bewegt, das heisst, wenn man Winkelgeschwindigkeiten, welche 
einer gegebenen Ebene parallel sind, betrachtet, so beschreibt die Ge- 
rade EE' (Fig. 7) ein hyperbolisches Paraboloid. Rückt der Punkt Af 
von C nach A, so wird <)c(WjnJ=-=0 und die Grenzebene wird den 
Geraden n^ und n^ parallel. 

Bemerken wir noch — und das wird später eine Anwendung finden — 
dass, wenn der Winkel zwischen der Ebene CADBC und CA^DB^C 
oder CA^DB^C genügend klein ist, so dass das Verhältnis tgg?j: tgg?^ 
oder tgg^g.'tgg?! nach seinem Zahlen werte genügend gross bleibt, die 
Gerade S^^ (Fig. 8) auch einen beliebig kleinen Winkel mit der Ge- 
raden (+ wj oder respektive (— ti^ bildet. Daraus folgt, dass man 
im betrachteten Falle in den konjugierten Gebieten 4) und 5) immer 
solche Punkte wählen kann, dass die Grenzebene einen beliebig kleinen 
Winkel mit P,P\ oder mit P^P\ bildet. 

Wenn der Punkt J>/*auf der Parameterkugel durch die Winkel- 
koordinaten B und a (Fig. 6) bestimmt wird und wir mit Vj, den 
Winkel {n^n^y mit ß den Winkel zwischen den Ebenen PiP\ und 
PiP^ (oder zwischen + m^ und — n^ der Figur 8) und endlich mit 5| 
den Winkel zwischen PjP'i und der Grenzebene bezeichnen, so finden wir: 



cotgs, = cotgß H . 1/1 . ta 

® 1 or I cos« sin V,, y sin'p 

WO der Winkel ß aus der Gleichung: 



cos i/jgsin/J — cos e cos a sin VjjCOs/5 + sin s Ysin^ß — cos*a sin*^,, = 

bestimmt wird. 

9. Um solche Axen aufzusuchen, um welche einfache Drehung 
(p = 0) möglich ist, bemerken wir, dass für solche Richtungen der 
Winkelgeschwindigkeit, welche den Bedingungen 7) entsprechen, dass 
grössere von den Produkten 11) nicht positiv werden darf; keiner von 
den Winkeln g?,, (p^ darf also spitz werden. Ebenso, für die entgegen- 
gesetzte Richtung von cd dürfen dieselben Produkte nicht negativ, ^, 
und q>^ also nicht stumpf werden. Um die entsprechenden Gebiete 
möglicher Drehaxen zu finden, ziehen wir durch n^ und n^ Ebenen, 
welche einer der gegebenen, den Ungleichheiten 7) oder 10) ent- 
sprechenden Richtungen parallel sind (Fig. 10). Die Winkel (P^P'^) 
und P\P^y deren Schenkel die positive Richtung einer von den 
Normalen und die negative Richtung der anderen enthalten, stellen 
dann die gesuchten Gebiete dar. Im Falle, dass das System paralleler 
Axen den Ungleichlieiten 8) und 9) entspricht, liegen die möglichen 
Drehungsaxen in den Winkeln, welche ebenso bestimmt werden [(P'j P,) 
und {P^P\) der Fig. 7).] 
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Einfache Translationsgeschwindigkeiten (i^ = oo) sind offenbar nach 
solchen Richtungen möglich, welche auf der Parameterkugel (Fig. 6) 
durch das Gebiet CÄJDB^C bestimmt werden. 

10. Es seien jetzt die Normalen n^ und n^ einander parallel. 
Wir müssen hier zwei Fälle unterscheiden: den, dass die Normalen 
gleichgerichtet und den, dass ihre Richtungen entgegengesetzt sind. 
Im ersten Falle werden die Gebiete A^DB^C und Ä^C B^D {Vig, Ü) 
zu halben Kugelflächen, und man findet dann nach der allgemeinen 
Regel, dass um jede Axe, welche zu den beiden Normalen nicht senk- 
recht ist, Schraubengeschwindigkeiten möglich sind, wenn nur p 
nicht einen zwischen 
den Grössen 11) liegen- 
den Wert hat. Da die 
anderen zwei Gebiete auf 
der Parameterkugel nur 
durch Punkte eines Kreises, 
dessen Ebene zu den Nor- 
malen n^. Ho senkrecht ist, 
bestimmt werden, so sind 
för die entsprechenden 
Richtungen der Schrauben- 
axen die Grössen 11) un- 
endlich. Wenn man be- 
achtet, dass eine einfache 
Drehung um diejenigen 
Axen dieser Richtungen 
möglich ist, welche nicht 
zwischen den Normalen 
durchgehen, eine Trans- 
lation aber nach allen zu 
den Normalen senkrechten 
Richtungen möglich bleibt, 

so sieht man, dass jetzt um alle zu den Normalen senkrechten, aber 
nicht zwischen denselben gelegenen Axen Schraubengeschwindigkeiten 
mit beliebiger Parametergrösse zulässig sind. Die Winkelgeschwindig- 
keit kann übrigens auf jeder dieser Axen nur eine von den beiden 
Richtungen haben (Fig. 11). 

Im zweiten Falle, wenn die Normalen ungleiche Richtung 
liaben, muss der Wert von p für jede Axe, welche zu den Normalen 
nicht senkrecht ist, zwischen den Grössen 11) liegen, da die 
Winkelgeschwindigkeit auf jeder solchen Axe mit der einen Normale 
einen spitzen und mit der anderen einen stumpfen Winkel bildet. 
Für die Schraubenaxen, welche auf einer Seite der beiden Normalen 
liegen, ist 9, = q>^. 
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Fig. 11 



Nehmen wir an, dass für irgend eine dieser Axen die Winkel g)„ 
g?2 und (n^o) spitz sind (Fig. 12); dann sind um diese Axen Schrauben- 
geschwindigkeiten möglich, wenn 

15) Äitg9i<P<*2tg<3P2 

ist. Für die Möglichkeit dieser Bedingung ist es notwendig, dass d^ < *, 
ist. Auf diese Weise; sieht man überhaupt, dass um jede Axe, welche nicht 

zwischen den Normalen 
hindurchgeht, Schrauben- 
geschwindigkeiten mög- 
lich sind; es muss aber da- 
bei: 1. der Wert von p 
<*> zwischen den Grössen 11) 
liegen und 2. die Winkel- 
geschwindigkeit mit der- 
jenigen Normalen, deren 
kürzeste Entfernung von 
der Schraubenaxe die 
kleinere ist, einen spitzen Winkel bilden. Wenn die Schraubenaxe 
zwischen den Normalen liegt (Fig. 14), so ist 9i + <P2 = ^; ^ann muss 

die Winkelgeschwindigkeit, 





Fig. 13. 



Fig. 14. 




damit die Bedingungen 15) 
erfüllt werden, mit der- 
'^ jenigen Normalen einen 
spitzen Winkel bilden, für 
welche der Winkel q> stumpf 
ist. — Ebenso muss für die 
Axen, welche auf einer Seite 
der beiden Normalen liegen, 
für welche die Winkel (pi 
und (p2 aber stumpf sind, die 
Winkelgeschwindigkeit der 
entgegengesetzten Forderung genügen (Fig. 13). 

Wenn eine Schraubenaxe, wieder im Falle ungleich gerichteter 
paralleler Normalen, zu denselben senkrecht ist und zwischen ihnen 
liegt, so bleibt der Parameter beliebig, die ent- 
sprechende Drehung kann aber dann nur in 
einem Sinne erfolgen (Fig. 15). Liegt die Axe 
auf einer Seite der beiden Normalen, so ist auf ihr 
keine Schraubengeschwindigkeit von endlichem 
Parameter mögUch. 

Wenn die Schraubenaxe nicht zu den Nor- 
malen senkrecht aber der Ebene derselben parallel 
ist, so bleibt für p nur ein bestimmter Wert möglich, da die Grössen 11) 
einander gleich werden; dieser Wert wird Null, es bleibt also nur eine 
Drehung möglich, wenn die Axe die beiden Normalen schneidet. 
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Eine besondere Bedeutung in Bezug auf den gi*össten Zwang eines 
festen Körpers mit zwei Stützflächen hat der Fall, wo die entgegen- 
gesetzt gerichteten Normalen auf einer Geraden liegen. Obgleich dann 
wieder jede Gerade des Raumes eine mögliche Schraubenaxe darstellt, 
bekommt der Parameter auf jeder Axe nur einen bestimmten Wert, da 
die Grenzen desselben 11) immer einander gleich bleiben. 

Drei StütsMohen. 

11. In Bezug auf die Richtungen der Winkelgeschwindig- 
keit kann man die hier eintretenden acht Fälle in vier Gruppen zerlegen, 
je nachdem die Winkelgeschwindigkeit entweder mit allen drei Normalen 
»j, n^j Wj, oder mit zweien, oder nur mit einer, oder endlich mit 
keiner von ihnen Winkel bildet, welche einen rechten Winkel nicht 
übertreffen. Diesen vier Gruppen entsprechen nach § 3 folgende acht 
Systeme von Ungleichheiten: 

1. Gruppe: 

16) P>Sitg(Pu P>^%^S<P2, P>^i^S<Pi'i 

2. Gruppe: 

17) P>*itgg?i, P>Sitg(P27 l><*3tgqP8, 

18) P>SiM9iy P<*2^g92, P>^s^S9i> 

19) l><*itg9i, P>*2tg9P2; l>>*stg^3; 

3. Gruppe: 

20) P<*itg9?i, P<*2tgg?2, p>d^tg(p^, 

21) P<Site<Pi, l>>*2tgg)g, p<ds^g(Piy 

22) l>>*itg9i, l><*2tg<P2; P<^s^fi<Ps'^ 

4. Gruppe: 

23) l><*itgq:'i, 1><*2%9^27 i'<*3tgys- 

Auf der Parameterkugel entsprechen diesen Ungleichheiten acht 
Gebiete, welche durch drei Kreislinien, deren Ebenen durch das Zentrum 
der Kugel gehen und zu den Normalen senkrecht sind, gebildet werden 
und paarweise konjugiert sind (§ 5). In der Figur 16 entsprechen den 
Bedingungen 16)... 23) folgende acht sphärische Dreiecke: 

^J9C'(16), BDC{\1), ÄEB{18), ACF{19), 

AEF(20), DCF(2l), EBD{22) und ED F(23). 

Dabei sind als konjugiert zu betrachten: 

ABC und EBF, BBC und AEF, 

AEB und DCF, ACE und EBB, 

Zeiticbrift f. Mathematik a. Physik. 42. Jahrg. 1897. 3. Heft. 10 
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Es ist wesentlich, zu bemerken, dass jedes Paar der konjugierten 
Gebiete wirklich existiert; jedes derselben kann übrigens in zwei Kreis- 
bögen oder sogar nur in zwei Punkte, die Enden eines Durchmessers der 
Parameterkugel, ausarten. 

12. Die Schraubengeschwindigkeiten, welche der ersten 
und vierten Gruppe entsprechen, brauchen nicht ausführlicher unter- 
sucht zu werden. Jede Axe, welche den konjugierten Gebieten ABC und 
EDF angehört, kann mögliche Schraubengeschwindigkeiten enthalten, 
wenn der Parameter entweder nicht kleiner als jede der Grössen: 

24) ^itgTiT ^2^g<P2, ^stg^s 

ist oder keine derselben übersteigt. 

Im ersten Falle muss die Winkelgeschwindigkeit dem Gebiete AßC 
pjg jg und im zweiten Falle dem 

Gebiete EDF angehören ^ also 
die entgegengesetzte Richtung 
haben. Natürlich sind die 
Grenzen, ausser welchen p 
bleiben muss, für verschie- 
dene Axen derselben Rich- 
tung verschieden. 

Bei drei Stützflächen 
giebt es also immer noch 
solche Richtungen, dass 
alle denselben entspre- 
chenden Geraden mög- 
liche Schraubenaxen dar- 
stellen. 

IS.FürdieSchrauben- 
axen, welche der zweiten 
und dritten Gruppe angehören, ist eine nähere Untersuchung not- 
wendig. Der Parameterwert solcher Schraubenaxen liegt, wie aus den Un- 
gleichheiten 17)... 22) ersichtlich ist, immer zwischen gewissen Grenzen. 
Betrachten wir das Gebiet BDC und die ihnen entsprechenden Be- 
dingungen 17). Damit eine Gerade, welche diesem Gebiete entnommen 
ist, mögliche Schraubenaxe wird, müssen diese Bedingungen mit ein- 
ander vereinbar sein. Legen wir durch die Normalen n^, w^, n^ die 
der gegebenen Axenrichtung parallelen Ebenen PiP\, P^^^y ^s^'s 
(Fig. 17); sie schneiden sich in den derselben Richtung parallelen Geraden 
ig,, E^29? ^3i9 ^\ij ^12? -^'i2 ^^^ teilen den ganzen Raum in sieben 
Gebiete, welchen in Bezug auf das gegebene Bündel paralleler Ge- 
raden, sieben verschiedene Kombinationen der Zeichen (-f) und (— ) 
für die Grössen 24) aus den acht überhaupt jetzt möglichen Zeichen- 
verbindungen entsprechen. Diese sieben Gebiete sind in der Figur 17 
perspektivisch und in der Figur 18 nach der Regel des § 7 dargestellt. 
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In den Gebieten (+ -\ — ), (H ) und ( — | — ) sind die Ungleich- 
heiten 17) für keine Axe vereinbar; dagegen sind sie im Gebiete ( h) 

far alle Geraden vereinbar. In den übrigen Gebieten können die Be- 
dingungen 17) teilweise vereinbar sein. Nämlich im Gebiete ( ) 

muss die mögliche Fig n. 

Schraubenaxe der Be- 
dingung genügen y dass 
die absoluten Werte 
von d^ igffi und dg tgijpg 
grösser als djtgijps 
seien. Das wird nur 
für diejenigen Geraden 
stattfinden, welche auf 
einer Seite der Grenz- 
ebenen (§6) Sjj undÄgj 
liegen. Die Spuren 
dieser Ebenen, das 
heisst die „Grenz- 
geraden" sind in der 
Figur 18 durch Strich- 
punktierung und das 
6ebiet(+ co) möglicher 

Schraubengeschwin- 
digkeiten mit positiver 

Winkelgeschwindig- 
keitsrichtung durch horizontale Schraffierung hervorgehoben. Dieses 
Gebiet enthält auch einen Teil des Gebietes ( — |- +). 
Dieselben Grenzgeraden 




Sjj und /Sgs bestimmen auch 



Flg. 18. 



das Gebiet möglicher Schrau- 
bengeschwindigkeiten mit ent- 
gegengesetzter Richtung der 
Winkelgeschwindigkeit (— o). 
In der Figur 18 ist dieses Ge- 
biet, welches den Beding- 
ungen 20) entspricht, durch 
Tertikaie Schraffierung an- 
gegeben und enthält, wie 
man sieht, das ganze Gebiet 
(-[- + —) und zum Teil die 
Gebiete (-f - -), (- + -) 
und (-f + +). 

Auf ähnliche Weise kann man die Richtungen, welche den Un- 
gleichheiten 18) und 21), oder 19) und 22) entsprechen, untersuchen. 
Der Unterschied wird nur in den Zeichenverbindungen und noch darin 

10 • 
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bestehen, dass anstatt der Ebenen S^g, S^^ jetzt respektive die Ebenen 
/S32, Ä^g, oder 5^2) ^18 ^i® Hauptrolle spielen werden. 

In allen Fällen, welche in der zweiten und dritten Gruppe 
enthalten sind, erfüllen die mt)glichen Schraubenaxen einer 
gegebenen Richtung den Raum zweier Scheitelwinkel, welche 
von den Grenzebenen, die durch die Durchschnittsgeraden 
zweier Normalebenen mit einer dritten gehen, gebildet werden. 
Die anderen zwei Scheitelwinkel enthalten keine möglichen Schrauben- 
axen. Bei zwei Stützflächen konnte ein solcher Fall nicht eintreten; 
denn alle Geraden des Raumes konnten als Schraubenaxen dienen. Wir 
sehen also, dass zur Existenz solcher Geraden, welche keine 

möglichen Schrauben- 
axen sein können, min- 
destens drei Stützflächen 
nötig sind. 

Da die Richtungen der 
Grenzebenen /S^jU.Ägj (Fig. 18) 
von den Verhältnissen 



Fig. 19. 




tg9^i:tgg?2:tgg>3 
abhängen und jede dieser 
Tangenten im gegebenen Ge- 
biete auf der Parameterkugel 
beliebig gross werden kanu, 
so kann die Durchschnitts- 
gerade der Ebenen S^^, Sgg, welche in der Figur 18 durch den Punkt c 

dargestellt ist, jede mögliche Lage in den Gebieten ( ) und 

(+ + +) annehmen. Diese Bemerkung wird später eine Anwendung finden. 
In derselben Figur 18 sind durch feinere Punktierung diejenigen 
den Grenzebenen parallelen Ebenen angegeben, in welchen Schrauben- 
axen mit gleicher Differenz zwischen den Grenzen für den Parameter- 
wert liegen (§ 7). 

14. Um solche Geraden aufzufinden, um welche unter anderen 
Schrauben Verschiebungen auch eine einfache Drehung möglich ist, 
muss man in der zur gegebenen Axenrichtung senkrechten Ebene die Ge- 
biete suchen, in welchen alle drei Grössen 24) den Wert Null bekommen 
können. Bei den Axen der ersten und vierten Gruppe muss für die 

eine Richtung der Winkelgeschwindigkeit (+ co) das Gebiet ( ) 

genommen werden (Fig. 19), da das grösste von den Produkten 24) 
den Ungleichheiten 16) gemäss Null nicht übertreflen darf; bei der 
entgegengesetzten Richtung (— coi), welcher die Bedingungen 23) ent- 
sprechen, gehören die Axen möglicher Drehung dem Gebiete (+4-+) 
an. Wenn die Axenrichtung der zweiten und dritten Gruppe z. B. den 
konjugierten Gebieten BI)(J und AEF auf der Parameterkugel an- 
gehört, also für die eine Richtung der Winkelgeschwindigkeit die Be- 
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Fig. Ä). 



dingungen 17) und für die entgegengesetzte Richtung die Bedingungen 20) 
erfüllt werden, so entsprechen (Fig. 18) dem Werte p = respektive 

die Gebiete( h) und (+ + -). 

In den betrachteten zwei 
Beispielen erstrecken sich die 
Gebiete, in welchen die Axen 
einfacher Drehung lagen, ins 
Unendliche; man kann aber 
solche Lagen dreier Stütznor- 
malen oder auch solche Axen- 
richtungen nehmen, dass das eine 
von den Gebieten (+ o), (— co) 
verschwindet und das andere 
geschlossen bleibt. Um dieses 



zu erreichen, bemerken wir, ^n^ 




+nj 



dass in der Ebene, welche zur 
gegebenen Axenrichtung senkrecht ist, von den acht Zeichenverbindungeu 
immer nur sieben vorhanden sind; man kann dabei die Lage der Nor- 
malen so nehmen, dass die ab- ng. 21. 
wesende Zeichenverbindung zu 
einem der zwei Gebiete mög- 
licher Drehung gehört; das 
andere Gebiet kommt dann in 
das geschlossene Dreieck zwi- 
schen den Projektionen der 
drei Normalen hinein. Solche» 
Falle sind in den Figuren 20, 
21, 22 und 23 dargestellt; es 
ist leicht einzusehen, wie die 
ersten zwei Figuren aus der 
Figur 19 und die anderen zwei 
aus der Figur 18 entstanden sind. 

Die Bestimmung der Gebiete einfacher Drehung ist übrigens der 
Bestimmung möglicher Gesehwindigkeitspole der ebenen Bewegung für 
den Fall von drei Stützkurven ganz analog * 

Wenn das Dreieck möglicher Drehungen in den letzten vier Figuren 
sich in einen Punkt verwandelt, so bleibt für die gegebene Richtung 
mir eine Drehungsaxe möglich. Alle solche Axen gehören offenbar zu 
riner Schar der Erzeugenden des Hyperboloides, dessen andere Schar 
von Erzeugenden die drei Stütznormalen enthält. 

15. Wir setzen jetzt voraus, dass *zwei von den Stütznormalen 
einander parallel sind. Sie mögen zuerst gleichgerichtet sein; 
dann verwandeln sich die Gebiete ÄJUJ, JW(\ AKF und EDP der 
Parameterkugel (Fig. 16) in sphärische Zweiseite und die übrigen vier 

♦ Man vergl: Reulcaux, Theoretische Kinematik, 1875, S.1Ü9-112. 
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Gebiete bleiben nur als Grenzen der vorhergehenden vorhanden. Die 
entsprechende Darstellung auf der Parameterkugel ist in der Figur 24 
gegeben. 

Bei jeder Axenrichtung, welche den konjugierten Gebieten EBCÄ 
und EFCD angehört, sind, wie im allgemeinen Falle, Schrauben- 



Fig. 22. 



Fig. 23. 



+ «., 



'hit. 




geschwindigkeiten möglich, wenn nur p ausserhalb der Grenzen liegt, 
welche durch das kleinste und das grösste von den Produkten 24) 
bestimmt werden. 

Den Gebieten EDCB und EACF entsprechen die Ungleichheiten 
17) und 20). Von den sieben Gebieten der Figur 18 bleiben jetzt nur 

sechs übrig (Fig. 25). Es ist das Gebiet 

(H ) verschwunden; aber bei einer 

anderen Lage der Normalen könnte auch 
ein anderes Gebiet verschwinden. Die 
Grenzebenen S^^ und S^^ werden jetzt 
parallel; denn das Verhältnis tg q>^ : tg g?, 
im Gebiete (+ + +) ist jetzt dem Ver- 

\^ hältnisse tg (p^ : tg qpj im Gebiete ( ) 

gleich, da hier die Winkel (jPj, (f^ die 
Winkel g?^, qpj des ersten Gebietes zu 
zwei Rechten ergänzen. Die möglichen 
Schraubenaxen werden also in der Figur 25 
durch alle Punkte, welche nicht zwischen 
den beiden Grenzgeraden S^^^ S^^ liegen, 
bestimmt. Auf der einen Seite dieser Geraden befindet sich das Gebiet 
(+ o), und auf der anderen Seite (— o). Für die einen Axen sind 
d^tg(P2 und rfjtggjj die Grenzen für ^j, für die anderen Axen sind 
diese Grenzen Ö^tgcp^ und d^tgcp^. Durch feinere Punktierung sind 
Axen mit gleicher Parameterdifferenz angegeben. 

Einfache Drehung, je nach der Richtung derselben, bleibt um die 

Axen der Gebiete ( 1-) oder (4- H — ) möglich; einfache Translation 

kann nach solchen Richtungen erfolgen, welche auf der Parameter- 
kugel (Fig. 24) durch das Gebiet Eli CA bestimmt werden. 
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Nehmen wir jetzt an, dass die parallelen Nonnalen entgegen- 
gesetzt gerichtet sind. In diesem Falle nehmen die Gebiete AEB, 
EBI), DCF und ACF (Fig. 16) die Form von sphärischen Zweiseiten 
an, die übrigen vier Gebiete aber bleiben nur als Grenzen der ersteren 
bestehen. Wir werden wieder die Figur 24 im Auge behalten, nur mit 
der Annahme, dass die Normale n, die in den Klammern angezeigte Rich- 
tung hat. Dann entsprechen die konjugierten Gebiete isi^r^l und KFCI) 
den Ungleichheiten 18) und 21); die möglichen Parameterwerte bleiben 
immer zwischen gewissen Grenzen eingeschlossen. Von den sieben Ge- 
bieten der ebenen Darstellung bleiben wieder nur sechs vorhanden 
(Fig. 26). Nur die eine von beiden Grenzebenen, S^^, behält jetzt ihre Be- 
deutung, da nur die Projektionen von ng und Wg, und nicht von n^ und W3, 
entgegengesetzte Vorzeichen haben (§ 7). Dass die Grenzebene S^^ allein jetzt 
die möglichen Schraubenaxen von den unmöglichen abgrenzt, davon kann 

man sich auf folgende Weise überzeugen. Im Gebiete ( h) sind die 

Bedingungen 18) nicht vereinbar; im Gebiete ( — \- +) sind nur die ersten 



Fig. 25. 



Fig. 2^. 



.c.. 




zwei dieser Bedingungen überall vereinbar, die zweite und dritte aber 
nur auf der einen Seite von S^^. In den Gebieten (+ + +) und (-f -\ — ) 
ist tf^tg^i < tfjtgcjPj, da dort ^^ = q)^ und ö^<, d^ ist; daher sind die 
Bedingungen 18) nur im Gebiete (-f-| — ) überall vereinbar, im Gebiete 
(+ + +) aber sind die zweite und dritte von diesen Bedingungen nur 
auf der einen Seite von S^^ vereinbar. Im Gebiete ( — \- —) sind die 

Ungleichheiten 18) überall vereinbar, im Gebiete ( ) nur die zwei 

ersten, die zweite und dritte aber wieder nur auf einer Seite von 633. 
Somit bestimmt das ganze Gebiet auf der einen Seite von Ägj mögliche 
Schraubengeschwindigkeiten, wenn dabei die Winkelgeschwindigkeit 
positive Richtung (+ 0) hat. Mit der entgegengesetzten Richtung von o) 
sind überhaupt keine Schraubenaxen gegebener Richtung möglich, da die 
Ungleichheiten 21) in keinem von den sechs Gebieten (Fig. 26) vereinbar 
sind. — Obgleich jetzt die Ebene ^S^g als Grenzebene keine Rolle spielt^ so 
behält sie doch ihre Bedeutung bei der Bestimmung der Grenzen für 
den Parameter möglicher Schraubengeschwindigkeiten ; nämlich es dienen 
als solche Grenzen entweder d^ tg q)^ und dg tg (jpg oder dg tgqPg und djtgijpg, 
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je nach der Seite von S^g, auf welcher die Schraubenaxe liegt; der erstere 
Fall tritt z. B. im Gebiete (+ -\ — ) und der andere im Gebiete ( — \- +) ein. 
Wenn die Normalprojektionen (+Wi), (— n^) in anderer Ordnung 
folgen (Fig. 27), so ist keine Schraubengeschwindigkeit mit positiver 
Richtung (+ w), dagegen eine solche mit entgegengesetzter Richtung 
von 0) möglich; die betreflfenden Schraubenaxen liegen wieder auf einer 
Seite der Grenzebene S^^. 

Bei der Betrachtung der konjugierten Gebiete, welche den Beding- 
ungen 19) und 22) entsprechen, kommen wir zu analogen Resultaten, 
Pig. 27. wobei nur anstatt der Ebene 

A^gg die Ebene S^g als Grenze 
möglicher Schraubenaxen die- 
nen wird. 

Wir wollen jetzt die 
Grenzen der vier Gebiete 
der Parameterkugel (Fig. 24) 
betrachten. 

Wenn die Normalen »j^ 

und>^ gleichgerichtet sind, 

so entsprechen den Richtungen, 

"*" ^^^ welche durch die Punkte des 

Kreises AEDC bestimmt werden, nur unendliche Werte von d^ tg fp^ 

und dg tg^jg. Die Grenzebenen S^g und Ä^g (Fig. 25) fallen daher mit den 

Normalebenen von n^ und r^ zusammen. Eine der Grenzen von /) wird 

jetzt unendlich; im übrigen kann die weitere Untersuchung ebenso wie 

im vorhergehenden Falle gemacht werden. Bei den Richtungen, welche 

durch die Punkte des Kreises EBV F hesiimmi werden, wird d^igq^^ 

unendlich; die Ebenen *S'^g und S^^ fallen dann mit der Normalenebene 

von Wg zusammen. Es verschwindet daher das Gebiet unmöglicher 

Schraubenaxen, welches zwischen diesen Ebenen gelegen war. 

Nehmen wir jetzt an, dass Wj und n., entgegengesetzt gerichtet 
sind. Den Punkten des Kreises AECD auf der Parameterkugel (Fig. 24) 
entsprechend, fallen wieder die Grenzebenen S^^, S^^ (^Fig. 26) mit den 
Normalenebenen von w, und n.^ zusammen. Da d^igq)^ und tfg^K^s "^" 
endlich gross geworden sind, so kann ;>, den Ungleichheiten 18) gemäss, 

nur in den Gebieten ( h +) und ( + -) endliche Werte bekommen. 

Ebenso in dem Falle, welchem die Figur 27 entspricht, bekommt p nur 

in den Gebieten (H h) und (-| — ) endliche Werte. 

Für die Richtungen, welche durch die Punkte des Kreises EBCF 
bestimmt werden, ist tfgtgg>g unendlich; S^^ und ^%g fallen daher mit 
der Normalenebene von n^ zusammen. Für p bleibt die Bedingung 

notwendig, mit der Voraussetzung, dass die dritte Stützfläche der Winkel- 
geschwindigkeit (+ cö) nicht hinderlich ist; das wird (Fig. 26) in den 
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Gebieten (+ H — ), ( — | — ) und ( ) erfüllt. Ähnliches finden wir 

auch im Falle der Figur 27. 

Die Voraussetzung, dass die Winkelgeschwindigkeit den Grenzen 
der Gebiete auf der Parameterkugel (Fig. 24) entspricht, fallen lassend, 
merken wir noch einen speziellen Fall zweier entgegengesetzt gerich- 
teter Normalen au: wenn sie auf einer Geraden liegen. Wäre die 
dritte Stützfläche nicht vorhanden, so könnte jede Gerade des Raumes 
als mögliche Schraubenaxe dieneji, aber nur mit einem für jede Gerade 
bestimmten Werte des Parameters (§ 10). Durch die dritte Stützfläche 
werden mögliche Schraubenaxen jeder gegebenen Richtung von einer 
der Grenzebenen S^, oder S^^ begrenzt, je nachdem die Projektion von n^ 
oder Wj auf die zu dieser Richtung senkrechte Ebene das andere Vor- 
zeichen als die Projektion von n^ bekommt. Im ganzen genommen 
bekommt jetzt der feste Körper einen grösseren Zwang als in den vorher- 
gehenden Fällen, in welchen auch nur eine von den beiden Grenz- 
ebenen die Rolle spielte, aber der Parameter möglicher Axen keinen 
bestimmten Wert hatte, sondern nur zwischen gewissen Grenzen lag. 

(Schlnss folgt.) 



Ein Mittelwertsatz für ein System von n Integralen.* 

Von G. Kowalewski in Leipzig. 

q){i) und -^(f; seien reelle und in dem Intervall (a . . . h) stetige 
Funktionen. Zu jedem Wert t aus diesem Intervall gehört alsdann ein 
bestimmter komplexer Wert w: = qp(f) + tip(/), dem in bekannter Weise 
ein Punkt der komplexen Ebene entspricht, welcher kurz als der zu jenem 
Wert t gehörige Punkt w bezeichnet werden soll. Seine rechtwinkligen 
Koordinaten sind x *= (p(f), y = if/(/). Wir vermeiden den Ausdruck „Kurve" 
filr die Gesamtheit der Punkte w', da man gewöhnlich unter einer Kurve 
ein Gebilde versteht, das sich durch die Bewegung eines Punktes erzeugen 
lässt, also an jeder Stelle eine bestimmte Richtung hat. Dies folgt aber 
keineswegs schon aus der Stetigkeit der Funktionen q> und ^, sondern 
setzt ausserdem ihre Differentiirbarkeit voraus. Man kennt nun eine grosse 
Anzahl von Beispielen für stetige, nichtdiflferentiirbare Funktionen, und^ 
um anzudeuten , dass diese von dem Geltungsbereich des hier zu beweisenden 
Satzes nicht ausgeschlossen sein sollen, wollen wir die Gesamtheit der 
Punkte IC nicht als Kurve, sondern einlach als die Punktmenge tr be- 
zeichnen. Zunächst entwickeln wir einige ihrer Eigenschaften, auf die sich 
der Beweis unseres Satzes stützen wird. 

1. Die Punktmenge w liegt ganz innerhalb eines endlichen Quadrates. 
Wegen der Stetigkeit von q> und tf; ist es nämlich möglich, eine positive 
Grösse 31 so zu bestimmen, dass in dem ganzen Intervall {a , . . b) die 

* Vorliegende Arbeit enthält, eine in einzelnen Punkten vereinfachte Dar- 
stelhmg eines Satzes, den ich in Crelles Journal Heft 3 Band 117 veröffentlicht habe. 
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Ungleichungen \(p(t)\ < M, |t|;(f)|<Jf bestehen. Daraus ist aber er- 
sichtlich, dass sämtliche Punkte w innerhalb des durch die geraden Linien 

gebildeten Quadrates liegen. 

2. Liegt innerhalb und ausserhalb eines geradlinigen Dreiecks ein 
Punkt tr, so giebt es einen solchen auch auf der Begrenzung des Dreiecks. 

Die Koordinaten eines Punktes P auf der Begrenzung des Dreiecks 
lassen sich ansehen als stetige Funktionen einer Variablen 5, für welche 
man z. D. die längs der Begrenzung und in bestimmtem Sinne gemessene 
Entfernung desselben von einer Ecke des Dreiecks wählen kann. Da ausser- 
dem die Koordinaten eines Punktes w stetige Funktionen von t sind, so 
folgt, dass die Distanz Fic von zwei solchen Punkten eine stetige Funktion 
der Variablen s und t ist, von denen t zwischen a und &, s zwischen 
und 2^ variiert (wenn p den Umfang des Dreiecks bedeutet). Sollte also 
gegen die Behauptung der Fall Piv = niemals eintreten, so müsste sich 
eine positive Grösse a angeben lassen derart, dass immer Pw > a wäre 
(dies ergiebt sich aus der Stetigkeit der Funktion Piv^ da eine stetige 
Funktion, wenn sie beliebig kleine Werte annimmt, auch den Wert Kuli 
annehmen muss). Der Voraussetzung gemäss gehöre nun zu t =^ t^ ein 
Punkt w innerhalb, zxx t = T ein solcher ausserhalb des Dreiecks. Dann 
kann man durch Einschaltung von t^^ t^^ . . . t^^i das Intervall (^o- • • ^) 
in n gleiche Teile teilen und dabei n so gross wählen, dass für zwei be- 
liebige aufeinander folgende Teilpunkte ^/, f/_^i (wobei f^= T ist) die 
Ungleichungen bestehen: 

! V(ti+i) - <p{td I < f. i tC(<; + .) - f{td i < -f • 
Bezeichnen wir mit W; den zu t^ gehörigen Punkt ?r, sodass also 
IV i=^ (p(ti) + irlf{ti) ist, so folgt für die Entfernung «\w,_j_i von zwei auf- 
einander folgenden Punkten der Reihe Wj, it\ . . . «•„ (dabei ist «'« der zu 
T gehörige Punkt w): 

iVi'wf^i < ö"' ^^^^ sicher WiWi^i < a. 

Ist aber die Entfernung zweier Punkte w kleiner als er, so liegen ent- 
weder beide innerhalb oder beide ausserhalb des Dreiecks. Anderenfalls würde 
'auf ihrer geraden Verbindungsstrecke ein Punkt der Begrenzung liegen, dessen 
Abstand von jedem der beiden Punkte w dann auch kleiner als a wäre, was nach 
der Bestimmung von a nicht sein kann. Gehört also, wie vorausgesetzt, zu 
/ = ^^J ein Punkt innerhalb des Dreiecks, so würde dies successiv für f^, f^ . . . f, 
folgen. Zu tn= T gehört aber nach der Voraussetzung ein Punkt w ausser- 
halb des Dreiecks. 

3. u\^ «'j5? ^^'8 seien drei Punkte «c, die nicht in gerader Linie liegen. 
Wir betrachten einen Punkt A im Innern des Dreiecks u\tv^iv^. Verlängert 
man, wie es in der Figur geschehen ist, zwei der Verbindungslinien Äu\^ 
Aw^^ Aa\^ z. B. Aw^ und Aiv^^ über A hinaus, so kann man sie offenbar 
so weit verlängern, dass die Verbindungslinie BC ihrer Endpunkte ganz 
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ansserhalb jenes Quadrates liegt, dessen Existenz unter 1) bewiesen wurde 
(in der Figur ist es punktiert gezeichnet). Dann enthält B C keinen Punkt ir, 
da alle diese Punkte innerhalb jenes Quadrates liegen. Nun können 
wir aber auf das Dreieck ABC den unter 2) bewiesenen Satz anwenden. 
In der That liegt ein Punkt tc (nämlich w^) innerhalb und ein Punkt tv 
(nümlich w^ oder auch tc^) ausserhalb desselben. Also liegt uach jenem 
Satz auch auf der Begrenzung ein Punkt w^ und zwar, da BC keinen 
solchen enthält, entweder auf AB oder auf AC, Wenn wir also von w.^ 
und von fc^ aus geradlinig über A hinausgehen, so treffen wir sicher auf 
einen Punkt ic^ falls nicht A selbst ein solcher Punkt ist. Jeder Punkt im 
Innern eines dui'ch drei Punkte w gebildeten Dreiecks ist also entweder 
selbst ein Punkt tr, oder er liegt auf der geraden Verbindungsstrecke von 
zwei solchen Punkten. 

um dieses Resultat und auch die folgenden kürzer ausdrücken zu 
können, führen wir folgende Bezeichnung ein: Wir nennen w jeden Punkt, 

der entweder selbst 
ein Punkt tv ist oder 
auf der geraden Ver- 
bindungsstrecke von 
zwei Punkten w liegt 
(man würde also die 
Punktmenge w aus der 
Punktmenge tv da- 
durch erhalten, dass 
man alle möglichen 
Paare von Punkten tv 
verbindet. Bei einer 
Kurve im eigentlichen 
Sinne wären dies alle 
Sehnen derselben). Mit 
Hilfe dieser Bezeich- 
"" ^ ^ - ^ ^ I nung können wir unser 

^""-^-^^ ' Resultat jetzt so aus- 

sprechen: Die ganze 
Fläche eines durch 
drei Punkte tv bestimmten Dreiecks besteht aus Punkten tc (offenbar gilt dieser 
Satz auch, wenn Wj, /r^, iv^ in gerader Linie liegen). 

4. Nimmt man n Punkte ir (tfj, u\^,...u\)^ so überdecken die 
aus allen möglichen Kombinationen dieser Punkte zu je dreien hervor- 
gehenden Dreiecke ein gewisses Stück der Ebene, dessen Punkte somit nach 
3) sämtlich Punkte ic sind. 

Nun zeigt man leicht, dass Aj iq + A2W'2 + - • •+ kniCn unter der Vor- 
aussetzung, dass Xj, Aj, . . ., An positiv und von der Summe 

^i + A, + -..A„ = l 
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sind, ein Punkt dieses Ebenenstöckes, mithin ein Punkt w ist. Der Beweis 
beruht auf einem Schluss von n auf » + 1. 

5. Für unsern eigentlichen Zweck brauchen wir nur noch eine Eigen- 
schaft der Punktmenge w. Sind 

tp(t) + iil,{i) und g)(Ö+^*(Ö 

zwei Punkte W7, so hat ein beliebiger Punkt auf der Verbindungsstrecke 
beider die Koordinaten 

wo A, A P> und il + il = 1. Man erhält offenbar alle Punkte iv^ wenn man 
l von bis 1 und f, t zwischen a und h variieren lässt. Nun sei A + iB 
ein Punkt, von dem man weiss, dass in beliebiger Nähe von ihm Punkte ic 
liegen, also eine sogenannte Häufungsstelle oder ein Grenzpunkt (nach 
Georg Cantor) der Menge w. Dann nimmt also die Punktion: 

welche das Quadrat der Entfernung eines Punktes tv vom Punkte Ä + iB 
ausdrückt, beliebig kleine Werte, mithin als stetige Funktion der darin 
auftretenden Variablen l^ t^ t auch den Wert Null an. Ä -\- iB fällt also 
mit einem Punkte w zusammen, oder jede Höufungsstelle von w gehört 
selbst zu tv. Eine solche Punktmenge nennt man wohl auch eine ab- 
geschlossene, und w ist demnach eine abgeschlossene Punktmenge. 

Kehren wir nach diesen Vorbereitungen zu den Funktionen (p(f)y ^(/) 
zurück, so ist der Beweis des beabsichtigten Satzes ziemlich kurz zu führen. 

Wir betrachten die Integrale: 






Nach der Definition des Integrales ist: 

n— 1 M— 1 



wenn Iq=^ a, 1^="^ und f^/^ .../«_! in dieser Reihenfolge zwischen a und 
b eingeschaltet sind. Addieren wir die mit / multiplizierte zweite Gleichung 
zur ersten (t ist natürlich ]/ — 1 und nicht mit dem Index / zu verwechseln), 
setzen ferner q>{t^ + itp(^) =^ «'t-fi, ^/-f i — h-^ Xi^i(b — (f), so ergicbt sich: 

/y a + h-a ^ ^i"'i + ^'''^ + ■"+ hn\. 

Da Aj, Aa, . . . K positiv und von der Summe A^ + ^2 + • • • + A„== 1 
sind, so ist nach 4) l^w^ + Ag ?<'2 + • • • + l^t(\ ein Punkt ?r. Be- 
achtet man ausserdem, dass sich s^ und e^ durch passende Wahl der 
^, <2» • • • ^»— 1 und Vergrösserung von n beliebig verkleinern lassen, so 
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erkennt man, dass in beliebiger Nähe des Punktes — V^~ - Punkte «' 
liegen, und kann endlich nach 5) schliessen, dass l _ — - selbst ein Punkt w 
ist. Unter 5) wurde femer ausgeführt, dass die Koordinaten jedes Punktes 
r durch Xg)(f) +Xqp(^), Ai(;(#) + Xif;(f) ausdrtickbar sind. Es ist also, 
ausführlich geschrieben: b 



ß 



i>it)dt = (b-a)[lyl,{t) + lrf>{f)]. 



Dies ist das Resultat, auf welches wir kommen wollten. In Worten 
Iftsst es sich so formulieren: 

Sind y(<), ip{t) Funktionen, von denen nur vorausgesetzt 
wird, dass sie reell und in dem Intervall (a , . .h) stetig sind, so 
lassen sich stets zwei positive Zahlen X l von der Summe X + A = l, 
ferner zwei Werte f, t aus dem Intervall (a ... 6) so bestimmen, 
dass die obigen Gleichungen bestehen. 

6 

Für n Integrale / g),(f)df^ (?' =-- 1, 2, . . . n) gilt ein ganz analoger Satz, 

a 

den wir ohne Beweis hier nur aussprechen wollen: 

Sind die 9, reelle, von a bis h stetige Funktionen, so lassen 
sieh n positive Grössen A^, A^, . . In von der Summe 

ferner aus dem Intervall {a..,h) die Werte f,, t^^-'tn so be- 
stimmen, dass. die ?i Gleichungen bestehen: 



/' 



tpi{t)dt = (& ~ a)[X,(pi(t,) + l^g>i(t,) +'"+ kn(pi{tn)] (i ==^ 1 , 2, . . . n). 



Über eine neue Folgerung ans der Maxwellschen Theorie 
der elektrischen Erscheinungen. 

Von Dr. A. Scheye in Göttingeu. 

Auf den Umstand, dass bis jetzt keinerlei Wirkungen des galvanischen 
Stromes auf ruhende Elektrizität beobachtet worden sind, stützt bekanntlich 
Clausius* seinen Einwand gegen Webers Grundgesetz der Elektro- 
dynamik; er weist nämlich nach, dass dasselbe nur dann mit der erwähnten 
Erfahrung in Einklang steht, wenn man die — seiner Meinung nach unwahr- 

* Clausius, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Band 82, 
S. 89, 1877. 
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scheinliche — Annahme macht, dass im elektrischen Strome sich beide 
Elektrizitäten, und zwar in entgegengesetztem Sinne, bewegen. Er selbst 
stellt daher ein neues Grundgesetz auf, das an diesem angeblichen Mangel 
nicht leidet. Demgegenüber erscheint es mir von Interesse, zu untersuchen, 
was die auf ganz anderen Voraussetzungen beruhende Maxwellsche Theorie 
über diesen Gegenstand aussagt. 

Aus den allgemeinen Maxwellschen Gleichungen erhält man den Fall 
des stationären Stromes dadurch, dass man die Abgeleiteten der elektrischen 
und magnetischen Kraftkomponenten nach der Zeit --^ setzt. Es ergiebt 
sich alsdann, dass die elektrischen Kräfte überall, im Leiter wie im Di- 
elektrikum, ein Potential q> besitzen, welches die Gleichung J(p = be- 
friedigt. Femer erfordern die Grenzbedingungen an der Berührungsstelle 
zweier beliebigen homogenen Körper^ also auch eines Leiters und eines 
Dielektrikums, dass die tangentielle Komponente der elektrischen Kraft 
stetig ist.* Da nun der Strom, mithin auch die elektrische Kraft an der 
Berührungsfläche des Isolators und des [iciters in letzterem tangentiell ver- 
läuft und im allgemeinen von verschieden ist, so folgt schon hieraus, 
dass auch im Dielektrikum in der Nähe des Leiters elektrische Kräfte 
wirksam sein müssen. 

Es mögen zwei aufeinander senkrechte, in der Oberfläche des Leiters 
gelegene Eichtungen mit l und ft, die Normale zur Fläche mit v bezeichnet 
werden, dann fordern die Grenzbedingungen, wenn sich der Index 1 auf 
den Leiter, der Index 2 auf den Isolator bezieht, dass an der Berührungs- 
stelle der beiden Körper stets d(Pi dtp^ 

Tx ""TT' 

,„_.__ ^^ _u 

ist, das heisst, dass längs der Grenzfläche ^^ — (p^ einen konstanten Wert hat 
Ist nun (pi für den Leiter bereits gefunden, so hat man, um das 
elektrische Feld im Isolator zu ermitteln, noch folgende Aufgabe zu lösen: 
Es ist zu bestimmen eine Funktion (p^y welche im ganzen Dielektrikum 
mit ihren Ableitungen stetig ist, der Gleichung zicjp^ = genügt, an einer 
bestimmten Fläche den gegebenen Wert 9?^ annimmt und im Unendlichen 
= wird. Allerdings ist gp^ nur bis auf eine Konstante bekannt, und im 
allgemeinen Falle müsste zu <p^ noch eine Funktion rff addiert werden, 
welche die Gleichung /l^ = befriedigt, im Unendlichen wird und an 
der Grenzfläche gegen den Leiter einen konstanten Wert k hat; doch 
würde dieses Glied des Potentials nur eine statische Ladung des Leiters 
anzeigen, die sich dem elektrischen Strome superponiert. — Nicht berück- 
sichtigt sind hierbei die Unstetigkeiten, welche bei gleichzeitiger Berührung 
zweier Leiter und eines Dielektrikums auftreten; man kann jedoch leicht 

* Vergl. Hertz, Wiedemanns Annalen 40, S. 590 und 691, 1890. 
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eine Anordnung ersinnen, bei der solche Kontaktstellen nicht in Betracht 
zu ziehen sind. 

Die Stetigkeitsbedingungen für den Übergang vom Leiter zum Isolator 
ermöglichen es, wenn das Potential für den Leiter bekannt ist, ohne weitere 
Rechnung wenigstens den Wert der tangentiellen Komponente der elek- 
trischen Kraft im Isolator unmittelbar am Leiter anzugeben. Es fliesse 
z. B. der Strom durch eine Zelle von folgender Beschaffenheit: Die Anode 
bestehe aus einem massiven Metallcylinder vom Radius a und der Höhe 7/, 
den eine leitende Flüssigkeit umgiebt; als Kathode diene ein Hohlcylinder 
ans demselben Metall, der den inneren Radius h hat, und dessen Achse 
mit der des ersten Cylinders zusammenfallt. Vernachlässigt man den Wider- 
stand des Metalles gegen den der Flüssigkeit, nimmt also das Potential an der 
Oberflache der Elektroden als konstant an , so ist innerhalb des flüssigen Leiters 

q> = — *— ;^' log 9 + const,* 
logy 

wo p den Abstand von der Achse der beiden Cy linder, g?, und q>^ die 
Werte des Potentials an den beiden Berührungsflächen zwischen Metall und 
Flüssigkeit bedeuten; die an diesen beiden Stellen stattfindenden Potential- 
sprünge können vernachlässigt werden, da sie sich gegenseitig aufheben. 
Haben die Zuleitungsdrähte nur geringen Widerstand, so kann <p^ — q>^=^E^ 
der elektromotorischen Kraft der Batterie, gesetzt werden, folglich: 

9 = log q + const, 

log-f- 

d<p E 



Ist h etwa = ea^ wo c die Basis des natürlichen Logarithmensystems, 
so ist die tangentielle Komponente der elektrischen Kraft im Isolator dicht 

E 

am Leiter == — Da elektrostatisches Maß zu Grunde gelegt ist, so ist 

fc 1 Volt qääC^ "^'*^'~^] z^ setzen, und man erkennt leicht, dass sich 

für massige Werte der elektromotorischen Kraft sehr kleine Kraftwirkungen 
im Isolator ergeben. Es ist also nicht unwahrscheinlich, dass diese geringen 
Kräfte bisher der Beobachtung entgangen sind und durch eine sorgfältige 
experimentelle Untersuchung wirklich nachgewiesen werden können, zu der 
^e Anregung zu geben der Zweck dieser Darlegung ist. 

* Vergl. Kirchhoff, Vorlesungen über Elektrizität und Magnetismus, S. 124. 

^^ OK THV '' \ 
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160 Kleinere Mitteilungen. 

Über einen Satz der Statik. 

Von K. Th. Vahlen in Königsberg i. Pr. 

Ein räumliches Kräftesjstem ist auf unendlich viele Arten entweder 
auf zwei nicht in einer Ebene wirkende Kräfte oder auf ein Kräftepaar und 
eioe nicht in dessen Ebene wirkende Kraft zu reduzieren. Unter den 
ersteren Eeduktionen sind am bemerkenswertesten die auf zwei gleiche 
Kräfte, unter den letzteren diejenige, bei der die Richtung der einzelnen 
Kraft auf der Ebene des Kräftepaares senkrecht steht. Dass eine solche 
Keduktion möglich ist, stimmt mit dem Satze überein: Eine beliebig kleine 
Bewegung eines Körpers könne als Schraubenbewegung aufgefasst werden 
mit aufeinander senkrechten Richtungen des Fortschreitens und der Drehung. 
Hieraus erklärt sich die Bezeichnung der Geraden, in welcher jene Einzel- 
kraft wirkt, als der „Hauptdrehlinie" des Kräftesystems. 

Über diese Hauptdrehlinie ist von Schweins* ein Satz aufgestellt worden, 
den später Möbius** in einfacherer Weise bewies. Dieser Satz lautet: 

Hat ein System von Kräften zwei nicht in einer Ebene 
wirkende Kräfte zu Resultanten, so wird von der Geraden, welche 
diese zwei Kräfte rechtwinklig schneidet, auch die Hauptdrehlinie 
des Systems rechtwinklig geschnitten. 

Diese Eigenschaft der Hauptdrehlinie ergiebt sich am einfachsten und 
natürlichsten, wenn man die Zurückfuhrung zweier Kräfte auf ein Kräfte- 
paar und eine dazu senkrechte Kraft durch eine geeignete Konstruktion 
wirklich ausführt. 

Es seien nämlich PF^ und QQ^ die beiden Kräfte, PQ die kürzeste, 
auf beiden senkrechte Verbindungslinie, R der Mittelpunkt von P^Q\ Durch 
PQ werde eine Ebene E senkrecht zur Ebene PQR gelegt. Zerlegt man 
nun PP' und QQ' respektive in PP", PP''' und QQ'\ QQ"\ so dass die 
Kräfte PP'\ QQ" in der Ebene E, die Kräfte PP"\ QQ^" senkrecht zu 
ihr wirken, so bilden PP^\ QQ'^ ein Kräftepaar, während sich die Kräfte 
PP*^\ QQ*'* zu einer einzigen, zur Ebene E des Kräftepaares senkrechten 
zusammensetzen: die Gerade, in der diese Kraft wirkt, ist also die Hanptr 
drehlinie des Systems. Dieselbe schneidet PQ rechtwinklig, wie aus der 
Konstruktion hervorgeht. 



* Crelles Journal Band 32, S. 227- 230. 
** Crellea Journal Band 36, S. 89- 90. Möbius' Werke Band 3, S. 567—670. 



Berichtigung. 

In Figur 2, S. 130 muss an der Kurve e, jjj,j\ej die Bezeichnung qp—^ipte 
(statt €p*\\fVe) »tebeu. 
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über Schraubengeschwindigkeiten eines festen Körpers 
bei verschiedener Zahl von Stütsfläohen. 

Von 

P. SOMOFF 

in Warschau. 



S O ll 1 11 8 s. 



16. Wenn alle drei Normalen einer Ebene parallel sind, 
so verwandelt sich ein Paar konjugierter Gebiete auf der Parameter- 
kugel (Fig. 16, Heft 3) in Punkte; und das kann mit jedem der vier 
Paare konjugierter Ge- 
biete geschehen. In 
den Figuren 28, 29, 
30 und 31, welche 
diese vier Fälle dar- 
steDen, sind durch 
punktierte Gerade die 
Spuren der drei zu 
den Normalen senk- 
rechten Centralebenen 
bezeichnet, und die 
zwischen denselben 
stehenden Ungleich- 
heitszeichen entspre- 
chen den Bedingungen 

16) 23). Die 

Verteilung möglicher 
Schraubenaxen ver- 
BcbiedenerRichtungen, 
welche den sechs 
übrig gebliebenen Ge- 
bieten entsprechen, 
stellt nichts wesentlich neues dar; über die Schraubenaxen aber, welche 
zu den drei Normalen senkrecht sind, bemerken wir folgendes. Da 
nach den beiden Richtungen dieser Axen eine Translation möglich ist, 
80 sind auf allen denjenigen dieser Axen, um welche eine einfache 

Z^twhzlfl f. MAthamatik «. Physik. 48 Jahrg. 1897. 4. Heft. 11 
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162 Über Schraubengeschwindigkeiten eines festen Körpers etc. 

Drehung erfolgen kann, auch Schraubengeschwindigkeiten mit will- 
kürlichem Parameterwerte möglich. Die Aufsuchung solcher Axen 
konunt also auf die im § 14 betrachtete Frage hinaus; der Unterschied 
besteht nur darin, dass jetzt in den Figuren 19, 20, 21, 22 und 23 
(siehe Heft 3): 1. die Vorzeichen (+), (— ) bei den Spuren der Normal- 
ebenen wegfallen und 2. die dort bestimmten Gebiete möglicher Dreh- 
ungsaxen zu Gebieten möglicher Schraubenaxen von willkürlichem Para- 
meter werden. Wenn nur ein geschlossenes Gebiet (Fig. 20, 21, 22 
und 23, Heft 3) vorhanden ist und sich in einen Punkt zusammen- 
zieht, so bleibt nur eine Schraubenaxe mit willkürlicher Parametergrösse 
möglich. 

17. Es werden weiter die Normalen zu den Stützflächen ein- 
ander parallel vorausgesetzt. Man muss hier zwei Fälle unter- 
scheiden: wenn alle drei Normalen gleichgerichtet sind, und wenn eine 
von ihnen den beiden anderen entgegengerichtet ist. Den ersten Fall j 
brauchen wir weiter nicht zu untersuchen, da er offenbar zu ähnlichen j 
Resultaten führt, wie der Fall von zwei parallelen und gleichgerichteten ; 
Normalen (§ 10). 

Wir nehmen also weiter an, dass die eine Normale, Wj, den zwei 
anderen entgegengerichtet ist. Seien QiQ^Qs {F^g' *i^) eine zu. i 
den Normalen senkrechte Ebene, AEBF und CEDF (Fig. 33) zwei i 
Centralebenen der Parameterkugel, welche resp. den Normalen Wj, n^ 
und ^, »8 parallel sind, und ACBD eine zu den letzteren senkrechte 
Centralebene. Die Oberfläche der Parameterkugel wird somit in acht 
Gebiete geteilt, welche für die Richtungen möglicher Schrauben- 
axen bestimmend sein werden. Es möge zuerst die Richtung der 
Winkelgeschwindigkeit dem Gebiete BEC angehören; dann liegt 
in der nach § 7 gemachten ebenen Darstellung (Fig. 34) die Ge- 
rade (— Wj) ausserhalb der Geraden (-f w^), (+ Wj); und da jetzt o 
mit n^ und n^ spitze Winkel bildet, so muss p den Bedingungen 17) 
genügen. Es ist leicht einzusehen, dass dieselben in allen vier Ge- 
bieten der Figur 34 erfüllt werden, da überall Äitgg?^ und S^igq>^ 
kleiner als dg *g ^s sind. Für die entgegengesetzte Richtung der Winkel- 
geschwindigkeit, welche also aus dem Gebiete DAF genommen ist 
(Fig. 35), finden wir keine möglichen Schraubenaxen; denn die diesem 
Falle entsprechenden Ungleichheiten werden in keinem der vier Gebiete 
erfüllt. Ähnliche Resultate bekommt man auch bei der Betrachtung 
der konjugierten Gebiete AED und BCF, mit dem Unterschiede nur, 
dass zur Möglichkeit der Schraubenaxen notwendig ist, dass die Rich- 
tung der Winkelgeschwindigkeit dem zweiten dieser Gebiete angehört, 
dieselbe also mit den Normalen n^ und n^ stumpfe Winkel bildet. 

Mit den Winkelgeschwindigkeiten, welche den übrigen Vier Ge- 
bieten BED^ CAIy CEA und BDF angehören, sind keine Schrauben- 
geschwindigkeiten möglich. Wenn wir z. B. die Winkelgeschwindigkeits- 
richtung aus dem Gebiete BED nehmen, also die Bedingungen 17) 
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Flg. 82. 



Fig. 88- 



V^ 



beachten, so finden wir, dass in der zu dieser Richtung senkrechten 
Ebene der Figur 36 die Ungleichheiten 17) in keinem der vier Ge- 
biete vereinbar sind. Ahnliches bekommt man auch fär die übrigen 
drei genannten Gebiete. 

Alle diese Bemerkungen zusammenfassend, kann man sagen: 
Wenn die drei Normalen zu den Stützebenen einander parallel 
sind und die dritte von ihnen den zwei ersten entgegengerichtet ist, 
so ist für die Möglichkeit 
der Schraubenaxen einer 
gegebenen Richtung not- 
wendig und hinreichend, 
dass die durch die dritte 
Normale zur gegebenen 
Richtung parallel gezogene 
Ebene zwischen den an- 
deren zwei Normalebenen 
von derselben Richtung 
liegt. Auf allen dieser 
Bedingung genügenden 
Aien sind Schrauben- 
geschwindigkeiten mög- 
lieh, wenn ihre Parameter zwischen gewissen, für verschiedene Axen 
verschiedenen, aber im allgemeinen endlichen Grenzen liegen. Auf 
allen anderen Axen sind keine Schraubengeschwindigkeiten möglich, 
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die zu den Normalen senkrechten Geraden ausgenommen, welche mög- 
liche Translationsrichtungen darstellen. 

Hier finden wir den einzigen Fall, wo bei drei Stützflächen solche 
Riehtungen existieren, dass keine Geraden dieser Richtungen als 
mögliche Schraubenaxen dienen können. 

In der obigen Betrachtung müssen alle den Normalen parallelen 
Axen ausgeschlossen werden; denn für diese Richtung bleiben die 
Normalebenen unbestimmt. Aber es ist unmittelbar ersichtlich, dass 
um solche Axen nur eine einfache Drehung, und zwar nach beiden 
Richtungen, möglich ist. 

11* 
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164 über Schraubengeschwindigkeiten eines festen Körpers etc. 

Wenn die drei parallelen Normalen in einer Ebene P 
liegen und die mittlere von ihnen den zwei anderen Normalen ent- 
gegengerichtet ist, so werden die Bedingungen für mögliche Schrauben- 
axen nur bei denjenigen Geraden erfüllt, welche der Ebene P parallel 
sind; denn auf der Parameterkugel werden die Richtungen möglicher 
Schraubenaxen nur durch die Punkte der Kreislinie bestimmt, deren 
Ebene eine zur Ebene P parallele Centralebene ist. Auf jeder solchen 
Schraubenaxe kann der Parameter nur einen bestimmten Wert haben. 
Dieser Wert ist für die Axen, welche in der Ebene P selbst liegen 
und zu den Normalen nicht senkrecht sind, gleich 0; sind diese Axen 
ausserdem zu den Normalen senkrecht, so bleibt für sie jeder Para- 
meterwert möglich. Endlich bleibt noch jede zu den Normalen senk- 
rechte Translation und um jede zu denselben parallele Gerade eine ein- 
fache Drehung möglich. 

Die zuletzt betrachtete Lage der Normalen hat die Eigentümlich- 
keit, dass dabei der feste Körper den grössten bei drei Stütz- 
flächen möglichen Zwang bekommt. 

In der That, bei jeder anderen Lage der Normalen existieren auf 
der Parameterkugel ganze sphärische Gebiete möglicher Schrauben- 
axenrichtungen und der Parameter hat auf jeder Axe nicht einen be- 
stimmten Wert, sondern bleibt nur in gewisse Grenzen geschlossen, 
mit Ausnahme eines am Ende des § 15 betrachteten Falles, wobei aber 
für die Schraubenaxen alle Richtungen möglich bleiben. 

Vier StütBfLächen. 

18. Die obige Betrachtungsweise können wir auch bei vier und 
mehr Stützflächen beibehalten. Die Grenzebenen werden dabei wieder 
eine wesentliche Rolle spielen. 

Dem Falle von drei Stützflächen analog kann man, wenn vier Stütz- 
flächen gegeben sind, die Gebiete auf der Parameterkugel in fünf Gruppen 
teilen, je nachdem die Zahl der Normalen, mit welchen die Winkel- 
geschwindigkeit spitze Winkel bildet, gleich 4, 3, 2, 1 oder ist. 

Diesen fünf Gruppen entsprechen der Reihe nach 1, 4, 6, 4, 1 
Gebiete der Parameterkugel, nach der Zahl der Zeichenverbindungen, 
welche bei den Grössen: 

25) ^itg^'i, *2tg92; *3tg9?«J *4tg9>4 

auftreten können. Nicht alle diese 16 Gebiete können aber auf der 
Parameterkugel zugleich vorhanden sein; denn die vier zu den Nor- 
malen senkrechten Gentralebenen teilen die Kugel nur in 14 Gebiete, 
der allgemeinen Formel: 

26) Ät - k(k - 1) + 2 

gemäss, wo k die Zahl der gezogenen Ebenen und A^ die Zahl der 
erhaltenen Gebiete bezeichnet. 
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Von P. SOMOFF. 165 

überhaupt, wenn fc > 3 ist, so bleibt Äk < 2*, und dann werden 
nicht für alle Zeichenverbindungen der Grössen ötgtp entsprechende 
Gebiete auf der Parameterkugel sich vorfinden. Da alle gebliebenen 
Gebiete paarweise konjugiert sind, so sind auch die verschwindenden 
Gebiete konjugiert. 

Um zu bestimmen, welches Paar konjugierter Gebiete bei vier 
Stützflächen verschwindet, betrachten wir die acht Gebiete (Fig. 16, 
Heft 3), welche den drei ersten Normalen n^, n^, n^ entsprechen; dann 
wird das Verschwinden zweier konjugierten Gebiete davon abhängen, 
in welches der acht genannten Gebiete das positive Ende der Normalen 
»4 hineinfällt. Z. B., wenn die Richtung (+ wj im Gebiete ABC der 
Figur 16 (Heft 3) sich befindet, so wird dieses ganze Gebiet, welches 
den Ungleichheiten 16) entspricht, auch den Ungleichheiten: 

27) p>9^tgq>i, p>Sitgtp^, P^*3^g98; P>^A^«n 

und ebenso das ganze ihm konjugierte Gebiet EDF, welches den Un- 
gleichheiten 23) entspricht, den Ungleichheiten: 

28) i><*itg9)i, l?<*2tg9)j, p<d^igq)^, i>^*4tg9>4 
entsprechen. Dagegen werden die Bedingungen: 

29) l>^»itg9)i, p>8^igq)^, l>>*3tg98; i>^*4tgqp4 
und die ihnen entgegengesetzten Bedingungen: 

30) i><»,tgg),, p<S^igq)^y JP^^s^g^'s; i>^*4tg9>4 

in keinem der vorhandenen Gebiete erfüllt, da diesen Ungleichheiten, 
welche die Bedingungen 16) und 23) in sich schliessen, nur ein Teil 
der Gebiete ABC und EDF genügen könnte. Ähnliche Betrachtungen 
können auch auf die übrigen sieben Fälle angewandt werden. 

19. Auf allen Geraden, welche den konjugierten Gebieten der ersten 
und fQnften Gruppe angehören, sind Schraubengeschwindigkeiten mög- 
lich, wenn jp, wie im Falle von drei Stützflächen, ausserhalb der Grenzen 
liegt, welche durch das kleinste und das grösste der Produkte 25) 
bestimmt werden. Diese Axen brauchen weiter nicht untersucht 
zu werden; aber in Bezug auf die Frage über den grössten Zwang 
des festen Körpers ist folgende Eigentümlichkeit bemerkenswert, welche 
dann eintritt, wenn die Zahl der Stützflächen grösser als drei ist. Nach 
dem im vorigen Paragraphen Gesagten sehen wir, dass den vier Nor- 
malen solche Richtungen gegeben werden können, dass die Schrauben- 
axen der ersten und fünften Gruppe ganz verschwinden; dann werden 
überhaupt keine solche Schraubengeschwindigkeiten übrig bleiben, 
deren Parameter ausserhalb gewisser Grenzen liegt, denn bei allen 
Schraubenaxen deir zweiten, dritten und vierten Gruppe bleibt^) zwischen, 
im allgemeinen, endlichen Grenzen eingeschlossen. Alles Vorhergehende 
beachtend, finden wir also: 
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166 über Schraubengeschwindigkeiten eines festen Körpers etc. 

Damit es möglich sei, durch Stützflächen, deren Nor- 
malen in den Berührungspunkten mit dem festen Körper 
nicht einander parallel sind, den Parameter aller mög- 
lichen Schraubengeschwindigkeiten zwischen gewissen, im 
allgemeinen endlichen Grenzen einzuschliessen, sind wenig- 
stens vier Stützflächen nötig* 

Natürlich sind die Grenzen für p, welche von d und q> abhängen, für 
verschiedene Schraubenaxen verschieden. 

20. Von den vier Fällen der zweiten und vierten Gruppe genügt 
es, einen zu betrachten. Wir wollen voraussetzen, dass die Richtung 
der Winkelgeschwindigkeit entweder mit den Normalen n^, w,, n^ 
spitze und mit n^ einen stumpfen Winkel bildet oder entgegengesetzt 
gerichtet ist; für p haben wir dann resp. die Bedingungen 29) oder 30). 
yjg 37 Die Gebiete möglicher 

Schraubenaxen werden 
dann durch die Grenz- 
ebenen iSj4, 5^4 und iS34 
bestimmt. Nachdem die 
Aufsuchung dieser Gebiete 
im Falle von zwei oder 
drei Stützflächen ausführ- 
lich gezeigt wurde, können 
wir uns jetzt mit einer 
kurzen Angabe der Re- 
sultate begnügen. Auf der 
-I- zur gegebenen Richtung 

senkrechten Ebene kann 
das Gebiet geschlossen 
oder nicht geschlossen 
sein: das wird von der 
Lage der Geraden (-f wj, (+ n^), (+ Wg), (— W4) und von den Ver- 
hältnissen der Grössen 25) untereinander abhängen, also auch von der 
Richtung der Winkelgeschwindigkeit in den für sie bestimmten 
Grenzen. 

In der Figur 37 ist das Gebiet (-f o) von allen drei Geraden 
^14; ^2Af ^3A begrenzt, aber nicht geschlossen. Da bei der Änderung 
der Winkelgeschwindigkeitsrichtung in die entgegengesetzte, die Un- 
gleichheiten 29) in die Bedingungen 30) übergehen, die Zeichen der 
elf Gebiete in der Ebene aber dieselben bleiben, so kann das Gebiet 
(— o) in Bezug auf das Gebiet (+ w) auf folgende Weise bestimmt 
werden: es liegt auf der anderen Seite aller drei GvenzgeradenS^j^. S2i,S^^, 

* Im Falle paralleler Stütznormalen wird das auch bei kleinerer Zahl von 
Stützflächen erreicht, nur gewisse spezielle Axenrichtungen ausgenommen (§ 10 
und § 17). 
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In der Figur 37 ist dieses Gebiet nur durch zwei dieser Geraden 
^lAj ^94 begrenzt. 

In der Figur 38 sind die Projektionen der Normalen so genommen, 
dass das Gebiet möglicher Schraubenaxen geschlossen werden kann. 
Damit das wirklich erzielt werde, muss die Richtung der Winkel- 
geschwindigkeit in dem für sie auf der Parameterkugel bestimmten 
Gebiete gewissen ergänzenden Bedingungen genügen, welche nur kurz 
für das in der Figur 38 dargestellte Beispiel angegeben werden sollen. 
Die Richtung der Geraden S^^y S^^, S^^ kann in den Grenzen der sie 
enthaltenden Winkel, welche die Gerade (— wj mit (+ nj, (+ n^) und 
(+ *h) bildet, geändert wer- 
den und hängt von den Ver- 
haltnissen: 

ab (§7 und §8). Wenn z.B. 
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voraus nach der allgemeinen 
Regal gezogen ist, muss der 
Schnittpunkt der Geraden S^^ 
und S^ auf diqenige Seite 
von jSj^ fallen, wo das Ge- 
biet, far welches 
l>>*2tg92, p<*4tg94 
ist, sich befindet, also in der 
Figur 38 auf der rechten 
Seite von S^^, 

Das wird der Fall sein, 
wenn ^-)_^-j-^<;r 
ist und kann unter andern er- 
reicht werden, wenn a^ und 

aj, d. h., wenn tg<p4: tg^, und tg^^: tg^j genügend klein sind. Diese 
Forderung kann immer erfüllt werden. Wenn nämlich auf der Para- 
meterkugel die den Ungleichheiten 29) und 30) entsprechenden Gebiete 
existieren, so kann ein Punkt des Gebietes ABC (Fig. 16, Heft 3) zur 
Bestinunung der negativen Richtung der Normalen n^ genommen werden: 
dann werden alle Punkte dieses Gebietes den Bedingungen 29) und 
alle Punkte des Gebietes EDF den Bedingungen 30) genügen. Dann 
können in diesen Gebieten für die Schraubenaxen solche Richtungen 
genonmien werden, welche mit w^ einen beliebig kleinen Winkel bilden, 
sodass auch ig(p^ : tg^j und tg^^ : tg (p^ beliebig klein werden. 

Wenn mögliche Schraubenaxen von einer gegebenen Richtung 
durch ein geschlossenes Gebiet (Fig. 38) bestimmt werden, so kann 
die Winkelgeschwindigkeit auf denselben nur - eine von den beiden 
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Richtungen bekommen; mit der entgegengesetzten Richtung werden 
dann gar keine möglichen Schraubenaxen existieren; denn dieselben 
müssten auf der entgegengesetzten Seite von allen drei Grenzebenea 
Si4, ^24, Ä34 liegen, was jetzt unmöglich ist. 

Alles oben gesagte beachtend, finden wir: Damit alle mög- 
lichen Schraubenaxen von gegebener Richtung auf der zu 
ihr senkrechten Ebene durch ein geschlossenes Gebiet be- 
stimmt werden, sind wenigstens vier Stützflächen nötig. 
Dabei bleibt dieses Gebiet nicht nur für die gegebene Rich- 
tung, sondern auch für andere, genügend nahe Richtungen 

geschlossen. Der 
Parameterwert liegt 
für alle solche Axen 
:i im allgemeinen 

z zwischen endlichen 

^ Grenzen. 

^ 21. Um die Fälle 

=: der dritten Gruppe zu 

1 untersuchen, bringen 
z wir in Erinnerung (§ 1 3), 
Zs dass bei drei Stütz- 
^ flächen, wenn der Para- 
= meter einem der Sy- 
^ steme von Ungleich- 
|.^ heiten 17), 18), 19) 
^ * oder der entgegen- 
i gesetzten 20), 21), 22) 
i genügt, die möglichen 

2 Schraubenaxen in einem 
i Paare von Scheitel- 
^ winkeln eingeschlossen 

Sfj S^j sind, welche durch zwei 

Grenzebenen gebildet 
werden; dabei kann die Winkelgeschwindigkeit auf den Axen des einen 
Scheitelwinkels die eine Richtung und auf den Axen des anderen die 
entgegengesetzte Richtung bekommen. Nehmen wir jetzt aus den 
sechs Fällen der dritten Gruppe die folgenden zwei konjugierten: 

31) P^*itg<3Pi, p^82tg(P2> JP<<J3tg93) l>^*4tg()P.i; 

32) P£ditg(p^, JP^*2^g9^2; P>*3tgg?8? i>^*4tg9>4, 

und suchen zuerst, nach der R^gel des § 6, das Paar von Scheitel- 
winkeln, welche den Bedingungen: 

33) P^^i^g<Piy P>^i^e<Pi7 i^S^s^g 9^8, oder 

34) i><*itgqp,, jp^*2*g9^2? P^^z^e9>zy 

und dann das Paar von Scheitelwinkeln, welche den Bedingungen: 
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35) l?>*ltg9i, i>>*2^g92. P<^A^S9>Ay 

oder 

36) i' < *i tg 9^1, 1> < *2 tg 9'2? P> ^4tg V'i 

entsprechen. Mögliche, d. h. den Ungleichheiten 31) oder 32) ge- 
nügende Schraubenaxen müssen in den Gebieten liegen, welche den 
Winkeln 33) und 35) oder 34) und 36) gemein sind. Solcher 
Gebiete können sich entweder zwei (je mit der einen und mit der 
anderen Richtung der Winkelgeschwindigkeit) oder ein (nur mit einer 
von den beiden Richtungen der Winkelgeschwindigkeit) oder keines 
Torfinden. Diesen Fallen 

Fig. 40. 

entsprechen die Figuren 39, 
40, 41 und 42, wobei, 
wie früher, durch hori- 
zontale Schraffierung das 
Gebiet (+ g>) und durch 
die vertikale das Gebiet 
(— o) bezeichnet ist. 

Mögliche Schrauben- 
axen werden dann durch 
diejenigen Gebiete be- 
stimmt, in welchen die 
Striche von derselben, 
horizontalen oder verti- 
kalen Richtung zusammen- 
fallen, also doppelt so 
dicht sind. Eine ausführ- 
liche Beschreibung ist 
überflüssig, da die Be- 
stimmung der Zeichen in 
den von den Geraden (+Wi), 

(+«2); (-^s); (-wj ge- 
büdeten Gebieten und der 
davon abhängenden Lage 
der Grenzgeraden Sjj, S^^ 
und jSi4, ^24 wialog ist, wie in den Fällen von zwei und drei Stütz- 
flächen. Der Parameterwert bleibt bei den Schraubenaxen, welche den 
Figuren 39, 40 und 41 entsprechen, zwischen gewissen, im all- 
gemeinen, endlichen Grenzen eingeschlossen. Die Figur 42 stellt den 
Fall dar, wo gar keine Schraubenaxen von gegebener Richtung mög- 
lieh sind. Dieses war bei drei Stützflächen nur im Falle von drei 
parallelen und gehöriger Weise gelegenen Normalen möglich; man 
kami also sagen: Damit im Falle von nicht einander parallelen 
Stütznormalen solche Richtungen sich vorfinden, dass keine 
Schraubenaxen dieser Richtungen möglich bleiben, darf die 




;^jf^ 
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Zahl der Stützflächen nicht kleiner als vier sein, und zwei 
von den Stütznormalen müssen mit der gegebenen Richtung 
spitze, zwei andere Stütznormalen stumpfe Winkel bilden. 
Natürlich müssen ausserdem die Lage der Stütznormalen und die 
Winkelgrössen g?i, ^g, gjg, <P4 gewissen ergänzenden Bedingungen, 
welche wir weiter nicht untersuchen werden, genügen. 

22. Für die Axen einer gegebenen Richtung, um welche eine ein- 
fache Drehung möglich sein soll {p = 0), findet man, dass auf der 
zu dieser Richtung senkrechten Ebene entweder zwei nicht geschlossene 

oder ein geschlossenes Ge- 
,^ ^ biet existieren, oder dass 

keine Geraden der gegebenen 
Richtung mögliche Drehungs- 
axen sein können. Die Grenz- 
ebenen für die Drebungs- 
axen sind Normalebenen, wie 
es schon oben, im § 14, für 
den Fall von drei Stütz- 
flächen bemerkt wurde. Ohne 
darüber ausführlicher zu 
sprechen, bemerken wir nur 
folgendes: Wenn drei 
Stütznormalen gegeben 
sind, so kann man die 
vierte Stütznormale so 
wählen, dass eine Dreh- 
ung um keine von den 
Axen einer gegebenen 
Richtung und anderer zu 
ihr genügend naherRich- 
tungen möglich wird. Es 
genügt, dieses nur für irgend 
einen Fall zu zeigen, da in 
allen anderen Fällen es auf ähnliche Weise gemacht werden kann. Es 
möge die gegebene Richtung den konjugierten Gebieten der ersten und 
fünften Gruppe angehören, sodass p resp. den Ungleichheiten 27) und 
28) genügt. Wir entnehmen die Projektionen der ersten drei Nor- 
malen Wi, 71^, n^ aus der Figur 19 (Heft 3) und überlassen uns die 
Wahl der vierten Normalen. Die möglichen Drehungsaxen , aufweichen 
die Winkelgeschwindigkeit den Bedingungen 27) entspricht, müssen 

durch das Gebiet ( ) bestimmt werden, da nur dort ^) = 

gesetzt werden kann; und ebenso der entgegengesetzten Richtung von 
03 muss das Gebiet (+ + + +) dienen. Da solche Gebiete nur zu 

den Gebieten ( ) und (+ + +) der Figur 19 (Heft 3) gehören 

können, so wird es von der Lage der Projektion der vierten Normalen 
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abhängen, ob das gesuchte Gebiet wirklich existiert oder nicht. Die 
Figuren 43, 44, 45 und 46 sind Wiederholungen der Figur 19 (Heft 3) 
mit einer Ergänzung durch die vierte Gerade (+ Wj) : in der Figur 43 
ist dieselbe so genommen, Fig. 42. 

dass die Gebiete (+ co) 
und (— (d) der Figur 19 
(Heft 3) ungeändert blei- 
ben; in der Figur 44 hat 
bei einem von diesen Ge- 
bieten eine Abnabme statt- *^" 
gefunden; in der Figur 45 ^^^ 
bleibt nur das eine Gebiet 
(+ + + +), d. h.(^ c), ^i 
Yorhanden, und in der 
Figur 46 sind beide^ Ge- 
biete verschwunden. Ähn- 
liches kann auch in den 
Figuren 20, 21, 22 und 
23 (Heft 3) mit Hilfe der 
Normalenprojektion (+ n^) 
oder (— W4) ausgeführt 
werden. Und es ist immer 
mögUch, durch eine ent- 
sprechende Lage dieser 
Geraden das vollkommene 
Verschwinden beider Ge- 
biete (-f (o) und (— Gj) zu erreichen; denn diese Gerade teilt die ganze 
Ebene in zwei Gebiete, welche die Drehungsaxen (+ cö) und (— m) be- 
stimmen, und kann immer 

so gezogen werden, dass ^^^ ^^ 

diese Gebiete die ent- 
gegengesetzten Gebiete 
(- o) und (+ ö), welche 
den ersten drei Stütz- 
normalen entsprachen, voll- 
kommen decken. 

Daraus kann man 
noch nicht schliessen, dass 
eine solche Lage von vier 
Stütznormalen möglich sei, 
bei welcher überhaupt 
keine möglichen Drehungs- 
axen bleiben. Übrigens werden wir unten (§ 26) sehen, dass dieses 
für alle Axenrichtungen, nur eine ausgenommen, erreicht werden kann. 
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Fig. 44. 





Es möge noch daran erinnert werden, dass bekanntlich durch vier 
Stützflächen der feste Körper gezwungen werden kann, nur Drehungs- 
verschiebungen zu behalten, wozu die Stütznormalen durch einen Punkt 
gehen und ihre Richtungen so gewählt werden müssen, dass auf der 
Parameterkugel (Fig. 16, Heft 3) das Gebiet ABC durch Hinzufügung 
der vierten Normalen verschwindet. 

23. Wenn zwei von den Stütznormalen w^, n^ einander parallel 
sind, können für eine gegebene Axenrichtung wieder vier Fälle ein- 
treten: die HinzufÖgung der 
vierten Normalen kann 

1. die Gebiete möglicher Schrau- 
benaxen unverändert lassen, 

2. das eine von denselben oder 

3. beide vermindern und 

4. ganz zum Verschwinden 
bringen. 

Der erste, zweite und vierte 
dieser Fälle kann nur dann 
eintreten, wenn die Grenzebenen 
Si4 imd Sj4 den Grenzebenen S^, 
und ^23 parallel werden. Dazu 
braucht nicht n^ der Normalen w^ parallel zu sein: es ist nur nötig (§6), 
dass die Verhältnisse ig(Pi:tg(Pi und ig(p%'^g(Pi r^sp. den Verhält- 
nissen tgg?i:tg<pj und tgfp^itgtp^ gleich werden, d. h., dass n^ mit 
P,g 45 der gegebenen Richtung 

+^i _^^ der Schraubenaxen den- 

selben Winkel wie n^ 
bildet. 

In der Figur 47 ist 
der vierte von den be- 
zeichneten Fällen dar- 
gestellt. Diese Figur ist 
aus der Figur 25 (Heft 3) 
durch die HinzufQgung 
der Geraden (— wj, wel- 
che der obengenannten 
Bedingung genügt, ent- 
standen; diese Gerade ist 
so gewählt, dass die Gebiete (+ co) und (— w) der Figur 25 (Heft 3) 
von den Gebieten (— a) und (+ a>), welche der Grenzgeraden S^^ ent- 
sprechen, gedeckt werden. Eine ähnliche Rolle könnte auch die Grenz- 
gerade Si^ spielen, wenn nur der Schnittpunkt von (— n^) und (-f w^) 
zwischen den Grenzgeraden 5^^ und S^^ gelegen wäre. 

24. Ahnliches findet man, wenn die vier Stütznormalen paarweise 
.parallel sind. Es werden folgende Bemerkungen darüber genügen. 
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Wenn in einem dieser Paare n^, w^ die Normalen gleichgerichtet 
sind, so wird für keine Richtungen eine vollkommene Aufhebung 
möglicher Schraubenaxen erzielt. Sind die Normalen w^, n^ auch gleich- 
gerichtet, so ist es von selbst klar; wenn aber dieselben entgegen- 
gesetzt gerichtet sind (Fig. 48), so kann man nach dem in § 10 
Gesagten sehen, dass das eine von den Gebieten (+ co) und (— »), 
im gegebenen Falle das Gebiet (+ ©), verschwindet. Ein vollkommenes 
Verschwinden beider Ge- 
biete kann erreicht werden, 
wenn auch die Normalen 
Hj, n^ entgegengesetzt ge- 
richtet sind, denn bei drei 
Stütznormalen n^, n^, n^ 
bleibt dann nur das eine 
von den Gebieten (-f co), 
(-(D)[Fig.26u.27,Heft3] 
bestehen, welches jetzt 
durch die HinzufQgung der 
vierten Normalen von dem 
Gebiete mit entgegen- 
gesetzter Winkelgeschwin- 
digkeit gedeckt werden kann. Solche Fälle sind in den Figuren 49 
und 50, welche entsprechende Ergänzungen der Figuren 26 und 27 
enthalten, dargestellt. 

Um alle Richtungen, für welche keine Schraubenaxen möglich 
sind, zu finden, legen wir in der Parameterkugel (Fig. 51) zwei 
Zentralebenen LMNP 

und LKNQ, den Ebenen ^^8 ^'^ 

der Normalenpaare (w^ , n^ 
und (nj, »J [Fig. 52] paral- 
lel. Indem man die Fi- 
guren 51 und 52 mit den 
Figuren 49 und 50 ver- 
gleicht, findet man leicht, 
daas die möglichen Rich- 
tungen der Schrauben- 
axen auf der Parameter- 
tugel durch die sphäri- 
schen einander konjugier- 
ten Zweiseite s 

LMNQ und LKNP " '' 

bestimmt werden. Wenn 

Dian die Normalenpaare als zwei Kräftepaare betrachtet, kann man 
sagen: Die Richtungen, nach welchen keine Schraubenaxen mög- 
lich sind, werden dadurch bestimmt, dass die Projektionen der Mo- 
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mente zweier Kräfkepaare (m^, n^) und (Wj, W4) auf dieselben entgegen- 
gesetzt sind * 

Betrachten wir noch den Fall, dass jedes Paar entgegengerichteter 

Normalen auf einer Geraden liegt. Wäre nur ein Paar solcher Nor- 

Fig. 48. malen gegeben, so könnte 

jede Gerade des Raumes 
eine Schraubengeschwin- 
digkeit mit bestimmtem 
Parameterwerte dtgtp ent- 
halten; kommt ein zweites 
■^ solches Normalenpaar hin- 
zu, so bleibt nur auf 
denjenigen Geraden eine 
Schraubengeschwindigkeit 
möglich, für welche die 
Grösse Ätg<p in Bezug 
•^n Titt 49 auf jede der vier Normalen 

' dieselbe ist. Alle solche 

Geraden von einer ge- 
gebenen Richtung liegen 
in einer Ebene, mit wel- 
. eher jetzt die Grenzebenen 

fallen. 

Die Beschränkung för 
den festen Körper ist jetzt 
3 dieselbe, als wenn er zwei 
feste Flächen berührte und 
* sich nicht von denselben 

entfernen dürfte. In diesem 
^ Falle bilden bekanntlich 
alle Schraubenaxen, wel- 
che gleichen Parameter 
haben, eine Kongruenz 
ersten Grades. Wir können 
also auf die gezeigte Weise, 
indem wir die Grenzebenen 
5^4, 5^23 und für verschie- 
^ dene in ihnen liegende Ge- 

raden die Grösse ötgip 
bestimmen, irgend eine, einer solchen Kongruenz angehörende Schrauben- 
axe von gegebener Richtung und gegebenem Parameterwert konstruieren. 

* Dieses Resultat findet offenbar seine kinetische Beffriindung , wenn 
man beachtet, dass die normalen Widerstände der vier Stützflächen die Rich- 
tungen der Normalen nj , n, , »i, , n^ haben. 
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Fig. 51. 



25. Wenn drei von den vier Stütznormalen einander parallel sind, 
können wir uns auf die Resultate des § 17 stützen. Die Begrenzung, 
welche jetzt die Gebiete möglicher Schraubenaxen durch die Hinzu- 
fögung der vierten Normalen bekommen, können nach den schon mehrere 
Male angewandten Regeln be- 
stimmt werden. 

Wenn alle drei parallelen 
Normalen gleichgerichtet sind, 
so bleiben auf allen Geraden, 
auf welchen die Winkelge- 
schwindigkeit mit allen vier 
Normalen nur spitze oder nur 
stumpfe Winkel bildet, Schrau- 
bengeschwindigkeiten möglich, 
deren Parameter ausserhalb 
gewisser, im allgemeinen end- 
licher Grössen liegt. Bildet 
aber a mit ^; ti^, n, spitze 
und mit n^ einen stumpfen 
Winkel, oder umgekehrt, so 
findet man für die möglichen 
Schraubenaxen solche Begren- 
zungen, wie sie im § 15 für 
den Fall, dass zwei von den 
drei Stütznormalen einander 
parallel und gleichgerichtet 
sind, sich ergaben. Jetzt wird 
also die eine von den drei 
Geraden (+n,), C+w^), (+n^\ 
nämlich die mittlere, keine 
Rolle spielen (Fig. 54). 

Wenn eine von den drei 
parallelen Geraden den beiden 
anderen entgegengerichtet ist, so 
sind, dem § 17 gemäss, entweder 
alle Geraden einer gegebenen 
Richtung mögliche Schrauben- 
axen, wobei die Drehung nur in 
einem Sinne erfolgen kann, oder 
keine einzige bleibt möglich. Im 
letzteren Falle fügt die vierte Normale nur eine Begrenzung hinzu, welche 
sich auf die zu den drei ersten Normalen senkrechten Translationen bezieht*, 
im ersteren Falle dagegen wird, wie im § 15, die ganze Ebene durch eine 
Grenzebene in zwei Gebiete geteilt, von welchen nur das eine die mög- 
lichen Schraubenaxen bestimmt. Auf diesen Fall beziehen sich die Fi- 




Fig 53. 



-n. 
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Fig. 64 . 



^Ji 



guren 65 und 56; in der zweiten Figur behält nur eine von den hier mög- 
lichen Grenzgeraden S^^, S^^^ ihre Bedeutung. In § 17 wurde gezeigt, 
welche Verschiebungen dem festen Körper möglich bleiben, wenn bei 
drei Stützflächen die Normalen derselben einander parallel sind, in 
einer Ebene liegen und die mittlere den beiden anderen entgegen- 
gerichtet ist. Die neue Begrenzung, welche durch die Einführung der 
vierten irgendwie gerichteten Normalen erreicht wird, besteht nicht 

darin, dass das Gebiet mög- 
licher Schraubenaxen ver- 
mindert wird, sondern es 
bleibt von beiden Richtungen, 
welche die Winkelgeschwin- 
digkeit auf jeder Axe haben 
* konnte (§ 17), nur eine Rich- 
tung möglich. Das Bündel 
paralleler Schraubenaxen wird 
nämlich durch die drei jetzt 
zusammenfallenden * Grenz- 
ebenen 5^4, /Sjj4, S34 in zwei 
Gruppen geteilt, je nach der 
einen oder anderen Richtung 
der Wiokelgeschwindigkeit. Die Translationsgeschwindigkeiten werden 
auch nur nach einer Seite begrenzt; und nur die zu allen vier Nor- 
malen senkrechten Trans- 
lationen bleiben nach beiden 
Richtungen möglich. 

26. Es seien alle vier 
Normalen einander parallel 
Wenn dieselben gleichgerich- 
tet sind, findet man dasselbe, 
wie im Falle von drei sol- 
chen Normalen; wenn aber 
eine oder zwei von den Nor- 
malen den anderen entgegen- 
gerichtet sind, können durch 
geeignete Wahl ihrer Lage 
alle Schraubengeschwindigkeiten, deren Parameter nicht Null oder un- 
endlich ist, zum Verschwinden gebracht werden. Solche Lagen der 
Stütznormalen werden in der Praxis oft gebraucht; wir erwähnen die- 
selben nur, um zu zeigen, wie sie aus der allgemeinen hier dargestellten 
Methode erhalten werden können. 

In § 17 wurde bemerkt, dass im Falle von drei Stützflächen, deren 
Normalen einander parallel sind, während zugleich die eine Normale 

* "Weil nur zur Ebene der drei ersten Normalen parallele Schraubenaxen 
möflflich sind. 
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den zwei anderen entgegengerichtet ist, solche Riehtungen existieren, 
nach welchen keine Schraubenaxen möglich sind. Die dazu nötige 
Bedingung bestand darin, dass eine von den einer gegebenen Richtung 
parallelen Normalebenen, nämlich diejenige, welche die den anderen 
entgegengesetzte Normale enthielt, zwischen den anderen zwei Normal- 
ebenen liegen musste. Wenn vier parallele Stötznormalen gegeben 
sind, von welchen die eine, »4, den drei anderen entgegengerichtet 



Fig 56. 



Fig 67. 
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ist, kann diese Bedingung für alle Richtungen erfüllt werden: dazu ist 
nur nötig, dass »^ im Inneren des dreiseitigen Prismas, welches von 
den anderen drei Normalen gebildet wird, sich befindet. Dann bleiben 
für den festen Körper nur zu den Normalen senkrechte Translationen 
und einfache Drehungen um Axen, welche den Normalen parallel sind, 
mögUch, d. h. überhaupt Verschiebungen parallel einer Ebene. 

Dieselbe oben ausgesprochene Bedingung kann offenbar auch er- 
zielt werden, wenn zwei Normalen, Wg und n^, den zwei anderen ent- 
gegengerichtet sind. Die Normalen müssen dann ein vierseitiges Prisma 
ohne einspringende Winkel bilden und die gleichgerichteten Normalen- 
paare müssen in den Diagonalebenen desselben liegen (Fig. 57). 

Fünf und mehr Stütssfläohen. 

27. Wenn die Zahl der Stützflächen vier übersteigt, würde eine 
ausföhrliche Untersuchung verschiedener Fälle zum grossen Teile eine 
Wiederholung des Vorhergehenden sein; denn für jede gegebene Axen- 
richtung worden wieder dieselben Fälle wie früher eintreten können, 
niur mit Hinzufügung neuer Grenzebenen, welche keine wesentlich neue 
Begrenzungen geben könnten, da schon bei vier Stützflächen eine voll- 
kommene Tilgung möglicher Schraubenaxen von gegebener Richtung 
erzielt werden kann. Wir werden daher nur einige allgemeine Bemerk- 
ungen machen und zur Anwendung des Vorhergehenden einige beson- 
dere Lagen der Stütznormalen betrachten. 

Es seien fünf Stützflächen gegeben. Da jetzt 32 Kombinationen 
der üngleichheitszeichen für p möglich sind, auf der Parameterkugel 

ZelUcbrift f. Mathematik a. Physik. 42. Jahrg. 1897. 4. Heft. 12 
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aber nach der Formel 26) nur 22 Gebiete zugleich vorhanden sein 
können, so werden zehn Zeichenverbindungen in den verschiedenen für 
p möglichen Bedingungen und dementsprechend fiinf Paare konjugiertet 
Gebiete der Parameterkugel fehlen. Wenn man alle 32 Gebiete, wie 
es bei kleinerer Zahl von Stützflächen geschah, in Gruppen ordnet, 
deren Zahl jetzt sechs ist, so findet man, dass p wieder für jede 
Axenrichtung zwischen gewisse Grenzen eingeschlossen werden kann, 
da die erste und letzte Gruppe fehlen können. Die übrigen vier 
Gruppen werden aber dann durchaus ihre Vertreter auf der Parameter- 
kugel haben. 

Bei vier Stützflächen konnten nur in der mittleren, dritten Gruppe 
solche Richtungen existieren, dass keine ihnen parallele Gerade mög- 
liche Schraubenaxen darstellte; jetzt kann man neue Grenzebenen be- 
nützen und diesen Fall in jeder der übriggebliebenen Gruppen ein- 
treten lassen. Wenn eine entsprechende Richtung gefunden ist, so 
werden auch andere zu ihr genügend nahe Richtungen derselben For- 
derung genügen. Jedenfalls werden aber ganze Systeme von Schrauben- 
axen möglich bleiben; denn wenn der feste Körper fünf Flächen so 
berührt, dass er sich von denselben nicht entfernen kann, so bleibt 
ihm bekanntlich eine bestimmte Schraubengeschwindigkeit mögUch; 
wenn aber die Flächen nur Stützflächen sind, so bleiben im allgemeinen 
verschiedene Gebiete auf der Parameterkugel, welchen ganze Scharen 
möglicher Schraubenaxen entsprechen. Die Aufsuchung solcher Ge- 
biete könnte zum Gegenstande einer besonderen Untersuchung gemacht 
werden, welche wir aber nicht weiter verfolgen wollen. 

Von speziellen Lagen der fünf Stütznormalen seien folgende 
erwähnt. Es mögen drei Stütznormalen in einer Ebene P liegen, 
einander parallel und die mittlere den zwei anderen entgegengerichtet 
sein; die anderen zwei Normalen nehmen wir auf einer die vorige 
Ebene schneidenden Geraden l und auch einander entgegengesetzt 
an. Dann bleiben nur solche Schraubenaxen möglich, welche der 
Ebene P parallel sind (§ 17) und bei einer gegebenen solchen 
Richtung in einer Grenzebene liegen, welche jedesmal durch eine der 
ersten drei und eine der anderen zwei Normalen bestimmt wird; der 
Parameter kann auf jeder dieser Axen nur einen bestimmten Wert 
bekommen (§ 10). Einfache Drehungen bleiben um solche Axen mög- 
lich, welche die Gerade l schneiden und dabei entweder in der Ebene P 
liegen, oder den drei ersten Normalen parallel sind. Liegt die Ge- 
rade l in der Ebene P, so bleiben dem festen Körper ausser den in 
der zu P jetzt senkrechten Grenzebene liegenden Schraubenaxen Dreh- 
ungsaxen, welche in der Ebene P willkürlich liegen können, und noch 
eine zu denselben senkrechte Translation möglich. Diese Translation 
hat übrigens keine selbständige Bedeutung, da sie, mit einer der vorigen 
Drehungen zusammengesetzt, wieder eine Drehung um eine der Ebene P 
angehörende Axe giebt. 
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Wenn die vierte und fünfte Normale entgegengesetzt sind, aber 
nicht auf derselben Geraden liegen, so erweitert sich wieder das Ge- 
biet möglicher Verschiebungen, ebenso wie bei verschiedenen anderen 
Abänderungen der Lage und der Richtung der Stütznormalen. 

28. Wenn sechs Stützflächen gegeben sind, Werden im ganzen 
64 Zeichen Verbindungen der sechs Ungleichheiten, welchen jetzt p ge- 
nügen muss, möglich. Von den 64 Gebieten aber, welche dem- 
entsprechend auf der Parameterkugel auftreten können, sind nur 32 
zugleich möglich. Wenn man also alle 64 Gebiete, dem Vorher- 
gehenden analog, in sieben Gruppen teilt, und wenn man beachtet, 
dass diese Gruppen der Reihe nach 1, 6, 15, 20^ 15, 6, 1 Gebiete 
enthalten, so kann man die Richtungen der Stütznormalen so wählen, 
dass alle Gebiete der ersten, zweiten, sechsten und siebenten Gruppe 
und einige Gebiete aus anderen Gruppen verschwinden. Dann ist 
die Zahl der Stütznormalen, mit welchen die Winkelgeschwindig- 
keit spitze oder stumpfe Winkel bildet, entweder 4 und 2 oder 3 
und 3 oder 2 und 4. Demgemäss werden 8 oder 9 Grenzebenen 
auftreten können. Ohne weiter darauf einzugehen, bemerken wir 
nur, dass durch 6 Stützflächen, nach dem im vorigen Pari^raphen 
Gesagten, ein vollkommenes Verschwinden aller dem festen Körper 
möglichen Verschiebungen nicht erreichbar ist. Es wäre nämlich auch 
dann nicht möglich, wenn der Körper sich von fönf Stützflächen nicht 
entfernen könnte; denn die dabei möglich bleibende Schrauben- 
verschiebung könnte sich nach beiden Richtungen vollziehen, und eine 
sechste Stützfläche könnte dann nur eine dieser Richtungen unmöglich 
machen. In Wirklichkeit aber bleiben im Falle von fünf Stützflächen 
ganze Scharen von Schrauben Verschiebungen möglich, welche desto 
weniger durch eine sechste Stützfläche getilgt werden können. 

Von speziellen Lagen der sechs Stütznormalen erwähnen wir 
folgende: 

a) Durch vier parallele Stütznormalen kann der feste Körper ge- 
zwungen werden, nur einer Ebene parallele Verschiebungen zu be- 
halten (§26); andererseits werden bei zwei entgegengerichteten und 
auf derselben Geraden liegenden Stütznormalen alle Drehungsaxen, 
welche diese Gerade nicht schneiden, unmöglich sein (§ 10). Wenn alle 
diese sechs Stütznormalen gegeben und die zwei letzteren den anderen 
▼ier Normalen nicht parallel vorausgesetzt sind, so bleiben dem festen 
Körper nur Drehungsaxen, welche den vier ersten Normalen parallel 
sind und die zwei anderen schneiden, und eine zu allen sechs Nor- 
malen senkrechte Translationsrichtung möglich. Diese Translation hat 
übrigens keine selbständige Bedeutung, da sie zu der Ebene der mög- 
licben Drehungsaxen senkrecht ist. 

b) Im § 17 wurde der Fall dreier Normalen w^, n^, ng, von denen 
eine, nj, den anderen entgegengesetzt war, betrachtet. Mögliche Rich- 
tungen der Winkelgeschwindigkeit wurden dort durch das Gebiet eines 

12* 
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sphärischen Zweiseits EBCFE (Fig. 33) bestimmt. Fügen wir nun 
drei andere einander parallele Stütznormalen n^, Wg, n^, von welchen die 
letztere den anderen zwei entgegengesetzt ist, hinzu, dann wird diesen 
Normalen auf der Parameterkugel (Fig. 33) ein ähnliches Gehiet mög- 
licher Winkelgeschwindigkeitsrichtungen entsprechen. Diese drei Nor- 
malen können ofifenbar so genommen werden, dass die beiden Gebiete 
der Parameterkugel keine Punkte gemein haben werden; dann werden 
auch keine möglichen Schraubenaxen von endlichem Parameter bleiben. 
Es bleibt nur eine zu allen sechs Normalen senkrechte Translation 
möglich, und zwar nach beiden Richtungen. 

c) In § 17 wurden mögliche Schraubenaxen unter der Voraus- 
setzung betrachtet, dass drei parallele Normalen in einer Ebene liegen 
und die mittlere den anderen entgegengesetzt ist; alle diese Axen waren 
dieser Ebene parallel und hatten bestimmte Parameter. Wenn noch 
drei andere ähnliche, aber in einer anderen Ebene gelegene Normalen 
gegeben werden, so bleiben nur solche Schraubenaxen möglich, welche 
den beiden Ebenen parallel sind. Sie müssen dabei in derjenigen 
Grenzebene liegen, für welche die untereinander gleichen Grössen 

^A^i^iJ *6tg9^6^ *6*^g96 

den Grössen ^^^g^,^^ ^^^^^^^ ^^^^^^ 

gleich sind. Ausserdem bleibt noch eine zu allen sechs Normalen 
senkrechte Translation möglich. 

Wenn insbesondere w^, Wj, n^ der Durchschnittslinie ihrer Ebene 
mit der Ebene der Normalen n^, n^, n^ parallel sind, so jßllt die 
Grenzebene mit der letzteren Ebene zusammen; dann gehen die mög- 
lichen Schraubenaxen in Drehungsaxen über. 

Wenn alle sechs Normalen auf der Durchschnittslinie ihrer Ebenen 
senkrecht stehen, so bleiben, ausser der dieser Geraden parallelen 
Translation, Windungen um diese Gerade als Axe möglich, wobei der 
Parameter dieser W^indung willkürlich bleibt. 

d) Es mögen die Normalen (tij, w^), (w^, w^), (wg, n^ paarweise 
auf einer Geraden liegen und entgegengesetzt sein. Die Figur 16 (Heft 3) 
kann bei der Untersuchung dieses Falles benützt werden. Die dort 
bezeichneten Gebiete entsprechen dem Falle von drei Stütznormalen Wj, 
Wg, ng; dieselben Gebiete entsprechen jetzt auch den Normalen n^, n^, ng, 
mit dem Unterschiede aber, dass dann die Ungleichheiten für ^ den Un- 
gleichheiten 16) . . . 23) resp. entgegengesetzt sein müssen. Damit beide 
Systeme der Bedingungen für p vereinbar werden, muss man annehmen: 

i> = *itg9>i=*4tg9P4, 

und für eine mögliche Schraubenaxe müssen diese drei Grössen ein- 
ander gleich werden. Das kann aber nur für eine Durchschnittslinie 
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zweier Grenzebenen eintreten; denn jede der Grenzebenen S^^, S^^y S^^ 
enthalt solche Geraden einer gegebenen Richtung^ ftlr welche zwei der 
Grössen (^itg^^i, ^2^S79> ^s^STs einander gleich sind. Daraus folgt; 
dass für jede gegebene Richtung nur eine mögliche Schraubenaxe sich 
finden wird, und auf jeder derselben wird der Parameter nur einen 
bestimmten Wert haben können. Die zu der Windung gehörende 
Winkelgeschwindigkeit kann auf jeder Axe beide Richtungen be- 
kommen; denn jede Grenzebene gehört zugleich den beiden Gebieten: 
(+ coi) und (— ö) an. 

In dem betrachteten Falle bleibt der feste Körper bei jeder mög- 
lichen unendlich kleinen Windung mit drei Flächen, welchen die Nor- 
malen ^1, Wg, n, (öder auch W4, ng, n^) entsprechen, in Berührung. 
Die gefundenen Schraubeiiaxen gehören also dem Systeme koaxialer 
Hyperboloide an, durch welche alle Schraubenaxen des festen Körpers 
mit drei Freiheitsgeraden bestimmt werden. Es ist hier also das 
Mittel gegeben, für den festen Körper mit drei Freiheits- 
graden eine Schraubenaxe von gegebener Richtung auf- 
zufinden und den ihr entsprechenden Parameter zu be- 
stimmen. 

29. Im Falle einer ungeraden Zahl, (2n + 1) > 6, von Stützflächen 
können ihre Normalen so gerichtet sein, dass von den 2m -f 2 Gruppen, 
in welche jetzt, dem Vorhergehenden analog, alle Ungleichheiten für 
p zerlegt werden können, nur die zwei mittleren Gruppen, welche paar- 
weise konjugierte Gebiete enthalten, übrig bleiben. Ist eine gerade 
Zahl von Stützflächen, welche sechs übersteigt, gegeben, so können 
die Stütznormalen so genommen werden, dass nur die eine, mittlere 
Gruppe der Gebiete übrig bleibt, d. h., dass jede Winkelgeschwindigkeit 
mit den Normalen ebensoviel spitze wie stumpfe Winkel bildet. Es 
ist nämlich die Zahl der auf der Parameterkugel zugleich auftretenden 
Gebiete für k Stützflächen: 

die Zahl der Gebiete aber, welche jede der mittleren Gruppen enthält, 
wenn k == 2n + 1 ist: (^n + 1)! 

Wenn m > 2, so ist 2Bk> Ai, Wenn k = 2n, so ist die Zahl 
der Gebiete der einzigen mittleren Gruppe: 

-r. 2n! 



also Bii> Äiy wenn » > 3 ist. 

Es möge noch einiges über die Festlegung des festen Körpers 
durch Stützflächen gesagt werden. Die grösste Begrenzung, welche 
der feste Körper bei sechs Stützflächen bekommt, besteht darin, dass 
ihm nur eine Schraubengeschwindigkeit mit bestimmtem Parameter 
frei gelassen wird, wobei aber beide Verschiebungsrichtungen möglich 
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bleiben. Im § 28, b) wurde ein solcher Fall erwähnt, wenn nämlich 
der Körper nur eine zu allen sechs Normalen senkrechte Translation 
(j> ^ co) nach beiden Richtungen erhalten konnte. Daraus folgt, dass 
eine siebente Stützfläche nicht genügt, um den festen Körper unbeweg- 
lich zu machen, dass aber dieses durch acht Stützflachen immer er- 
reicht werden kann. Zum Schlüsse zeigen wir noch einige Beispiele 
so, wie sie von unserem Standpunkte sich darstellen. 

a) Durch vier Stützflächen kann der feste Körper gezwungen 
werden, nur einer Ebene parallele Verschiebungen zu haben; durch 
andere vier Stützflächen, deren Normalen dieser oder auch einer an- 
deren zu dieser nicht senkrechten Ebene parallel sind, können alle 
diese Verschiebungen verhindert werden. 

b) Im § 28, b) wurden sechs Normalen so genommen, dass dem 
Körper nur eine Translation parallel einer Geraden möglich blieb. 
Diese Translation kann offenbar durch zwei neue Stützflächen getilgt 
werden. 

c) Mit Hilfe von vier Stützflächen, deren Normalen sich in einem 
Punkte schneiden, kann man bekanntlich alle Verschiebungen, ausser 
den Drehungen um diesen Punkt, dem festen Körper entziehen. Durch 
andere vier Stütznormalen kann man alle diese Drehungen unmöglich 
machen; denn diese Aufgabe kommt darauf hinaus eine sphärische Figur 
durch sphärische Stützkurven unbeweglich zu machen. 



Die vorliegende Arbeit, welche hauptsächlich ein Mittel zur Be- 
stimmung und anschaulichen Darstellung möglicher Schraubenaxen 
eines festen Körpers darzulegen zum Ziele hatte, erschöpft bei weitem 
nicht die umfangreiche Aufgabe über die Stützflächen überhaupt, in 
welcher noch mehrere Seiten, so viel es mir bekannt ist, nicht genügend 
untersucht sind. Dazu gehören u. a.: der Einfluss der Krümmung der 
Stützflächen und der Oberfläche des beweglichen Körpers auf die 
Möglichkeit nicht nur unendlich kleiner, sondern auch endlicher Ver- 
schiebungen desselben, die Grenzen auf der Parameterkugel, in welche, 
im Falle von mehr als drei Stützflächen, alle dem festen Körper un- 
möglichen Richtungen der Winkelgeschwindigkeit eingeschlossen sind, 
eine vollständigere Untersuchung verschiedener spezieller Lagen von 
mehr als vier Stütznormalen und endlich eine systematische Unter- 
suchung der Bedingungen für solche Lagen der Stütznormalen, bei 
welchen dem festen Körper keine Verschiebungen möglich bleiben. 
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Hierzu Tafel III. 



Die Methoden ; welche dazu dienen, die aus irgend einem Anlas«, 
msbesondere bei der Anfertigung von Schusstafeln, sich darbietenden 
ballistischen Aufgaben zu lösen, sind zur Zeit vorwiegend rein rech- 
nerischer Natur, und vermutlich wird das rechnerische Verfahren in 
der Ballistik für die nächste Zeit noch im Vordergrund des Interesses 
bleiben, zumal da gerade gegenwärtig von einer grösseren Anzahl von 
Ballistikern mit Erfolg daran gearbeitet wird, die Rechnungsmethoden 
zugleich zu vereinfachen und zu verschärfen. Immerhin ist es nicht 
munöglich, dass sich im Laufe der Zeit innerhalb der Ballistik eine 
ähnliche Wandlung vollzieht, wie dies in den eigentlich technischen 
Wissenschaften zum Teil der Fall war, wo, wenigstens für gewisse 
Zwecke, die graphischen Methoden mehr und mehr an Boden ge- 
wonnen haben. 

In der Ballistik empfiehlt sich die graphische Methode besonders für 
solche Fälle, wo nicht ausschliesslich für einen einzelnen Punkt der Flug- 
bahn, etwa den Aufschlagpimkt oder den Scheitel, die verschiedenen 
Flugbahnelemente, d. h. die Ordinate y, die Bahngeschwindigkeit i;, 
die Flugzeit ty die Horizontalneigung co der Tangente gefordert werden, 
soDdem wo ein vergleichender Überblick über diese Elemente für eine 
B^ihe von Flugbahnpunkten, etwa zum Zweck der Ermittelung der 
Basanz oder des bestrichenen Raumes, zu gewinnen ist. 

Im folgenden soll als ein Beitrag zur graphischen Ballistik eine 
Methode entwickelt werden, welche in des Verfassers „Compendium 
der theoretischen äusseren Ballistik" (B. G. Teubner 1896) nur kurz an- 
gedeutet werden konnte, und welche an rechnerischen Grundlagen ent- 
weder die ohne Rücksicht auf die Schwerkraft durchgeführte Lösung 
des ballistischen Problems, oder einfacher die Kruppsche empirische 
Tabelle zu Hilfe nimmt. Es wird sich zeigen, dass hinsichtlich des 
Genauigkeitsgrads diese graphische Methode mit jeder Rechnungs- 
meihode sich messen kann, ja manche derselben übertrifft. 
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1. Es sei gestattet, luit Rücksicht auf solche Leser, welche als 
mathematische Laien mit ballistischen Aufgaben sich zu beschäftigen 
haben, die Entwickelungen ausführlicher zu halten, als es unter an- 
deren Umständen der Fall wäre. Zunächst möge auf die bisherige 
Litteratur des Gegenstandes mit wenigen Worten eingegangen werden. 

Die Methode von Poncelet,* später von Didion** hinsicht- 
lich einiger Einzelheiten vereinfacht, beruht auf dem Satz von der 
lebendigen Kraft; die Flugbahn OOiO^O^, . . wird stückweise aus den 
Bögen 00^, 0^0^, 0^0^ u. s. w. zusammengesetzt: Die Anfangs- 
geschwindigkeit des Geschosses von der Masse m sei Vq, der anfaug- 
liehe Luftwiderstand Wq, in 0^ sei die Geschwindigkeit v^] man wählt 
das Eurvenelement 00^ beliebig, doch so klein, dass längs desselben 
der Luftwiderstand Wq als konstant betrachtet werden kann, und hat 
die Gleichung: ^^« ^ ,^.,,^« _ w nn 

hieraus erhält man i?i, analog ergiebt sich die Geschwindigkeit v^ in 
0^ u. s. f. Dieser Bogen 0^ wird nun dadurch beschrieben , dass 
man den Krümmungsradius Qq in ermittelt: Die Komponente Nq 
der äusseren Kräfte, welche in längs der Normale gerichtet is^ 
lässt sich aus dem Geschossgewicht und der Änfangsrichtung der Be- 
wegung sofort ermitteln, und anderseits ist jy^^ ^^'^o ^ iomit kennt man 

Co 

Qq] diese Strecke trägt man auf der Normalen in 0, also auf der zur Ab- 
gangsrichtung Senkrechten in 0, nach der konkaven Seite der Flugbahn 
hin ab, aus dem Endpunkt dieser Strecke als Mittelpunkt beschreibt man 
mit Qq den Kreisbogen 0^ , dessen Länge vorhin angenommen worden 
war; damit ist man zum zweiten Punkt 0^ gelangt, von welchem aus 
man analog weiter bis Og konstruiert, wie vorhin von bis 0^, u. s.w. 
Während bei diesem eben skizzierten Verfahren die Flugbahn aus 
mehreren Kurvenelementen, nämlich Kreisbögen, aufgebaut wird, er- 
setzt kinghaus*** die Flugbahn in ihrem ganzen Verlauf durch 
eine Hyperbel, deren eine Asymptote vertikal liegt und deren Kon- 
struktion natürlich aus der Kegelschnittlehre folgt. Unter allen Um- 
ständen ist auch jede graphische Methode ein blosses Näherungsverfahren, 
übereinstimmend damit, dass die analytische Lösung der Differential- 
gleichungen des ballistischen Problems nicht in aller Strenge zu er- 
reichen ist; im ersteren Falle liegt die Vernachlässigung vor allem 
darin, dass unendlich kleine Kurvenelemente durch endlich kleine von 



• Poncelet, le9on8 de m^canique industrielle, Metz 1828/29, U. partie, 
pag. 55. 

** Didion, traite de balistique, Paris 1848, pag. 196 ff. 
*** E. ö kinghau 8, „die Hyperbel als ballistische Kur\'e", Archiv für die 
Artillerie- und Ingenieuroffiziere des deutschen Reichs, von Jahrgang 1893 S. 241 
bis 1895. 
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beschraskter Anzahl ersetzt werden, im zweiten Fall darin, dass für 
die ballistische Linie, deren jedenfalls sehr komplizierte Gleichung und 
Konstruktionsart man nicht kennt, ein Kegelschnitt substituiert wird. 
Da übrigens um so mehr Daten der Erfahrung einbezogen werden, 
aus je mehr endlichen Kurvenelementen verschiedener Gleichungsform 
die Flugbahn aufgebaut wird, so ist das Verfahren des ersten Falles 
einer höheren Steigerung der Genauigkeit fähig. 

2. Das folgende Verfahren beruht auf dem Unabhängigkeitsprinzip 
der Mechanik und auf der Verwendung der empirischen Tabelle von Krupp. 

Es sei zunächst an die bekannten Konstruktionen der Flugbahn- 
parabel im leeren Baum erinnert (Fig. 1 bis 4). 

In Figur 1 sei OB^B^. , . die durch den Abgangspunkt unter 
dem wahren Abgangswinkel a gegen den Horizont gezogene Gerade; 
darauf werden gleiche Strecken 0B^= B^B^= • • • abgetragen, welche 
unter Zugrundelegung einer bestimmten Längeneinheit die Anfangs- 



Fig. 1. 



Flg 9. 




[^t 1^2 jAs 




geschwindigkeit Vq oder einen konstanten Teil derselben, darstellen; 
von Bj, 1^2, .. . aus werden vertikal abwärts die zugehörigen Fallhöhen 

B,0„ B^O^ .,, in der Figur 1 folglich -| l^ f2^ f3^..., ab- 
getragen, dann sind 00^0^,., Punkte der Flugbahn. (In der That, 
fragen wir, wo sich z. B. zwei Sekunden nach Verlassen der Mündung 
das Geschoss befindet, so erhalten wir die Lage durch die Überlegung: 
das Geschoss befindet sich in Wirklichkeit an demselben Ort, an 
welchem es sich dann befinden würde, wenn es zuerst lediglich infolge 
des Stosses der Pulvergase zwei Sekunden lang weiterginge und dann 
allein der Schwerkraft ebensolange überlassen bliebe, wenn es also ge- 
wissermaßen ruckweise zuerst von nach -Bj, dann von B^ nach Og 
ginge u. s. w.) 

Gleichbedeutend mit dieser Konstruktion ist, wie sich leicht zeigen 
lasst, die andere (Fig. 2): Ziehe OC^ gleich v^ in der Abgangsrichtung 



und C,0^ 



sodann 0^C\ gleich und parallel OC^ und 



ao, = 3- 



femer O^C^ gleich und parallel O^C^ und 0^0^ 



5f etc. 
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Ebenfalls nur eine Modifikation der ursprünglichen Konstruktion 
von Figur 1 ist die Sehnen -Konstruktion Figur 3: Ziehe OD^ gleich v^ 

in der Abgangsrichtung und ^ Oj gleich ^ ? sodann 00^ mit Ver- 
längerung um sich selbst bis D^ und D^O^ vertikal abwärts gleich 
2--|-; weiter 00g mit Verlängerung bis D^y sodass wieder 

A^ A^ = A^A.^ = U A^ 
ist, und D^O^ vertikal abwärts gleich 3-— u. s. f. 

Aus der letzteren Konstruktion lässt sich endlich die folgende 
besonders bequeme ableiten: Man trage wieder (Fig. 4) auf der horzion- 
talen Abscissenaxe durch den Abgangspunkt die gleichen Strecken 

ÜA^ = A^A^ == A^A^ = . . . 
ab und ziehe durch Ä^, A^^. . . die Vertikalen; OE^ sei die Anfangs- 
tangente der Flugbahn; mache E^ Oj gleich ^ (falls OE^^ die Anfangs- 
geschwindigkeit Vq in met/sec darstellt^ andernfalls mache E^ 0^ gleich 



Flg. 8. 



Fig.i. 
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der entsprechenden Fallhöhe im ersten Zeitteilchen), verbinde 0, mit der 
Mitte 3/i von OjBj, die Verlängerung von JfiO, schneidet die Ver- 
tikale durch ^ in jEg, mache E^O^ gleich E^O^ und ziehe M^O^^ wo 
ilfg die Mitte von Oy^E^ ist, u. s. f. In diesem Fall ist die Flugbahn 
durch die Flugbahnpunkte 00^0^0^. , . und die zugehörigen Flugbahn- 
tangenten Oitfj, -Züfj Ol, JKgOg, -MjjOg U.S.W, dargestellt; und dieses 
Verfahren giebt den Vorteil an die Hand, dass man dieselbe Länge 

im Zirkel behalten kann. 

3. Alle diese Konstruktionen lassen nun Verallgemeinerungen für 
den lufterfüllten Raum zu, also für den Fall, der uns praktisch 
interessiert. 

Zunächst gehen wir von der ersten Konstruktion (Fig. 1) aus und 
verallgemeinem dieselbe folgendermaßen: Wir denken uns die Geschoss- 
bewegung in eine grössere Anzahl von kleinen gleichen Zeitteilchen A/ 
(in der Figur 5 ist A^ = 1 Sekunde angenommen) zerlegt, die Strecke, 
die das Geschoss allein infolge des Stosses der Pulvergase in einem 
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solchen Zeitteilchen in der Richtung der Anfangstangente zurücklegen 
würde^ sei auf dieser Linie vom Abgangspunkt aus als 

wiederholt abgetragen. 

Femer denken wir uns das ballistische Problem ohne Rücksicht 
auf die Schwere aufgestellt, unter Voraussetzung eines bestimmten 
Luft Widerstandsgesetzes, dem des Chapel-Vallier'sclien oder des neuen 
Siacci'schen Gesetzes; die betreffende Dififerenzengleichung liefert uns 
alsdann die Geschwindigkeitsverluste diV, welche das Geschoss in den 
einzelnen Zeitteilen A^ erfahrt; die halben Geschwindigkeitsverluste in 
dem 1., 2., 3. . . . Zeitteilchen seien resp. s^, s^, s^ . . . 

Wo befindet sich nun das Geschoss am Schluss des ersten Zeit- 
teilchens? 

Das Resultat ist nach dem ünabhängigkeitsprinzip dasselbe, wie 
wenn die drei Wirkungen der Pulverkraft, des Luftwiderstandes und 




O vj;.>u.. m,it,\\\ \ \<x^*ir,i^,^\y\s\\>\H)ti>w<< ^ ;r/, y ,,^»v^^l^,,,,^^vnv 9 ^^.lH^ t 



der Schwerkraft zeitlich nacheinander, gewissermaßen ruckweise ein- 
traten: Durch die Anfangsgeschwindigkeit, welche das Geschoss der 
Pulverkraft verdankt, allein würde das Geschoss von nach jBj ge- 
trieben, durch den Luftwiderstand von JBj nach B^ (Fig- 5) um eine 
Strecke gleich Sj zurückgeführt (wobei wir voraussetzen, das Zeitteil- 
chen sei so klein gewählt, dass nahe genug der Luftwiderstand nur in 
der Richtung B^ wirke); endlich durch die Schwerkraft allein würde 

es von B^ nach Oj um eine Strecke gleich -^ • A^f herabfallen; am 

Schlüsse des Zeitteilchens A^| befindet es sich sonach thatsächlich in Oj. 
Ebenso ist das Geschoss nach Verfluss des zweiten Zeitteilchens Af, 
in einem Punkt Oj angelangt, den wir durch die folgende Über- 
legung erhalten: Li den zwei Zeitteilchen würde das Geschoss allein 
infolge des Anfangsstosses von nach C^ gelangen; sodann lediglich 
infolge des Luftwiderstandes von C^ nach C^ zurück^ nämlich zuerst 
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von Ci nach Cg parallel der Anfangstangente OB^ zurück um eine 
Strecke C^C^ gleich 3-5i, dann von C^ nach Cg um s^ parallel der 
Richtung Ol, die wir als die Richtung des Luftwiderstandes im zweiten 
Zeitteilchen um so genauer betrachten können/je kleiner dasselbe ist; 
endlich allein infolge der Schwerkraft von Cg nach 0^ vertikal abwärts, 
um eine Strecke gleich 

|-(3.A^/ + AV), oder |.2^.A^^ 
wenn die Zeitteilchen gleich gewählt sind. 

Dementsprechend findet sich der nächste Flugbahnpunkt O3, indem 
man D^D^^ 5$^ parallel zu OB^, I)^D^==5'S^ parallel zu OOi und 
Dg Dj = 53 parallel zu 0^ 0^ zieht und von D^ um eine Strecke D^ O3 

gleich Y'S*- A^^ abwärts geht u. s. w 

Um zu vermeiden, dass die zu benützende Verlängerung der Linie 
OB^C^D^. , . über das Zeichenpapier hinausfällt, wird man hierbei 
die zur Konstruktion Figur 2 analoge Modifikation für den lufterfullten 
Raum verwenden, also durch 0^ eine Linie OiC\ gleich und parallel 
B^ Ci ziehen, sodann von C\ rückwärts den Polygonzug C\ C\ C\ kon- 
gruent mit CjCgCg zeichnen und von G\ vertikal abwärts gehen um 

eine Strecke C\ 0^ gleich 3 • ^ > (falls für jene Zeitteilchen Sekunden 
gewählt werden), u. s. f. 

4. Erheblich einfacher gestaltet sich das Verfahren, wenn man die 
Konstruktion von Figur 4, für den lufterfüllten Raum verallgemeinert, an- 
wendet. Hierzu ist es vor allem erforderlich, die Horizontalprojektion 
der Geschossbewegung zu kennen, entweder durch Integration der 
betreffenden Differentialgleichung öder aber, falls es nicht auf die Ver- 
wendung eines bestimmten Luftwiderstandsgesetzes ankommt, weit ein- 
facher und auch genauer durch Entnahme der betreffenden Zahlen aus 
der empirischen Tabelle* von Krupp. Diese wertvolle, auf einem 
gewaltigen Versuchsmaterial beruhende Tabelle giebt für alle horizon- 
talen Geschwindigkeitskomponenten von 700 m/sec an abwärts ab- 
steigend von Meter zu Meter bis 140 m/sec folgende Grössen: erstens 
den Luftwiderstand TT auf 1 qcm des Geschossquerschnitts in Kilogramm, 

* Enth«alt€n im Anhang der Schrift: „Über die Lösung der Probleme tles 
direkten und indirekten Schiessens", von f (xenerallieutenant N. Maycvski, 
deutsch von Hauptmann Klussmann. Berlin 1886. Mittler k Sobn 127 S. — 
Neuerdings wurde die Tabelle von Knipp aufwärts bis zur Geschwindigkeit 
1000 m/sec und abwärts bis 50 m fortgesetzt: „Die Berechnung der Schusstafeln 
seitens der Gussstahlfabrik Fr. Krupp, Essen, Buchdruckerei der Gussstahl- 
fabrik von Fr. Krupp", S. 33 bis 81. Da letztere Schrift nicht dem Buchhandel 
übergeben ist, so hat der Verfasser nicht das Recht, diese Tabelle hier zu wieder- 
holen , sondern muss auf das oben erwähnte Werk von Mayevski-Kluss- 
mann verweisen; der Geschwindigkeitsbereich 140 bis 700m genügt in der That 
noch immei für die Lösung der meisten Aufgaben. Eine kleine Erläuterung der 
Tabelle und klare Anweisung zum Gebrauch derselben an der Hand mehrerer 
Beispiele der Praxis hat Klussmann, S. 98 bis 102 seiner Schrift, gegeben. 
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zweitens den Weg Are in Metern, der einer Geschwindigkeitsabnahme 
um 1 m entspricht^ drittens die Summe l.^x dieser Wege von Anfang 
der Tabelle ab, viertens die Zeiten ^t in Sekunden, die der Ge- 
schwindigkeitsabnahme *yon 1 m entsprechen, und endlich fünftens die 
Summe ZA^. Diese Zahlen beziehen sich sämtlich auf die Quer- 
Schnittsbelastung 1 , d. h. man hat bei der Verwendung der Tabelle in 
einem speziellen Fall die betreffenden Zahlen ZArr und ZA^ der 
Tabelle noch mit dem Faktor ^ 



B'..^.l 



multipliziert zu denken; hierbei ist P das Geschossgewicht in Kilo- 
gramm; R^jc der Geschossquerschnitt in qcm; d das Gewicht von 
einem Kubikmeter Luft am Yersuchstag in Kilogramm; d^ dasselbe 
f&r den in der Ballistik meist zu Grunde gelegten mittleren Barometer- 
stand 750 mm, die mittlere Temperatur 15^0, und die relative Feuchtig- 
keit 50Vo; *^^ *i =" 1;206 kg; X ist der mit der Geschossform ver- 
änderliche sogenannte Formkoeffizient, der für Kruppsche Geschosse 
nahezu = 1 ist und der am vorteilhaftesten aus der Erfahrung be- 
stimmt wird, durch Entnahme der horizontalen Komponente der An- 
fangsgeschwindigkeit und Endgeschwindigkeit, die zu einer bekannten 
Schussweite gehören, und zwar werden letztere Zahlen entweder 
der Schusstafel für das betreffende Geschoss selbst oder wenigstens 
filr ^in Geschoss eines möglichst ähnlichen Geschütz- oder Gewehr- 
systems entnommen. Die Tabelle von Krupp liefert sodann die ge- 
samte Horizontalprojektion der Geschossbewegung. (Weiterhin ver- 
ßhrt Krupp zur Bestimmung der Flugbahn selbst nach der in einer 
gewissen Weise modifizierten Siaccischen Methode mittelst der 
Siaccischen Funktionen D, J, A, T; die Versuche von Krupp haben 
dabei gezeigt, dass die Tabelle nicht nur für kleine Elevationen mit 
rasanter Flugbahn, sondern auch für grössere Elevationen Geltung 
behält.) Die mehrfach erwähnte Tabelle von Krupp ist zu umfang- 
reich, um hier Platz finden zu können, ihr Anfang ist der folgende: 



Vj m 


TT kg 


Axm 


ZAa:m 


A^ Sek. 


IA< Sek. 


700 












699 


1,925 


37 


37 


0,053 


0,053 


698 


1,919 


37 


74 


0,053 


0,106 


697 


1,918 


37 


111 


0,053 


0,159 



Damit kennt man in den successiven Punkten 0, A^^ A^, A^ , , . 
der horizontalen Abscissenaxe durch den Abgangspunkt die 
Horizontalprojektionen i?^ der Bahngeschwindigkeit v und die Zeiten Afj, 
Afj, ..., welche die Horizontalprojektion des Geschosses erfordert, um 
von nach A^, von A^ nach A^ u. s.w. zu gelangen. 
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Der Abgangswinkel, also der Neigungswinkel der Anfangs- 
tangente OJ^i g^gen den Horizont im Abgangspunkt 0, sei gegeben 
gleich a. 

Es lässt sich nun von aus ein zweiter Flugbahnpunkt ^ nämlich 
derjenige, dessen Projektion A^ ist, sogleich finden, indem man von B^ 

aus die Strecke B^O^ gleich ~--^t^ vertikal abwärts abträgt. Als 

Flugbahntangente in dem neuen Punkt wählen wir die Verbindungs- 

Fig.6. 




y\\\o}})}h,.\\\\y.P ;jJJT 







0^ 

linie M^O^B^ der Mitte M^ von OB^ mit 0^, dann lässt sich von 0^ 
aus ganz analog weiter konstruieren, wie vorhin von aus; die Ver- 
tikale A^B^ in -Bj trifft nämlich die vorhin erwähnte M^ 0^ bezw. ihre 

Verlängerung in JB^, von B^ geht man um B^ ^2 = "f " ^^2^ vertikal 

abwärts und zieht M^ Og, wo M^ die Mitte von 0^ ji?2? ^^ ^^ ^2 ®^"^ dritter 

Flugbahnpunkt und M^ Og die Bahntangente in diesem Punkt Oj u. s. w. 

Bei diesem Verfahren stellt sich die Flugbahn als Einhüllende 

ihrer Tangenten dar; und femer kommt, wie leicht zu sehen ist, das 

^^* Fig. 8 




^}iu.\w ,„hi, ,vN^u.r/y < >f„ AV» »> ' A/ . AnV nn/, .i\\\ »ii hf .^A^ > v. t . 




ßl 2f 



Verfahren darauf hinaus, die Flugbahn aus ebenso vielen Bögen ver- 
schiedener Parabeln mit vertikaler Axe zusammenzusetzen, als man 
Stücke OAiy A^A^^ . . , auf der Abscissenaxe angenommen hat. In der 
That, betrachten wir z. B. das erste Parabelstück zwischen und 0^ 
(Fig. 7). Für dieses sind gegeben die beiden Punkte und Oj, die 
vertikale Axenrichtung, und die Tangente 0-ß, im ersten Punkt 0. 
Soll nun -M 1 0^ die Tangente einer solchen Parabel im zweiten Punkt 0^ 
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sein, so muss 31^ die Mitte von OB^ sein. Berühren nämlich die 
Seiten eines Dreiecks ABC (Fig. 8) einen Kegelschnitt in den Punkten 
Ä^, B^, C\.und zieht man ÄA^, BB^, CC^y so gehen letztere Ver- 
bindungslinien nach dem Satz von Brianchon durch denselben 
Punkt M, und P, B^, N^ C^ sind vier harmonische Punkte; lässt man 
nun die Seite CB und damit A^ ins Unendliche rücken, so wird der 
Kegelschnitt eine Parabel; deren Axe sei vertikal; die Verbindungs- 
linie MQ (Fig. 7) des Schnittpunkts M^ der beiden Tangenten M^ 
und M^O^ mit der Mitte Q von 00^ wird Parabeldurchmesser, also 
vertikal und parallel zu A^B^, 

Zugleich sieht man, dass die Mitte P von M^ Q ein weiterer Punkt 
der Parabel ist. Darin liegt ein sehr einfaches Mittel, beliebige 
weitere Flugbahnpunkte zu konstruieren und die Tangente in 
einem beliebigen Flugbahnpunkt zu ziehen, indem man diesem immer 
näher kommt: Verbindet man nämlich M^ mit der Mitte Q von 00^ 
und halbiert M^Q in P, so ist P ein weiterer Punkt der Flugbahn; 
die Tangente in diesem Punkt P ist die Verbindungslinie von P mit 
der Mitte von OM^ u. s. f. 

Es lässt sich noch fragen, in welcher Weise die Schussweite, also 
das Stück der Abscissenaxe zwischen Abgangspunkt und Auffallpunkt, 
in Teile OA^^ A^A^, A^A^ . . zerlegt werden soll. — Naturgemäss 
wird die Konstruktion um so genauer sein, je mehr Zwischenpunkte 
A^y A^y A^ , , . man annimmt; eine Grenze ist jedoch dadurch gegeben, 
dass das Ziehen der Verbindungslinien M^O^^ M^O^y . , , sicher genug 
erfolgen muss. 

Dabei kann man entweder 

a) die Einteilung so treffen, dass die Zeitteilchen A^^, A^g, . . . alle 
gleich werden; dies giebt den Vorteil, dass die Fallhöhen B^O^, B^O^r-- 
sämtlich mit gleicher Zirkelweite abgetragen werden können, dagegen 
die grössere Unbequemlichkeit, dass in der Kruppschen Tabelle inter- 
poliert werden muss. 

Beispiel. 

Panzergranate der 40 cm- Stahlkanone der italienischen Küsten- 
artillerie. 

Geschossgewicht P=»920 kg; Kaliber 2B=«40cm; Anfangs- 
geschwindigkeit Vq = 550 m/sec; der Formkoeffizient l möge aus 
Mangel spezieller Daten « 1 angenommen werden. 

Gegeben der Abgangswinkel a = 13 - • 

Gesucht die Schussweite X, der Auffallwinkel a', die Flugzeit T, 

die Abscisse und Ordinate des Scheitels. 

J? 920 

Es ist X = ^j — r = 7;;rr«— = 0,732. Die Zwischenzeiten A^i, 
R^n 1 20* 3,14 ' ^' 

A^... mögen etwa sämtlich je gleich zwei Sekunden, also die Fall- 
höhen Bj^O^y U^O^y B^O^, . . unter sich gleich und rund « 20 m ge- 
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wählt werden. Man hat dann mit Benützung der Tabelle von Krupp, 
in der man von der horizontalen Komponente: 



v^- cos a « 550 • cos 13 
auszugehen hat, folgende Zahlenreihe: 



10 



535 m 





Horizontale 


ZAa', von ab gezählt 




Geschwindig- 


in der Tabelle 


multipliziert 




keit v^ 


von Krupp 


mit 0,7sa 


in 


535 








n -^1 


506,5 


1430 


1045 


» -^ 


481 


2775 


2030 


n -^s 


458 


4053 


2960 


» ^4 


437 


5280 


3850 


„ A 


418 


6450 


4710 


„ A 


401 


7560 


5520 


„ A 


386 


8650 


6315 


>} A 


372,6 


9660 


7055 


» A 


360,5 


10670 


7780 


)y -^10 


350,5 


11650 


8500 


» -^11 


341,6 


12620 


9200 


» -^12 


334 


13510 


9880 




etc. 


etc 


etc. 



Es ist also OA^ = 1045 m, OA^ = 2030 m, u. s. w., femer 



B,0,= B,0,^ 



20 m; tg « = 0,2355. 



Die Konstruktion (nach Fig. 6) wurde auf Millimeterpapier im 
Maßstab 1 mm = 10 m mit hartem Bleistift so genau als möglich aus- 
geführt; die einzelnen Meter konnten im Resultat geschätzt, die Winkel 
auf Minuten genau aufgetragen und erhalten werden. 

Man setzt die Konstruktion soweit fort, bis man die horizontale 
Abscissenaxe wieder erreicht hat und etwas darunter kommt; wenn 
nötig, werden sodann nach der Konstruktion Figur 7 ein oder zwei 
weitere Flugbahnpunkte eingeschaltet; vielfach aber, und so auch hier, 
genügt proportionale Interpolation; es fand sich u. a. der Tangens 
des Auffallwinkels a' zwischen 

283 , 340 ^ 

1000 ^ 1000' 

durch Interpolation proportional den Entfernungen wird 

«'=170 20'; 
zusammen ist das Resultat der graphischen Lösung: 
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Schussweite X = 9520 m (die Schusstafel* giebt 9500 m); 
AuifaUwinkela'« 17020' („ „ „ 17^42'); 

Flugzeit T=-23,0Sek.( „ „ . „ 23,1 Sek.); 

Abscisse des Scheitels x^ « 5100 m; 
Ordinate „ „ y, == 660 m. 

b) Oder aber können die Zwischenstrecken Ao; auf der horizon- 
talen Abscissenaie, also die Abstände OA^^ A-^; -4^ A? • • • unter 
sich gleich gross angenommen und aus der Kruppschen Tabelle die 
zugehörigen Oeschwindigkeiten und Zwischenzeiten A^^; ä^t^y . . . ent- 
nommen werden. 

Beispiel. 
Panzergranate der Kruppschen 30,5 cm -Kanone f&r Küsten- und 
Schiffsartillerie** (1893 in Chici^o ausgestellt). 

Kaliber 2i? = 30,5 cm; Geschossgewicht P=455kg; Anfangs- 
geschwindigkeit t;^ =» 550 m/sec. 

Qesucht ist die Schussweite für den Abgangswinkel 

a = 22« 27', (tg« « 0,41318). 
Es seien die Zwischenstrecken 

OA^^ A^A^=^ A^A^ 1000 m 

angenommen; dann findet sich für die einzelnen Flugzeiten A^^, A^,... 
zwischen und A^^ A^ und A^ u. s. w. aus der Tabelle von Krupp 
der Reihe nach: 

1,77; 1,87; 1,99; 2,12; 2,25; 2,40; 2,56; 

2,77; 2,89; 3,05; 3,27; 3,46; 3,66; 3,87 Sekunden; 

also sind die entsprechenden Fallhöhen |--A^*, oder die Strecken ^i 0^, 
l^jOj u. s. w.: 

15,3; 17,1; 19,4; 22,0; 24,8; 28,2; 32,1; 
37,6; 40,9; 45,6; 52,3; 58,5; 65,7; 73,5 Meter. 
Danach ist die Flugbahn nach Figur 6 mit den Zahlen 

^«'^^iS' 0^i-=^i^2= -—lOOOm; 0,ß,==15,3m, B,0, = 17,lm 

u. s w. 
aofenbauen. Die Ausführung der Zeichnung im Maßstab 1 mm = 20 m 
lieferte das folgende Resultat: 

Schussweite Z == 14250 m (die Schusstafel giebt 14000 m); 

Auffallwinkel «'-34^0' („ „ „ 32ö30'); 

Endgeschwindigkeit t/«= 341 m ( „ „ „ 341 m); 

Flugzeit r= 38,5 Sek. („ „ „ 37,9 Sek.); 

Scheitelabscisse x^ ^ 8400 m; 

Scheitelordinate y, « 1970 m. 

* Archiv för die Artillerie- und Ingenieuroflfiziere des deutschen Beichs, 
Jahrgang 1891 , S. 487 flg ; Auszug aus dem Manuele d* Artigleria. 

•• Vergl. Waffenlehre von Wille, Generalmajor z. D., Berlin 1896, S. 210. 

Zeitaehzift f. MathematÜL o. Phytik. 42. Jahrg. 1897. 4. Heft. 13 
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c) Endlich können die Zwischenpunkte A^yA^^A^, . der Horizontal- 
projektion auch beliebig angenommen und die zugehörigen Zwischen- 
zeiten dkt der Tabelle von Krupp entnommen werden. Dieses Verfahren 
ist dasjenige, welches am einfachsten und mühelosesten zum Ziel 
führt; man wird die Abstände OA^^ A^A^^ A^A^, . , ungefähr gleich 
annehmen; doch so, dass in der Tabelle von Krupp nicht interpoliert 
werden muss. Beispiele sind weiter unten durchgeführt. 

Will man vermeiden, dass bei flachen Flugbahnen die einzelnen 
Tangenten M^O^f M^O^, . . , sich unter zu kleinen Winkeln schneiden, 
so vergrössert man allein den Maßstab der Ordinaten; die durch 
Zeichnung erhaltene Schussweite X wird dadurch nicht geändert (denn 
man hat zwei kollineare Kurvensysteme mit der Abscissenaxe als 
Kollineationsaxe). 

Soll femer umgangen werden, dass man die mitunter sehr kleinen 



Fallhöhen B^O^, B^O^ 



Fig. 9. 




O *^rr/^\\\w'"///&^^W»;////.^«\H.' 'iimt-y\\\\\ '%if\\\\ 



einzeln mit dem Zirkel abzustechen und 
in der Zeichnung einzutri^eu 
hat, wodurch sich Fehler sum- 
mieren können, so lassen sich 
auch (vergl. Fig. 9) die grösseren 
Strecken B^O^, C^O^, C^O^..., 
welche sämtlich von der An- 
fangstangente aus gerechnet 
sind, leicht berechnen und so- 
dann als Ganzes eintragen. 

Sind nämlich bei gleichen 
Zwischenstrecken 



OA^^A^A^='' 
die Fallhöhen jK^O,, B^O^y B^O^ . . . bezw. kurz mit Sj, s^, S3 . 



be- 



zeichnet; 


so ist leicht zu 


zeigen, dass man hat 


B,0, = s„ 


C\ 0, = 3s, + Sj, 


C, 0, = 5s. + 3sj + s, 


C,04 = 7si+5sg+3s, + s, 


U. 8. W. 


Diese Längen erhält man durch blosse Addition nach dem Sc 


a 


a 


a 


a 


h 


a + 6 


2a + 1 


3a + 6 


c 


a + l + c 


30+26 + C 


5a + 36 + <; 


d 


a + h-\-c-\-d 


4o + 36 + 2c + d 


7a + 56 + 3c + rf 


u. s. w. 
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Z.B. waren in dem obigen Beispiel der 30,5 cm -Kanone die Strecken 
J^A, C\0^, C^O^y C^O^., . der Reihe nach: 

15,35 63,2; 147,5; 273,3; 445,8; 671,4; 957,3 
1313,8; 1746,9; 2267,4; 2885,8; 3615,1; 4468,5; 5461,1m. 

Übrigens wird bei diesem Verfahren, abgesehen von der Mühe der 
weiteren Vorberechnung, der Nachteil erzeugt, dass zur Verlängerung 
der Anfangstangente OB^ ein sehr grosses Zeichenblatt verwendet werden 
muss. Es wird selten diese letztere Modifikation notwendig werden. 

5. Wenigstens von theoretischem Interesse ist es, das im Vor- 
hergehenden beschriebene Verfahren noch etwas zu verallgemeinern. 

Es ist nicht notwendig, M^ als Mittelpunkt von und J?i, M^ als 
Mitte von Og und B^ u. s. w. anzunehmen; man kann vielmehr auch OB^y 
O^B^ . . . nach bestimmten andern Verhältnissen, die von 1 : 1 wenig 



Pig. 10. 




verschieden sind, in M^, M^ . , . teilen. In diesem Fall kommt die 
Konstruktion darauf hinaus, die einzelnen Plugbahnstrecken zwischen 
und Oj, Ol und Og u. s.w. aus ebensovielen verschiedenen Hyperbel- 
bogen zusammenzusetzen, welche sich in den successiven Flugbahn- 
punkten 0,, O2, Oj . . . berühren, und welche sämtlich eine vertikale 
Asymptote gemeinsam haben sollen (einer bekannten Eigenschaft der 
ballistischen Linie zufolge): 

Man betrachte zu diesem Zweck wieder die obige Figur 8; hier 

werde AB zur Asymptote, es rücke also allein der Berührungspunkt C\ 

ins Unendliche; dann ist (Fig. 10) PB^ = NB^ und parallel der 

Asymptote AB, also vertikal; zieht man also noch durch -4^ die 

j Parallele DE zur Asymptote, so vorhält sich 

B^C: CD = PBi : DA^ = B^N : DA, = B^D : B,A= B,t lEF-, 

BiF ist in unserem Falle die horizontale Abscissenaxe, auf welcher 

die Punkte Bi und E (in Fig. 6 z. B. mit und A, bezeichnet) ge- 

i geben sind; falls die Lage der Asymptote, d. h. der Punkt F gegeben 

1 13* 
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ist, kennt man somit das Verhältnis B^C: CD, in welchem jB^D zu 
teilen ist, um C und damit die Tangente CA^ in dem auf den Flug- 
bahnpunkt 2?! folgenden nächsten Punkt A^ zu erhalten. Kehren wir 
also zu den Bezeichnungen von Figur 6 oder auch Figur 9 zurück, 
so ist das Resultat folgendes: man teilt OB^ im Verhältnis OF: A^F 
(F der Schnittpunkt der vertikalen gemeinschaftlichen Asymptote mit 
der Abscissenaxe; der Teilpunkt sei JtfJ dann ist M, 0^ die Tangente 
in 0^. Femer teilt man O^B^ in M^ nach dem Verhältnis A^F: A^F 
und zieht M^O^, so ist dies die Tangente in 0^ u. s. f. 

um jedoch die Lt^e der Asymptote zu finden, kann man mit 
Ökinghaus die Näherungsannahme machen, die Flugbahn sei eine 
einzige Hyperbel; lässt man dann den variablen Punkt -4^ (Fig. 10) 
mit dem Auffallpunkt W zusammenfallen, so erkennt man leicht, dass 
der Punkt A der Asymptote erhalten wird, indem man im Auffall- 
punkt W den spitzen Auffallwinkel a' an die Abscissenaxe im Sinne 
wachsender Abscissen anträgt und den freien Schenkel mit der Abgangs- 
linie By^D in -4 zum Schnitt bringt; die Vertikale durch A ist dann 
die Asymptote; da meist der Punkt A über das Zeichenblatt hinausfalleo 
würde, so wird man — die Richtigkeit ergiebt sich leicht aus dem 
Vorhergehenden — die Entfernung B^F der Asymptote vom Abgangs- 
punkt mittelst des Ausdrucks berechnen: 

tg« — tga 

wobei a der Abgangswinkel, a' der Auffallwinkel, X die Schussweite ist. 
Man wird sonach zunächst die frühere Methode anwenden und 
einen ersten Wert X der Schussweite, sowie den Auffallwinkel a' 
graphisch ermitteln und erhält mit dem eben angeführten Ausdruck 
die Lage der Asymptote, also den Punkt F\ damit hat man die Ver- 
hältnisse, nach denen die Strecken 

OB,, 0,B„ 0,B, ... in M„M„M,... 

ZU teilen sind; so führt man die Konstruktion nochmals aus. 

Zugleich sieht man, dass in der That in diesem Verfahren eine 
Verallgemeinerung des früheren liegt; nimmt man nämlich speziell die 
sämtlichen Verhältnisse OM^: M^Bi, O^M^iM^B^ u. s.w. unter sich 
gleich und gleich 1 an, so rückt F ins Unendliche und die Hyperbel 
geht in den Grenzfall der Parabel über. Bei der praktischen Ausführung 
zeigt sich auch, dass diese Modifikation des früheren einfacheren Ver- 
fahrens vielfach nur darauf hinauskäme, beim Ziehen von M^O^, M^O^" 
das Lineal etwas näher an Jf, , J/j . . . anzulegen, als an 0„ Og . . . 

Um ein Beispiel anzuführen, so fanden wir oben bei der Krupp- 
schen 30,5 cm -Kanone die Schuss weite und den Auffall winkel, daraus 
wird nun die Entfernung der Mündung von der vertikalen Asymptote 
02^= 39800m; somit ist das Teilungsverhältnis OM^xM^B^ im An- 
fang der Flugbahn = 39800 : 38800 « 0,606; dagegen am Ende der 
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Flugbahn wird dieses Verhältnis 26800 : 25800 « 0,509; die Zwischen- 
werte des Teilungsverhältnisses kann man durch Interpolation be- 
stimmen. Auf diese Weise wurde die Flugbahn aufs neue stückweise 
konstruiert; es fand sich: 

Schussweite X = 14170 m, 

Scheitelabscisse x^ = 8300 m, 

Scheitelordinate j/, « 1910m, 

Plugzeit T = 38,6 Sek., 

Auffallwinkel «'= 34M0', 

Also ist der unterschied zwischen der jetzigen und der nach dem 
früheren Verfahren erhaltenen Schussweite ein nur geringer. Die 
Ausführung der Konstruktion für zahlreiche Beispiele der Praxis zeigte 
dem Verfasser, dass die Verschärfung der Methode durch Anwendung 
der Hyperbelbögen bei weitem weniger ins Gewicht fallt, als die 
richtige Bestimmung des Formkoeffizienten A bei der An- 
wendung der Kruppschen Tabelle. 

Wie schon oben angedeutet, empfiehlt es sich am meisten, den 
Faktor l empirisch zu bestimmen*: in solchen Fällen, wo hierfür nicht 
geeignete Schusstafelwerte vorliegen, leisten die Tabellen von Ingalls,** 
Vallier*** und von Wuich+ gute Dienste. 

Mit Rücksicht auf die praktische Verwendung möge unter den 
erwähnten Methoden die im Vorhergehenden als die einfachste und 
bequemste bezeichnete Methode besonders hervorgehoben, für die ein- 
zelnen ballistischen Aufgaben spezialisiert und durch Beispiele erläutert 
werden. 

ZuBammenstelliing der graphischen Methode. 

1. Aufgabe. 

Gegeben sei die Anfangsgeschwindigkeit VqIxi, der Ab- 
gangswinkel a^; ferner GewichtP(kg) und Querschnitt 2i*Ä(qcm) 
des Geschosses, sowie dessen Formkoefficient L 

Gesucht ist die Schussweite X, der spitze Auffallwinkel a', die 
Koordinaten x,y y, des Scheitels, die ganze Flugzeit T, die Endgeschwin- 
digkeit t/ und für eine beliebige Entfernung x die Ordinate der Flug- 
bahn, die Flugzeit t und der Horizontalneigungswinkel (o der Tangente. 

• Vergl. das oben angeführte Werk von Mayevski-Klussmann. 
•• JameB M. IngallB, Captain, First Artillery: Journal of the United States 
Artillery, April 1895, Nr. 2, Vol. IV, p. 191; vergl. auch den Auszug dieser Arbeit 
in der Zeitschrift „Mitteilungen über Gegenstände des Artillerie- und Genie- 
Wesens", Wien, Jahrgang 1896, 7. Heft, S. 411. 

*** E. Vallier, chef d'escadron d'Artillerie, „balistique experimentale", 
Paris 1894, p. 10. 

tNic. vonWuich, Oberst im Artilleriestab, „Lehrbuch der äusseren 
Ballistik", Wien 1882, S. 122 flg. 
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Man denkt sich die horizontale Schussweite (Abscissenaxe) in 
mehrere annähernd gleiche Teile OA^, A^A^^ A^A^.,, geteilt und 
entnimmt, nach Ausrechnung des Faktors 

P 

X = ^7 

aus der Tabelle von Krupp die zu A^^ A^^ A^^ . . . gehörigen Werte 
der horizontalen Geschwindigkeiten t;^ und der Flugzeiten i = lA/; 
zu den betreflFenden Zwischenzeiten Li berechnet man die Fallhöhen 

^'Li^ oder die Strecken B^O^, JB^O^, JB3O3... (Fig. 6) und kon- 

struiert sodann die Flugbahn vom Abgangspunkt aus stückweise 
wie folgt: Auf Millimeterpapier trägt man in entsprechendem möglichst 
grossem Maßstab (Infanterie 1 mm = 2 m bis 5 m, Artillerie 1 mm = 5m 
bis 20m) die gewählten Zwischenstrecken Are, also OA^, A^^A^, A^A^.., 
auf und zieht unter dem Abgangswinkel cc die Linie OB^, welche die 

Vertikale von A^ in B^ triflFt; mache B^ 0^ gleich der ersten Fallhöhe -| t^i\ 

und verbinde 0^ mit der Mitte M^ von OB^y so ist 0^ ein zweiter 
Flugbahnpunkt und M^O^ die Tangente in diesem; ebenso mache B^O^ 

gleich der zweiten Fallhöhe -|-- Af| und verbinde 0^ mit der Mitte J/g 

von O^B^y so ist Og der Flugbahnpunkt, dessen Projektion A^ ist, und 
3/3 Og die Tangente in Oj. So fährt man fort, bis der Boden wieder 
erreicht ist und geht mit der Konstruktion noch etwas darunter. 

Falls es notwendig wird, erhält man weitere Flugbahnpunkte 
durch die Konstruktion von Figur 7: Um z. B. zwischen und Oj 
Punkte einzuordnen, zieht man OO^^y Mitte (?, dann ist die Mitte P 
von ü/j Q ein Flugbahnpunkt und die Tangente in P ist die Verbindungs- 
linie von P mit der Mitte 3f ' von OM^, Analog lässt sich noch ein 
weiterer Punkt samt seiner Tangente zwischen und P einordnen 
u. s. f. Vielfach genügt aber proportionale Interpolation. 

Der Flugbahnscheitel und der bestrichene Raum ergeben sich auf 
einem horizontal und vertikal eingeteilten Zeichenpapier ohne weiteres. 
Die Flugzeiten und die horizontalen Geschwindigkeiten Vg. hat man aus 
der Kruppschen Tabelle; eine Bahngeschwindigkeit v selbst erhält 
man, indem man der Zeichnung den zugehörigen Neigungswinkel o 
(auf Minuten genau, und zwar direkt den -Tangens von &)) entnimmt, 
mittelst «; = t', : cos o. 

Von besonderer Wichtigkeit für die Genauigkeit des Resultats ist 
die Kenntnis des richtigen Formkoeffizienten A. 

Ist die Flugbahn sehr rasant, so wird der Maßstab der Ordinaten 
entsprechend grösser gewählt, als der der Abscissen; hierdurch wird 
erreicht, dass die Fallhöhen JB^Oj, jROg . . . genauer abzutragen sind, 
und dass die successiven Tangenten sich nicht unter zu kleinen 
Winkeln in der Zeichnung schneiden. 
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Die Wahl der Grösse der Zwischenstrecken OA^^ ^i-^^y A^A^. , . 
geschieht derart, dass diese zwar annähernd gleich gross sind, dass 
aber in der Kruppschen Tabelle nicht interpoliert zu werden braucht; 
und die Zahl dieser Zwischenstrecken (8 — 15) wird darnach bemessen, 
dass die zu verbindenden Punkte M^ und Oj, M^ und 0, u. s.w. nicht 
so nahe liegen^ dass das Ziehen der Verbindungslinien unsicher wird. 

Wenn die Abnahme der Luftdichte S mit Zunahme der Höhe y mit 

berücksichtigt werden soll, so kann dies in einfacher Weise dadurch ge- . 

schehen, dass von Punkt zu Punkt andere Worte von d, also von x benutzt 

werden. 

1. Beispiel. 

Schwere deutsche Feldkanone C/73, mit Schrapnel C/91 oder 
Sprenggranate. 

Anfangsgeschwindigkeit !;„= 442 m; Abgangswinkel a = Erhebungs- 
winkel IS-g-^ + Abgangsfehlerwinkel t^ = ^^le^' tga =^ j^- Kaliber 

2 JB = 8,8 cm ; Geschossgewicht P = 7,5 kg; <J = *i , A = 1,23 (aus der Schuss- 

P 

tafel bestimmt), also x=^^ — r =0,1004; horizontale Anf angsgeschwin- 

digkeit: t?,„ = 1?^ • cos a -= 442 • cos 15 z^ -= 425 m. 

Die Zwischenstrecken OA^y A^A^,. oder Aa: auf der horizontalen 
Äbscissenaxe mögen so gewählt werden, dass sie um beiläufig 500 m 
fortschreiten; sonach müssen die Werte ZAa? in der Kruppschen 

Tabelle um beiläufig -^^ = 5000 m fortschreiten, jedoch so, dass 

nicht interpoliert werden muss. Darnach hat man folgende Zahlen der 
Tabelle zu entnehmen: 





Horizontale 


In der Tabelle 


Durch Multiplikation 


Zugehörige 




Ge- 
schwindig- 


von E 


rupp 


mit 0,100 wahre Werte 
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Fallhöhen 
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»X 
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£At 


lAxm 
von ab 


At Sek. 
von ab 


|.Ae«m 
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23711 


36,93 











nA, 


358 


28619 


49,57 


491 


1,264 


7,8 


« A 


316 


33734 


64,87 


1002 


1,580 


11,5 


» A 


287 


38830 


81,78 


1512 


1,691 


14,0 


» 4 


263 


43858 


100,07 


2015 


1,829 


16,4 


» A, 


242 


48730 


119,39 


2502 


1,930 


18,2 


n A 


223 


53655 


140,61 


2994 


2,122 


22,1 


nA, 


206 


58750 


164,40 


3504 


2,379 


27,8 


.A 


, 191 


63961 


i 190,69 


4026 


2,629 


33,8 


« ^ 


' 179 


68725 


' 216,47 


4501 1 2,578 


32,6 


» -^10 


168 


73624 


, 244,74 


4991 


2,827 


39,1 



Somit ist für die Konstruktion nach Figur 6 zu nehmen: 0^, '= 491 m, 
Oi4j-1002m, 0^ = 1512mu.s.w.; JBiOi = 7,8m, J5jjOj=ll,5m u.s.w. 
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Die Ausführung im Maßstab 1 mm »5m auf der Abscissenaxe 
und 1 mm = 2 m auf der Ordinatenaxe ist in beiliegender Tafel HI 
gezeigt (bei der Vervielfältigung wurde die ursprüngliche Zeichnung 
auf die Hälfte reduziert und die Millimeterlinien weggelassen). 

Die Resultate der graphischen Lösung sind die folgenden: 

Schussweite X = 4501 m (d. Schusstfl * giebt 4500 m), 

AuffaUwinkel «'= 24<> 53 ^',(tg «'=§?)(„ „ „ 24^1'), 

ganze Flugzeit T= 18,0 Sek. ( „ „ „ 18,1 Sek.), 

horiz. Endgeschwind. = 179 m 

179 

also Endgeschwind, v« r7== 197,3 m( „ „ „ 198 m), 

cos 24« 63— 
2 

Abscisse des Scheitels = 2600 m, 
Ordinate „ „ ==412 m. 

Ferner lassen sich aus der Zeichnung direkt folgende Tangenten- 
Neigungswinkel io und folgende Flughöhen y abnehmen: 

In der Entfernung: 

a;-=Om a> = a=:24« 52'; (tg = 0,2732, siehe oben; y ^ 0), 

x^ 491, a>= 12^38' (tg- 112:500), j/« 126,0m, 

X = 1002, (o - 11^ 31' (tg « 102 : 500), y = 239,5 m, 

X = 1512, m^ 8^ 45' (tg « 77 : 500), y « 329,5 m, 

X = 2015, a> = 4« 55' (tg = 43 : 500), y = 388,0 m, 

X = 2502, © = 0^ 52' (tg - 7,5 : 500), y = 41 1 m, 

X = 2994, © = - 4^ 50' (tg 42,5 : 500), y = 394,5 m, 

X = 3504, Ol =-11^ 5' (tg «- 98 : 500), y = 325,5 m, 

X = 4025, a> - - 18« 0' (tg = - 162,5 : 500), y = 188,5 m, 

a: = 4501, a'=-24<>53' (tg===- 232 : 500), 8.oben,y = biscrc 0,2 m. 

Zur Illustration des oben über das Einordnen weiterer Flugbahn- 
punkte Gesagten ist in der Zeichnung zwischen Og und Og der weitere 
Flugbahnpunkt P einkonstruiert; es ist Og 0^ gezogen, in Q halbiert, die 
Mitte von M^Q ist P. 

2. Beispiel. 

Leichte Feldkanone. 212 «= 7,85 cm; P^ 5,07 kg; A aus Mangel 
anderer Daten = 1 genommen; so ist x = ;»!" = 0,10476; v^-^^ 465m. 

Gegeben femer «=13^35' 17". Gesucht X, «', v', T, x^, y,. 

Es wird v^ • cos a = 452,0 m; die horizontalen Zwischenstrecken 
mögen wiederum so gewählt sein, dass die Abscissen um beiläufig 
500 m fortschreiten. Man hat sodann aus der Tabelle von Krupp: 

* Vergl. z. B. den Leitfaden für den Unterricht in der Waffenlehre auf den 
königl. Kriegsschulen. Auf Veranlassung der General -Inspektion des MilitSr- 
Erziehimgs- und Bildungswesens auegearbeitet. 8. Auflage. Berlin 1897. Verlag 
von E. S. Mittler und Sohn, Anhang. 
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.A 


245 


37257 


103,616 


20,476 
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22,5 


rA 
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3248 
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25,4 


.A, 


208 


47357 


148,386 


23,161 


3772 


2,426 


28,8 


.A 


194 


52110 


172,066 


23,678 


4270 


2,480 


29,9 



Somit hat man für die Konstruktion nach Figur 6 zu nehmen: 

OJi-=531m, OJg = 1081m u. s.w.; 

J?i Ol = 8,2 m, B^O^^ 12,3 m u. s. w. 

Das Resultat wurde: 
Schussweite X = 4310 m (die Schusstafel giebt für dasselbe a 

X = 4300 m), 
Auffallwinkel cd ^20^ 20' (tg = 370 : 1000), 

Horizontale Endgeschwindigkeit t;';B=194m, 
Flugzeit r=15,8 Sek., 

Scheitelkoordinaten 1 * ook ' 
l Va = «J^ö m. 

3. Beispiel. 

28cm-Haubitze. Kaliber 2jR= 28 cm; Geschossgewicht P=- 215kg; 
Anfangsgeschwindigkeit Vq= 355 m; Formkoeffizient A = 0,9. Abgangs- 
winkel a = 45^ 

Es wird 215 

X « Yj^ = 0,3880; Vq cos a = 251,3 m. 

Die Äbscissen 0.4^, OA^,.. mögen fortschreiten um ungefähr gleich 
viel, nämlich um ungef^r 1000 m, also müssen die Werte ZAx der Tabelle 
von Krupp derart entnommen werden, dass sie in dieser Tabelle fort- 
schreiten um ungefähr - — ? d. h. 2564, jedoch so, dass nur für die 

erste horizontale Geschwindigkeit in 0, aber später nicht mehr in der 
Tabelle interpoliert werden muss: 
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Somit ist 0-^i = 955m, 0^, = 1934m u. s.w.; 
i?^ 0^ = 74 m, U^02=84m u.s.w. 

Die Ausführung der Zeichnung im Maßstab 1 mm = 10 m gab 
als Resultate: 

Schussweite X =-= 9505 m (beobachtet wurde 9588 m; die Berech- 
nung nach der Methode Siacci-Krupp giebt 9482 m), 

Auffallwinkel , -^^^ ^, /. 1280\ 

«'=52«0'(tg^— J5 

Horizontale Endgeschwindigkeit v'x= 173,8 (durch Interpolation), 

173 8 

also Endgeschwindigkeit in der Bahn: t;'= — ^ = 282,3 m; 
Scheitel: x^ = 5010 m; lj, = 2677 m. 

Ferner z.B. für die Entfernung x = 3000m ist Flughöhe y= 2202m 
und Neigungswinkel der Tangente o = 24^ 8' (tg =- 448 : 1000). 

2. Aufgabe. 

Gegeben Schussweite X, Anfangsgeschwindigkeit v^, so- 
wie Masse und Form des Geschosses, also P, 2JR, L 

Gesucht Abgangs Winkel a und die übrigen ballistischen 
Elemente. — Man löst wie vorhin graphisch die Aufgabe, indem man 
für a probeweise einen Näherungswert a^ wählt — am besten durch Ver- 
gleichung der Schusstafel eines möglichst ähnlichen Gewehr- oder Ge- 
schützsystems. — Dadurch erhält man eine gewisse Schussweite X„ 
die nicht mit der gegebenen X zusammenfallen wird. Hierauf dreht 
(„schwenkt") man die konstruierte Flugbahn wie eine starre krumme 
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Linie* um den Abgangspunkt 0, bis die Scbussweite die gegebene X wird. 
Den Winkel Aa, um welchen man die Flugbahn abwärts oder aufwärts 
drehen musste, hat man von dem zuerst angenommenen Abgangswinkel a^ 
abzuziehen resp. zu diesem hinzuzufügen. Damit hat man a und wie Nr. l 
aach die übrigen ballistischen Grössen, alles bezogen auf die Linie der 
wahren Schussweite als Abscissenaxe. 

1. Beispiel. 

Schwere Feldkanone C/73. Gegeben Tq = 442m, X = 4300m; 
femer P = 7,5 kg; 2R = 8,8 cm; X = 1,23. Gesucht «. 

Probeweise wird mit «j = 15^ 52' die Flugbahn konstruiert (dies 
geschah im obigen Beispiel, siehe Fig. 11 der beiliegenden Tafel); die 
Schussweite X^ wurde damit zu 4501 m gefunden; es wird nun die 
Flugbahn um gedreht, bis die Schussweite 4300 m wird; man be- 
schreibt also einen Kreisbogen um mit Radius 0W^ = 4300, der die 
schon gezeichnete Flugbahn in W trifft und zieht OWy so ist dies die 
wahre Abscissenaxe. Der Winkel W^OW oder Aa, um welchen 
dabei gedreht wurde, ergiebt sich aus 

dieserWinkel ist von dem vorher gewählten Abgangs winkel abzuziehen; vor- 

1 
her wurde gewählt a^ =» Erhebungswinkel 15—+ konstant. Abgangsfehler- • 

Winkel ^ »also ist derrichtigeErhebungswinkelfördieSchussweite4300m: 
- 15^ 30'- 1« 23'- 14« 07' (die Schusstafel giebt 14 *^ ]• 

2. Beispiel. 
Leichte Feldkanone. Gegeben i;^ — 465 m, X — 4000 m; 
X « 0,10476. Gesucht a. ^ ^ 

l)ie Konstruktion werde probeweise mit dem Erhebungswinkel 13 jg 

ausgefiihrt (vergl. obiges Beispiel bei Nr. 1); es findet sich Xj — 4310m; 

10f> 

es muss die Flugbahn gedreht werden um Aa, wobei *g^«'"7öm)' 
A«— 1^35'; also ist der Erhebungswinkel ftlr die Schussweite 4000m: 

«13M5'-P35'-11M0' (die Schusstafel giebt n^\ 

3. Aufgabe. 

Gegeben Schussweite X und Abgangswinkel a, femer jP, 
2R und A. Gesucht Vq und die anderen Grössen. 

Man wählt am einfachsten durch Vergleichung einer anderen Schuss- 
tafel einen Wert von r^, der voraussichtlich dem gesuchten Vq nahe kommt; 

* Über dieses sogenannte „Prinzip des Schwenkens der Fingbahnen ", welches 
mit Rücksicht auf den Genauigkeitsgrad der Lösung in bestimmten Grenzen in 
der That gestattet ist und in der Ballistik sehr viel Verwendung findet, vergleiche 
u, a.: N. von Wuich, Lehrbuch der äusseren Ballistik, Wien 1882, S. 26. -- 
A. Mieg, königl. bayer. Major z. D., theoretische äussere Ballistik, Berlin 1884, 
Verlag von Mittler & Sohn; hier ist das Prinzip durchw^eg verwendet; übrigens 
ist die Bemerkung S. 97, Schluss , nur mit Einschränkung richtig. 
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sodann entnimmt man von der horizontalen Geschwindigkeit r^cosa ab 
die betreffenden Zahlen der Kruppschen Tabelle und führt die Zeichnung 
aus. Man erhält damit eine gewisse Schussweite Xj, die mit der gegebenen 
nicht identisch sein wird. Fällt Xj kleiner als X aus, so wählt man einen 
zweiten Wert von Vq derart, dass nachher die Schussweite grösser als X 
wird; hiermit wird eine zweite Zeichnung ausgeführt, die eine zweite 
Schussweite Xg liefert. Durch Interpolation proportional den Differenzen 
zwischen X^ resp. X^ und X erhält man sodann die gesuchte Anfangs- 
geschwindigkeit Vq. — Eine bedeutende Ersparnis der Mühe liegt darin, 
dass man nicht nötig hat, die ganze Liste der Werte OA^, A^ -4,..., ^jO,, 
B^O^... zweimal zu berechnen; vielmehr wird man nur die ersten Zahlen 
neu aufstellen; man wird also nur das erste Intervall vergrössem oder 
verkleinem, sodass die übrigen Zahlen der Tabelle, welche man der Kon- 
struktion zu Grunde legt, bleiben, dagegen die horizontale Geschwindig- 
keit in Oy femer die erste Zwischenstrecke Aic, oder OA^ und die erste 
Fallhöhe JBiOj eine andere wird. — (Ganz analog muss bei dem rech- 
nerischen Verfahren nach der Methode von Siacci die Flugbahn zwei- 
mal berechnet und sodann interpoliert werden.) 

4. Aufgabe. 

Gegeben v^, a und X. Gesucht Faktor x (z.B. gesucht A, wenn P 
■ und 2B gegeben ist). 

Diese wichtige Aufgabe, welche bei dem Rechnungs verfahren nach 
Siacci s Methode eine zweimalige Berechnung und darauffolgende Inter- 
polation erfordert, und welche nur bei Anwendung der Braccialini- 
Hojel-VallierschenMethode mit Hilfe der sogenannten sekundären Funk- 
tionen im Fall kleiner Abgangswinkel weniger Mühe verursacht, verlangt 
auch hier, ganz analog dem Siaccischen Rechnungs verfahren, eine zwei- 
malige Konstruktion der Flugbahn: Man versucht — am zweckmässigsten 
nach Betrachtung einer anderen verwandten Schusstafel — einen ersten 
Wert von x, konstruiert die Flugbahn und erhält einen Wert X^ der Schuss- 
weite; versucht sodann einen zweiten Wert x und erhält einen zweiten 

Wert Xg der Schussweite; endlich wird proportional interpoliert. 

"""^^^^^^■^■~~— - * 

Es zeigt sich so, dass das beschriebene graphische Verfahren für die 
Zwecke der Praxis völlig genügt und in manchen Fällen mit wenig Mühe 
zu einem übersichtlicheren Resultat führt als das rechnerische Verfahren. 
Bei Lösung einer grösseren Zahl von ballistischen Aufgaben der Praxis 
ergab sich dem Verfasser, dass, wenn nur der Formkoefficient k 
richtig ermittelt war und in genügend grossem Maßstab genau kon- 
struiert wurde, der Fehler des Resultats gegenüber der Lage des mitt- 
leren Treffpunkts stets kleiner war als der mittlere Fehler eines einzelnen 
Schusses, und dass wenigstens in einigen Fällen dieses graphische Ver- 
fahren selbst den neusten Rechnungsmethoden an Genauigkeit überlegen 
war.— Möchten die Herren Ballistiker dieser graphischen Methode, welche 
keinerlei Hilfsmittel der höheren Mathematik erfordert, nähertreten. 
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über die Differentiation empirischer Funktionen. 

Von 

C. Runge 

in HannoTer. 



Wenn wir die Vorgänge oder Zustände der Wirklichkeit messend 
yerfolgen, so zeigt es sich nicht selten ^ dass unsere Apparate nicht 
die eigentlichen zu messenden Funktions werte angeben, sondern Mittel- 
werte. Die Apparate integrieren über ein Intervall, statt uns den 
Funktionswert anzugeben und gleichen dadurch Schwankungen, die in 
der Wirklichkeit vorkommen, unter Umständen so weit aus, dass sie 
nicht mehr wahrgenommen werden. 

Hierauf beruht es z. B., dass man bis zu den Versuchen von 
Langley* die grosse Ungleichmässigkeit des Windes nicht hinreichend 
erkannt hatte. Die gebräuchlichen Anemometer besassen soviel Träg- 
heit, dass sie nicht die augenblickliche Geschwindigkeit der Luft er- 
kennen liessen, sondern einen Durchschnittswert, der auch von den 
vorhergehenden Windgeschwindigkeiten beeinfiusst war. Erst Langley 
baute Anemometer von sehr geringer Trägheit und verminderte so das 
Intervall der Integration. 

Auf demselben Grunde beruht auch z. B. das beschränkte Trenn- 
tmgsvermögen optischer Apparate. Das Bild, das eine Linse von einem 
leuchtenden Punkte entwirft, ist, wenn man von den Diffraktionsringen 
absieht, die ihrer geringeren Intensität wegen nicht von Belang sind, 
eine kleine Scheibe, deren Fläche filr Licht derselben Wellenlänge der 
O&ung des Lichtkegels umgekehrt proportional ist, der in einem 
ihrer Punkte seine Spitze hat. Das Bild irgend eines Objektes ist 
deshalb nicht getreu, sondern immer bis zu einem gewissen Grade 
verwaschen, und die Intensität des Bildes an irgend einem Punkte ist 
nicht proportional der Intensität des Originals an dem entsprechenden 
Punkte, sondern ist ein Durchschnittswert der Intensität aller der- 
jenigen Punkte des Originals, deren Scheiben den betreffenden Bild- 
pimkt noch enthalten. 

* Langley, Le Travail Interieur du vent. Revue de Taeronautique. 1893. 
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Diese Integration der Apparate lässt sich bis zu einem gewissen 
Grade durch Rechnung wieder rückgängig machen, wie in dem Folgen- j 
den für einen besonderen Fall gezeigt werden soll. Ich nenne in der 
Überschrift diese Reduktion der beobachteten Integral werte „Differen- 
tiation" obwohl sich der Begriff nicht ganz mit der Differentiation 
deckt. Die hier gegebene Methode ist von Herrn Paschen in aus- 
gedehntem Maße bei der Reduktion seiner bolometrischen Messungen j 
über die Strahlung erhitzter Körper verwendet worden * Von ihm j 
rührt die Formulierung des Problems der Reduktion seiner bolo- 1 
metrischen Messungen her. ' 

Wenn man das Spektrum einer Lichtquelle entwerfen will, so 
verfährt man bekanntlich so, dass man das Licht durch einen Spalt i 
schickt. Die Lichtstrahlen, die durch den Spalt dringen, werden durch 1 
passende Anordnung von Linsen oder Spiegeln so gelenkt, dass sie 
nach dem Passieren des zerstreuenden Apparates, mag das nun ein 
Prisma, ein Prismensatz, oder ein Gitter sein, sich wieder zu einem 
Spaltbilde vereinigen. Der zerstreuende Apparat bewirkt, dass die 
Spaltbilder verschiedener Farben nicht an derselben Stelle entworfen j 
sind, sondern nunmehr zu einem Streifen ausgebreitet das Spektrum | 
der Lichtquelle bilden. Die Bilder des Spaltes haben nun immer eine 
gewisse Breite. Selbst für einen unendlich feinen Spalt würde dies 
gelten. Auch sein Bild behält eine gewisse Breite, die von der Öff- 
nung des Lichtbündels und von der Wellenlänge abhängt. Es ver- 
mischen sich daher die Spaltbilder nahe benachbarter Farben und das 
Spektrum wird unrein, um so mehr, je breiter der Spalt gemacht 
wird. Ist der Spalt nicht sehr enge, so können wir das Bild des 
rechteckigen Spaltes ohne merklichen Fehler als Rechteck betrachten. 
In einem unreinen Spektrum ist die Intensität an irgend einer Stelle 
des Spektrums nicht proportional der Intensität der betreffenden 
Farbe, sondern es ist ein Durchschnittswert der Intensitäten aller der 
Farben, deren Spaltbilder die betreffende Stelle noch enthalten. Es 
bezeichne x die Längsausdehnung des Spektrums von einem festen 
Punkt bis zu irgend einer Stelle. An dieser Stelle liegt die Mitte des 
Spaltbildes einer gewissen Farbe, von deren Wellenlänge wir sagen 
wollen, dass sie dem Wert x entspricht. Das Spaltbild möge sich von 

X — \j bis X + — erstrecken und wir wollen annehmen, dass die Breite 

des Spaltbildes a für alle Farben merklich dieselbe ist. Die Energie- 
menge des Lichtes, dessen Wellenlängen dem Intervall ;r bis a; + dx ent- 
sprechen und das in einer gegebenen Zeit durch den Apparat geht, ist 
dann im Spektrum nicht auf das Intervall x bis x + dx konzentriert, 

sondern in dem Intervall ^ — -^ bis x + — ausgebreitet. Wir bezeich- 
nen diese Energiemenge mit adEjc, wo also dEj^ die Energiemenge 
• F. Paschen, Über die Spektren fester Körper. Wied. Ann. 1897. 
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bedeutet, die einer Spaltbreite entspricht, för die das Spaltbild die 
Breite 1 hat. 

Alsdann kommt auf das Intervall x bis x + dx nur der Bruchteil 
dE^dx. DafQr aber greifen die Spaltbilder der benachbarten Farben, 

die den Werten x — ^ bis x + ^entsprechen, über das Intervall, so 

dass wir im ganzen in dem Intervall u: bis x + dx die Energiemenge 

erhalten: a 

+ T 



ä.f^^.ä. 



Die Intensität des Spektrums an der Stelle x ist nun zu de- 
finieren als die Energie des unendlich kleinen Intervalls j* bis a: + dx 
dividiert durch dx. Mithin ist die Intensität des unreinen Spektrums 
gleich a 



Die Intensität des reinen Spektrums erhalten wir, wenn wir die 
Spaltbildbreite unendlich klein werden lassen: 

-a. 



dx 



Zugleich mit der Reinheit wird dann aber auch die Intensität 
unendlich klein. In Wirklichkeit lässt sich die Spaltbildbreite bei 
einem gegebenen Apparat nicht beliebig klein machen. Für einen 
unendlich schmalen Spalt behält das Spaltbild immer noch eine end- 
liche Breite. Ein absolut reines Spektrum ist eine Abstraktion, die 
nicht verwirklicht werden kann. 

Die Intensität des reinen Spektrums ist es, die wir suchen, wobei 
es aber auf einen Proportionalitätsfaktor nicht ankommt. 

Bei bolometrischen Messungen wird nun auch die Intensität des 
eben betrachteten unreinen Spektrums nicht beobachtet. Man bringt 
bier bekanntlich einen Metallstreifen in das Spektrum und misst die 
Änderung, die sein elektrischer Widerstand durch die Bestrahlung er- 
fihri Die Messung liefert Grössen, die der Energiemenge des 
Lichtes proportional sind, das auf den Metallstreifen fällt. Nun hat 
aber der Metallstreifen eine gewisse Breite und wird daher die Energie 
eines gewissen Intervalls des oben betrachteten unreinen Spektrums 
iuizeigen. 

Liegt die Mitte des Bolometerstreifens bei x und ist seine Breite 2», 
so emp^gt er in der gegebenen Zeit die Energiemenge: 
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Fix) -fE{x + » + I) _ E (x + « - 1) d»; 

__b_ 
% 

dieser Funktion werden die Ausschläge des Galvanometers proportional 
und es kommt nun darauf an, durch Rechnung die Werte zu finden, 

dE 
die , * proportinal sind. 

dV 

Wird -j— mit f{x) bezeichnet, so ergiebt sich nach der Taylor- 
schen Reihe: 

E(x^v + ^) = E(x) + m[v + l) + y\x){v + ^)\--- 
und 

wo jp = —Y~} Q = ~2~" gesetzt ist. 



Analog ist: 

fE(x+v-iyv=E(x)i-nx)^rjL^nx)^+ 



Mithin 



Fix) ^2{fix)-?^^ + nx)^+ . . .). 



Für hinreichend kleine Werte von p und q ist also in erster 
Annäherung: j^^^^ _ ^^^^ (^2 _ ^2^ _ ^(^)^ j. 

Die Wirkung auf den Bolometerstreifen wächst daher annähernd 
proportional ab. 

Der Unterschied zwischen dem vom Bolometer registrierten un- 
reinen Spektrum F(x) und dem reinen Spektrum f(x)'ab ist in erster 
Annäherung gleich , p*-^* .„, , , a' + b' 

Dieser Ausdruck giebt also ein Maß der Unreinheit an. Für eine 
gegebene Wirkung auf den Bolometerstreifen erzielt man möglichste 
Reinheit, wenn man das Verhältnis von a und 6 so wählt, dass 

für einen gegebenen Wert von ah möglichst klein wird. Daraus folgt 
a = 6 als günstigstes Verhältnis. Der Bolometerstreifen muss gerade die 
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Breite des Spaltbildes haben, wenn bei gegebenen Ausschlägen das 
Spektrum möglichst rein sein soll. 
Für 6 = a erhalten wir nun: 

F{x)^f{x)a^ + f"{x)^ + rKx)-^^^ + ... 

und es ergiebt sich die Aufgabe f{x) zu finden, wenn F(x) gegeben 
ist. Man könnte zunächst daran denken, f{oc) durch eine Summe von 
Gliedern darzustellen, die F{x)y F''(x), F\x) . , . enthalten. Durch 
Diflferentiation erhält man sogleich 

F"ix)^f"(x)-a' + f%x)^^+..- 

F*ix)=f*(,x).a'+rix)^+.-. 

Und wenn man die Gleichungen der Reihe nach G^ Cg C3 . . . multi- 
pliziert und zu der Gleichung oben addiert, so ergiebt sich: 

F{x) + C,F"ix) + CjFW(a:) + • • • = /"(x)«« + f"(x) (c,o« + 3^) 

+ ••• 
Nun würde man C\, C^ . . . durch die Bekursionsformeln zu be- 
stimmen haben: „4 

Q«*+C. 3^+37^ = 
etc. 

Es ist indessen viel zweckmässiger statt der Differentialquotienten 
F'{x), F^^\x), ... die Differenzen A^jP, A*i^, . . . einzuführen. Denn 
man muss bedenken, dass F(x) nur empirisch, nicht analytisch ge- 
geben ist, und dass daher die Differenzen leichter zu bilden sind, als 
die Differentialquotienten. 

In symbolischer Schreibweise hat man: 

wo Df far j^ steht. Daraus folgt durch zweimalige DifiFerentiation: 

D*F = (c^^ + e-«^ - 2)f(x) 

=.f(x + a) + f{x-a)-2f(x) 

= AY(a;). 

Anderseits folgt aus derselben Gleichung durch Differenzen 
bilden: ^»p _ p^^ ^ ^^J ^ j,^^ _ ^^ _ 2F{x) 



Zeitschrift f. Mathematik ti. Physik. 42. Jahrg. 1897. 4. Hoft. 14 
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Mithin : 

Bildet man hier von neuem die zweite DiflTerenz, so ei^ebt sich 

So fortfahrend beweist man allgemein die Formel: 

Sollen nun die Konstanten Cj, Cg, Cj . . . so bestimmt werden, dass 

wird, so hat man demnach: 

[(^i>+ ^-«i>_ 2) + Ci(c'^+ 6-«^- 2)* 

oder 

(e^^+ f-«^-- 2) + <^i(^''^+ 6-»^- 2)2 

+ C,(c«^+e-«^-2)«+-.. = a«Z)l 

6\, C2, . . . dürfen dabei nicht von D abhängen. 
Führt man die Bezeichnungen: 

u == aD, 

;er = e«+e— -2 = 4 ©in* ^ 

ein, so lässt sich die Bedingung, der die Faktoren Cj, C^, . . . ge- 
nügen sollen, auch so ausdrücken, dass 

für beliebige Werte von u und konstante Werte von C\ Q . . . erfüllt 
sein soll. Mit anderen Worten, es soll, wenn 

i^ = 4@in«| 

ist, u^ nach Potenzen von z entwickelt werden. Zu dem Ende setzen wir 

Dann ist 



t^Bin^, also t'^^- 

£ 4 



?**=4(S(r©iuO'. 
Daraus folgt: ,, ^ oor /-• * 



<i^ yi + t* 
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Mithin 

Nun ist: 
und daher 



und folglich: 



(i + t') 



d'Cw*) 



+ t 



diW) 



8. 



dt* ^ dt 

^^-2«-2< + Ci2*-4<»+C,2«-6<'>+--- 

2«-2 + C,2*-4-3-<*+Q2«-6-5<*+' 



dt 
dt* 



^i + fi)^j^+tm 



dt 



2«-2 + (Oi2*-4.3 + 2«-2 + 2«.2)<> 

+ (Cg-2«.6-5 + C,2*-4-3 + Ci2*-4)<* 
+ (C^-2^-S-l + C,2«.6-5 + C22"'-6)f«^ 
+ ••• 
was f&r die gesuchten Eonstanten die Rekursionsformeln ergiebt: 

C, • 2*»+*- 2» + 2 • 2« + 1 + Cn_i- 2«»- 2« • 2n = 0, 

■•Cn—i, 



oder 






nn 



2« + 2.2n + l 
11 



4-8 



Die gesuchte Intensität f(x)a^ des reinen Spektrums ist mithin 
aus der beobachteten Punktion F(x) nach der Formel zu berechnen 



f{x)-a^^F-^A'F + 



12 11 



A^F 



3-3-2-2-11 



A^F + 



Fig.l. 




6-5-4-3 8.7-6-6.4.3 

Wenn von den Werten von x^ für die F(x) beobachtet worden 
ist, je zwei aufeinanderfolgende um die Grösse a voneinander ver- 
schieden sind; so ist es am bequemsten die Diffe- 
renzen A*JP, A*F, . , , einfach auszurechnen. Sind 
dagegen diese Werte von F{x) nicht gegeben, so 
kann man sie entweder interpolieren oder man 
kann eine graphische Darstellung von F(x) be- 
nützen, um A*JF abzugreifen. Verbindet man näm- 
lich die Punkte -4, B (Fig. 1) der Kurve, deren 
Abscissen x — a und x + a sind, so schneidet 
diese Sehne die zu x gehörige Ordinate oder deren 
Verlängerung in einem Punkte S, der von dem 

betreffenden Punkte C der Kurve um -y- absteht, 

wobei der Abstand negativ zu rechnen ist, wenn der Schnittpunkt 
unter dem Kurvenpunkte liegt. Um A^i^ zu finden, hat man A^jF als 
Ordinate aufzutragen und ebenso zu verfahren und so weiter, so lange 
bei der Genauigkeit der gegebenen Beobachtungen die Korrektions- 
glieder noch mit einiger Sicherheit ermittelt werden können. 
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Was die Konvergenz der Darstellung 

betrifft^ so fanden wir oben, dass 

war. Setzt man auf beiden Seiten it an Stelle von t und dividiert 
beide Seiten durch —1, so ergiebt sich: 

Diese Reihe konvergiert noch för ^ = 1 und ergiebt für diesen 

Wert: t.i 9.9 i i 

n^^ 2^+ i-i-2*+ •2*4-'" 

oder 

ü!=. 14.11 A 4-^:11-1 il«4- 

Unsere Entwickelung von f(x)a^ bleibt also selbst dann noch 
unbedingt und gleichmässig konvergent, wenn A*JP, A^F, Z^*F... 
nicht stärker als die Potenzen 4, 4", 4^, . . oder Grössen, die diesen 
proportional sind, wachsen sollten. 

Ist z. B. von A^-F an jede Differenz A^'*^' absolut genommen 
nicht grösser als j|f -r» 

wo r ^ 4 ist, so wird der Fehler, den man begeht, wenn man sich 
mit den beiden Eorrektionsgliedem 

48"^^ 6.5-4 3 " ^ 

begnügt, nicht grösser sein als 

8.7.6-6-4.8 ^^ ^ 10. 9. 8. 7. 6. 6. 4-3 ^^ ^ ' 
das heisst nicht grösser als 

Für r = 1 z. B. ist der Fehler nicht grösser als 

0,0022 Jf. 

In der nebenstehenden Figur 2 ist die bolometrische Messung 
eines Absorptionsstreifens der Kohlensäure dargestellt, die Herr 
F. Paschen ausgeführt hat. Nach der Dicke der Gasschicht sollte 
man in der Mitte des Absorptionsstreifens die Ordinate Null erwarten. 
In dem beobachteten Spektrum ist das nicht der Fall. Aber nachdem 
die ersten beiden Korrektionsglieder angebracht sind, wird der Wert 
der Ordinate in der That unmerklich. 
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Man könnte die hier behandelte Aufgabe noch in mannigfacher 
Weise variieren und es liessen sich manche physikalische Messungen 
anfahren y bei denen ebenfalls die gemessenen Funktionen Integrale 
sind, die man differentiieren muss, um die gesuchten Funktionen zu 
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finden. Die Integrale können dabei anders gebildet sein, als das hier 
behandelte. Es kann z. B. unter dem Integralzeichen ein Dämpfungs- 
faktor vorkommen, so dass die w^eiter abliegenden Funktionswerte 
weniger zum Werte des Integrals beitragen. Es möge indessen ge- 
nügen, darauf hinzuweisen, dass sich solche Fälle ähnlich behandeln 
lassen, wie der hier ausgeführte. 
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Kleinere Mitteilungen. 



Über Zahlenteiler ganzer Fanktionen.* 

Von K. a?li. Vahlen in Königsberg i. Pr. 

Eine ganze Funktion f{x^^ . . .,iCn) mit beliebigen Koeffizienten werde statt 
nach den Potenzen nach den Faktoriellen 



(:) 



Xv(Xp — 1) . . . {Xi — U-\- 1) 



1 . 2 . . . tr 

geordnet, also auf die Form gebracht: 



» = l,8,...,n 

Ans den Gleichnngen: 



folgt durch Auflösung nach den Grössen Ai, . . . ,-^ die Äquivalenz der beiden 
Systeme -4,-, ...f^, und f{k^.,.kn) entweder aus der Bemerkung, dass die 
Determinante jener in den Ai^,,,i^ linearen Gleichungen in der Diagonale 
nur Einsen, rechts der Diagonale nur Nullen enthält; oder direkt, es ist 
nämlich: 

._.|(-)^— ©-(t)«'-...M 

rJS'""""^'"'-(»:)('')-(t)(t) 



» = 1,2,...» 



weil 



-(-i)*'* ■+*-A.--... 

''2'(-«*(')0-2'(-')*(-)(»:i) =(-')*(?)(■-')'-' "^ 



h \ / \ / A 

Also ist auch das durch: 

/•(a:„...x„)=2A...^(*'-^*) • • (*7/") 

bei beliebigen ganzen Zahlen g definierte System Ä\'^ . . . ,-^ äquivalent jedem 
der drei Systeme: 



* Den wesentlichen Inhalt dieser Zeilen hatte ich am 16. Juni 1893 im Mathe- 
matischen Verein zu Berlin als Beantwortung einer gestellten Frage mitgeteilt. Die 
daiiials unterlassene Veröffentlichung hole ich jetzt nach, da der Gegenstand in- 
zwischen durch Herrn Hensels Aufsatz: „Über den grössten gemeinsamen Teiler 
aller Zahlen, welche durch eine ganze Funktion von n Veränderlichen daratellbar 
sind" (Grelles Journal Band 116 S. 350 — 366) an Interesse gewonnen hat. 
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So ergiebt sich der Satz: 

Soll eine ganze Funktion /"(a?!, . . ., rr,) mit beliebigen Koeffi- 
zienten för alle ganzzahligen Wertsysteme der Variablen rr^, 0^2, . • ., ^n 
ganzzahlige Vielfache einer gegebenen Grösse Q ergeben, so müssen 
die Koeffizienten in jeder ihrer Darstellungen : 

2^ '■(%'■) -r^') 

ganzzahlige Vielfache von Q sein; der grösste gemeinsame Teiler 

Ai^ . . . i^ 

der ganzen Zahlen ^ — ergiebt sich auch als grösster gemein- 
samer Teiler der ganzen Zahlen: 

Q 






Das erweiterte Theorem von Boar. 

Von Dr. F. Ebner in Greiz i. V. 

Nach dem schönen Theorem von Boar giebt es bekanntlich zweifach 
nnendlich yiele Schraubenfiächen, die auf eine vorgelegte Rotationsfläche 
abwickelbar sind. Dieses Theorem ist indessen nur ein spezieller Fall 
eines allgemeineren, welches zuerst von Herrn M.Levy ausgesprochen worden 
ist * und welches lautet: es giebt zweifach unendlich viele Spiralflächen, 
welche auf eine vorgelegte Spiralfläche abwickelbar sind. Der Beweis dieses 
Theorems lässt sich in der folgenden vereinfachten Form führen: 

Es sei eine Spiralfläche gegeben, deren Quadrat dea Linienelements 
die charakteristische Form besitzt:*^ 

Tinter u und v die isometrischen Koordinaten der Fläche, unter k eine ge- 
gebene Konstante, unter E eine gegebene Funktion von u verstanden. 

Die OleichuDg irgend einer andern allgemeinen Spiralfläche lautet nun 
aber in räumlichen Polarkoordinaten:** 
2) AT = e^^^ r = rQ^% g, = tp^-\- cv 

xmter Ä;, c Konstanten, unter Zq^ r^, g)^ Funktionen von u verstanden. Soll 
also die Fläche 2) auf die Fläche 1) abwickelbar sein, so muss ihr Linien- 
element sich auf die Form 1) bringen lassen, was für die willkürlichen 
Grössen c, r^, Tq, (Pq auf die Destimmungsgleichungen führt: 

»•oV + *WV + «o«'o = 0. 

* Vergl. Compt. rend. 1878. p. 789 flg. der Note vom 18. November. 
i •* Vergl. Darboux, Le9onB sur la thäorie gdnärale des surfaces, Band I, 

I p. 109 und 110. 

I 
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216 Kleinere Mitteilungen. 

wo Äq'^T gesetzt ist, und die Accente der Differentiation nach u bezeichnen. 

Für 1 + Jt*=0, d. i. den Fall der imaginären Spiralflächen, wie wir znr 
Abkürzung sagen wollen, ergiebt die Elimination von q>Q und b^ aus dem 
System 3) sofort die in r^ lineare Differentialgleichung: 

4) (J^«- ^'*)ro*+ 2EE'r^r^+E^E'^= 

aus der sich r^ durch Ausführung einer blossen Quadratur bestimmt, worauf 
dann aus 3): cp^ und z^ folgen; da in 4) noch eine willkürliche Integrations- 
konstante auftritt, so giebt es einfach unendlich viele, durch blosse Qua- 
draturen bestimmbare imaginäre Spiralflächen, die auf die vorgelegte Fläche 1) 
abwickelbar sind. 

Ist dagegen: 1 + A;*> 0, so eliminiere man aus 3) q>Q und Tq, worauf 
man nach Ausführung der dazu erforderlichen Bechnung für g^ auf die 
Differentialgleichung geführt wird: 

5) V+^o'*= /•*(«), 
k^E^ — E'* 

wo f^(ti) = — "ij gesetzt ist. Das allgemeine Integral derselben ent- 
hält nun ausser der willkürlich bleibenden Konstanten k noch eine wiUkürliche 
Integrationskonstante, d. h. es giebt zweifach unendlich viele Spiralflächen 2), 
die auf die vorgelegte Spiralfläche l) abwickelbar sind, womit das erweiterte 
Theorem von Bour bewiesen ist.* Hat man Zq aus 5) bestimmt, so er- 
hält man aus 3): r^ und nach Ausführung einer Quadratur auch tp^. Die 
Differentialgleichung 6) ist nun — wie hier noch kurz bemerkt werden mag — 
im allgemeinen nicht auf Quadraturen zurückführbar, wie man am leichtesten 
aus ihrer durch die Substitutionen: 

DJ Zf. = — =rr:r J Zr. =■• ^ 

^ ^ Vl + t^ ^ Vt + t^ 

bewirkten transformierten Form: 



') 4^-(' + ^'){'-T') 



erkennt, welche zugleich die Gleichungsform der geodätischen Linien der 
Spiralflächen ist. Sie wird indessen auf Quadraturen zurückführbar, wenn: 

i(log^(«) = ^=conat 

wird, was z. B. der Fall ist für JE?=e'"*; alle Spiralflächen, welche also 
auf die Fläche mit dem Linienelementquadrat: 

8) ds^= e«*«^+2a«(^^2^ ^^8^ 

abwickelbar sind, können durch blosse Quadraturen bestimmt werden, welches 
auch die Konstante a sei. 



* Für Ä: = folgt aus diesem erweiterten Theorem wieder das ursprüngliche 
für die Schraubenflächen . die selbst nur ein besonderer Fall der Spiralflächen sind. 
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über einen Satz der Fiinktionentheorie und seine 

Anwendung auf Isothermische Kurvensysteme und 

auf einige Theorien der mathematischen Physik. 

Von 

Prof. Dr. Holzmüller, 

Direktor der Hagener Gewerbetohnle. 



g 1« Die Linien gleiolier Stromst&rke nnd Stromriehtung 
bei stationärer Elektrisit&tsströmnng. 

Ist Z = f{z) oder U+Vi =^ fix + yi) eine Funktion komplexen 
Arguments, und ist Z'^f(z) oder 

I?(cos <t> + i sinO) = f[r (cos tp + i sin 9)] 

ihr Differentialquotient, so ist bekanntlich der absolute Betrag des 

seine Abweichung aber, abgesehen von der Periode «, 

ov du 

- , dx n .ex 

O = arctan -j^ = ^ - arctan -j^- ■ 

cx dx 

Dabei ist auch Z' eine Funktion komplexen Arguments und ge- 
nügt ebenso, wie ihr reeller und auch ihr imaginärer Teil, der par- 
tiellen Differentialgleichung A*u = 0. Da nun aber auch IgZ' eine 
Funktion komplexen Arguments ist, die sich schreiben lässt: 

lg Z^^ lg[ü(cos<t) + ^* sin O] = Igü + lg (cos <t) + / sin O) 

= lgü + lgß*'=lgi2 + i*, 
80 müssen auch IgjR und <t> der Differentialgleichung A^ti = genügen. 

Also: 

Der Logarithmus des absoluten Betrags R vom Diffe- 
rentialquotienten einer Funktion komplexen Arguments ge- 
nügt der Differentialgleichung A*m = 0. Dasselbe gilt von 
der Abweichung O des Differentialquotienten. 

Zeittchrift f. MathemAtik u. Physik 42. Jahrg. 1897. 5. Heft. X5 
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Aus diesem einfachen Satze entspringt eine Reihe von Folgerungen 
für die Geometrie und die mathematische Physik. Um diese zu er- 
läutern, sei an einige Elementarsätze der Funktionentheorie erinnert. 

Bekanntlich gilt bei der Abbildung Z = f{z) für je zwei einander 
entsprechende Bogenelemente der Z- und 0- Ebene die Gleichung 
dS = Bds, wo R die obige Bedeutung hat. Diese Beziehung gilt an 
der betreffenden Stelle für alle Richtungen der Bogenelemente. Da- 
gegen giebt die Abweichung O an, dass dS gegen ds um + 0, ds 
gegen dS um — <P gedreht erscheint. E giebt also ein Vergrösserungs- 
verhältnis, <t> eine Drehung an. 

Nun entsprechen bei jeder Abbildung Z «= f(0) oder 

X + Yi^f(x + yi) 

den Parallelen X = a und Y'=^b der Z- Ebene zwei orthogonale Iso- 
thermenscharen der ;?- Ebene, die sich,. wenn der konjugierte Ausdruck 
X — Yi mit fj^{x — yi) bezeichnet wird, schreiben lassen als 

2 -^^' 2 ^• 

In der Z- Ebene erhält man mit Hilfe einer arithmetischen Reihe, 

^ ■^'- . . ., - 3c, - 2c, - c, 0, c, 2c, de, . . ., 

deren Glieder der Reihe nach für a und b eingesetzt werden, eine 
quadratische Einteilung. Dieser Einteilung entspricht in der j?- Ebene 
eine solche in unendlich kleine (krummlinige) Quadrate durch die 
beiden Isothermenscharen. Hat nun jedes kleine Quadrat der Z- Ebene 
die Seite dS, so hat jedes entsprechende „Quadrat" der ^-Ebene die 

Seite ds=-^dSy der horizontalen Richtung von dS entspricht aber 

eine Neigung — <t), der senkrechten von dS^ eine Neigung y "~ ^• 

Also: 

Die Grösse der kleinen Quadratseiten in der ;8f-Ebene ist 
umgekehrt proportional dem absoluten Betrage R des Diffe- 
rentialquotienten Z', ihre Neigungen aber sind gleich — 

bezw. "ö — <l>, wo die Abweichung des Differentialquo- 
tienten ist. 

Um diejenigen Quadrate der je? -Ebene zu finden, die von gleicher 
Grösse sind, braucht man nur R gleich einer Eonstanten k oder e^ zu 
setzen. Längs jeder Kurve 



1er 

'•) "«/(if)"+(if)'-'«'- 



wobei auch V statt U geschrieben werden kann, sind die kleinen 
Quadrate der ^er- Ebene gleich gross. 
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Will man hingegen die Stellen kennen lernen, wo die Bogen- 
elemente der beiden Isothermenscharen der jgf- Ebene parallel sind, so 
hat man nur nötig, gleich einer Konstanten y zu setzen. Längs 

jeder Kurve von der Gleichung 

dv 

2) arctan-^ = j/ 

dx 

siad also die Bogenelemente jeder der beiden Isothermenscharen der 
z-Ebene gleichgerichtet, ihre Tangenten demnach parallel. 

Bei der Schreibweise 1*) und 2) genügen die linken Seiten beider 
Kurvengleichungen der Differentialgleichung A*m « 0, und da Igü + Oi 
eine Funktion komplexen Arguments ist, handelt es sich wieder um 
zwei orthogonale Isothermenscharen. 

Das Oesamtresultat ist folgendes: 

Jede Isothermenschar U=a und ihre Orthogonalschar 
F= 6 haben bei quadratischer Einteilung die gleichgrossen 
Quadrate auf Kurven von der Gleichung: 

dagegen die gleichgeneigten Quadrate auf Kurven von der 
Gleichung: ^y ^jj 

arctan— TTTT- = y oder arctan . ^r = -i; — V- 

dx dx 

Lässt man c und y die Werte der Glieder derselben arithmetischen 
Reihe annehmen, so erhält man auch durch diese Kurven eine qua- 
dratische Einteilung. 

Geometrisch folgt daraus: 

Legt man in eine Isothermenschar eine Schar berühren- 
der Parallelen, so bilden die Berührungspunkte eine Kurve der 
Schar2). Wählt man als Neigungen verschiedener Parallelen- 
scharen die Werte der Glieder einer arithmetischen Reihe, 
so erhält man eine sogenannte isothermische Einteilung. 

Man kann z.B. die Reihe 

' ± — ' ± "^' — "n"' ' * * 
wählen. 

Ob man von der gewählten Isothermenschar oder ihrer 
Orthogonalschar ausgeht, ist dabei gleichgiltig. 

Die Schar 1) ist weniger bequem zu konstruieren. 

Kennt man den Umfang u^ einer Kurve B,=^k der Schar 1), 
80 ist für die entsprechende Kurve der Z-Ebene der Umfang 
gleich xi^B^uJc. 
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Beispiel. Das Kreisbüschel durch die Punkte ±1 und die ortho- 
gonale Kreisschar seien gegeben. Es wird behauptet^ dass die ^^Eurven 
gleicher Abweichung'' ein Büschel gleichseitiger Hyperbeln 
durch die Punkte ± 1 sind, die „Kurven gleichen Ver- 
grösserungsverhältnisses'' dagegen die zugehörige Lemnis- 
katenschar bilden. 

Beweis. In isothermischer Schreibweise lautet die Gleichung 

der Kreisschar: ^ 

lg- ^ q, 

oder 

Die linke Seite giebt: 

2 2 

Die Kurven — = c, oder pq ^ — sind aber konfokale Lemnis- 
katen. ^« '^ 

Das Kreisbüschel hat die Gleichung ^^ — ^^ == y^ (y^ ist der kon- 
stante Peripheriewinkel), oder 

F= arctan — ^ — arctan — j— «= y. 

Die linken Seiten treben: 

dV ^ 

<t) = arctan — inr- =" arctan —z — ^- — r = arctan— y-r + arctan — ^ 

"^ == ^1 + ^2- 

Die Kurven d^^^ d'^^ y sind aber ein Büschel gleichseitiger 
Hyperbeln durch ± 1. Bildet man R mit Hilfe von 

SO erhält man dasselbe wie vorher. Vertauscht man in der Berech- 
nung von <t> die Grössen V und U, so erhält man: 

^1 + ^2 -=f-y. 

Dabei war vorausgesetzt, dass eine Funktion U+Vi = f(x + yO 
existiert, die das Kreisbüschel und die Kreisschar in die Parallelen- 
scharen der Z- Ebene verwandelt. Diese Funktion ist bekanntlich 



Man findet sie aus: 



® z — 1 



U+Vi^ lg J + i(^, - ^,) ^ lg [I [cos(^i - ^,) + i sin(^, - ^,)]] 



^ , j^Ccos^'^+tsin^J ^ x + yi + l 
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2 
Dabei ist Z'-=--T~r7\7 — T\' Multiplikation mit der Konjugierten 

J Q 

giebt -R* = — oder R = — > wie oben. Dazu gehört als zugeordnete 

Funktion -9"^ + ^g = y. 

Bekanntlich kann man den Umfang der Lemniskaten zweiter Ord- 
nung bestimmen. Will man die Kurven erhalten, die ihnen bei obiger 
Abbildung in der Z- Ebene entsprechen, so schreibe man ihre Gleich- 
ung in der Form: 

P'q-V[ix + ly + y'] • [{X - ly + y' ] 

= V{x + 1 + yi){x + 1 - yijix - 1 + yi){x - 1 -^Ö ^ |. 
Aus Z^\gj^ folgt ^ = ^j5j- oder x + yi ^ ^,^_^^.^^ , zu- 
gleich folgt x-yi^ ex-nli 

Setzt man dies ein, so ergiebt sich als entsprechende Kurven- 
schar: 

^ e2Jr_2eJ^co8r+l c 

Die rechte Seite ist für c — 2 oder ü = 2 gleich 1 und dies ent- 
spricht der gewöhnlichen Lemniskate. Für diesen Fall ist der Umfang 
der letzten Kurve das Doppelte von dem der Lemniskate. Man er- 
halt also bei solchen Abbildungen Kurvenscharen, deren 
Rektifikation sich leicht erledigen lässt, sobald nur die eine 
Schar rektifizierbar ist. 

Die behandelten Kurven haben auch eine kartographische 
Bedeutung, denn die im Beispiele besprochene Abbildungsfunktion 
giebt die direkte Übertragung der Karte der östlichen Halbkugel 
auf die Merkartorkarte. Es handelt sich also bei 3) um die Kurven 
gleichen Kartenfaktors, d. h. konstanten Yergrösserungsverhältnisses 
für die beiden Darstellungen des Globus. Die Kurven gleicher Ab- 
weichung zu bestimmen, ist ein einfaches Übungsbeispiel. 

Allgemein bekannt ist femer die Deutung isothermischer Kurven- 
systeme für die stationäre elektrische und Wärme-Strömung. 
In der Z- Ebene handle es sich um die Parallelströmung in der Rich- 
tung der positiven reellen Axe, dann sind die Linien U=a die Linien 
gleichen Potentials für die ;gf-Ebene, die Linien V= b die Stromlinien. 
Bei der quadratischen Einteilung handelt es sich um konstante Potential- 
differenzen, also ist das Gefälleverhältnis des Potentials um- 
gekehrt proportional den Dimensionen der Quadrate, und 
dasselbe gilt von der Stromgeschwindigkeit, ebenso auch 
von der Stromdichte oder Stromstärke, denn die gleiche Anzahl 
von Stromfäden wird bald auf einen breiteren, bald auf einen engeren 
Kanal verteilt, und zwar bei gleicher Dicke d der unendlich dünnen 
Platte. Folglich: 
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Bei der stationären elektrischen Strömung sind nicht 
nur die Strom- und Niveaulinien, sondern auch die Linien 
gleicher Stromstärke und gleicher Stromrichtung Orthogonal- 
scharen von Isothermen. 

Entsprechendes gilt von der Wärmeströmung. Auf Deutungen für 
andere physikalische Theorien soll unten eingegangen werden. 

Am einfachsten gestaltet sich alles bei punktförmigen Elektroden 
von beliebiger Anzahl bei unbegrenzter Platte. Bei einiger Kenntnis 
der isothermischen Kurvenscharen und der entsprechenden Abbildungs- 
funktionen lassen sich die Resultate sofort hinschreiben. Aber auch 
lineare Aus- und Einströmungen lassen sich in grosser Zahl behandeln. 
Zahlreiche Beispiele nebst Zeichnungen findet man in meiner Ein- 
führung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften 
(Leipzig bei B. G. Teubner). Dort sind jedoch nur die Strom- und 
Niveaulinien behandelt, nicht die der gleichen Stromstärke und Strom- 
richtung. Daher sollen einige Beispiele für die letzteren unter Aus- 
lassung der eigentlichen Rechnungen angegeben werden. , 

§ 2. Einige Beispiele von Linien gleicher Stromriolitang j 

und Stromstärke. ! 

1. Bei allen Abbildungen von der Form Z=lg;8f» ist Z'«=-? ; 
also der absolute Betrag des Differentialquotienten — Bei reellem n 

sind die Linien gleicher Stromstärke von der Form — = c oder r^- ; 

d. h. konzentrische Kreise um den Nullpunkt. Die Linien gleicher 
Stromrichtung ergeben sich aus dem Richtungskoeffizienten 



— ^ -, ■ . ^ = cos(— &) + isin(— ^ 



sodass es sich um Gerade durch den Nullpunkt -ö* «= y^ handelt. Dies 
ist von Wichtigkeit für die Geometrie der hierher gehörigen Strom- 
und Niveaulinien, deren Gleichungen durch 

r'cosW'9' = c und r^sinnd' ^ c 
gegeben sind. Diese Kurven sind als Scharen von regulären Hyperbeln 
n**' Ordnung zu betrachten. Sie spielen eine Rolle in einer grossen 
Gruppe Saint Ven an t scher Torsionsprobleme. 

2. Die Abbildung Z= lg [(<e— <2ri)(^ — ;8f2)] verwandelt die konfo- 
kalen Lemniskaten und das Büschel gleichseitiger Hyperbeln 
in die Parallelenscharen der Z- Ebene. Dabei ist 

9 

Z'=2. ^ 



mit Hilfe des konjugierten Ausdrucks und Ausziehung der Quadrat- 
wurzel erhält man als absoluten Betrag B = — —y wo die Radii vec- 



'i'f 
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tores fi und r^ von den Punkten is^^ und z^ ausgehen, q vom Schwer- 
punkte '"T * ' Aus Ig«^ =lg(> — (Ig^i + lg ^2) geht hervor, dass die er- 
gänzende Funktion (p — {^i+ '9'j) ist, wobei es sich um die Neigungs- 
winkel der Radii vectores handelt. Die Linien gleicher Stromstärke 

-^ = c und 9 — (^1 + '^'2) = y sind mehrfach in meiner Einführung 

abgebildet. 

3. Durch Z-=\g[(0 — Zj){z — z^){is — i3^)] verwandelt man Lemnis- 
katen und Hyperbeln dritter Ordnung in die Parallelscharen. 
Legt man den Koordinatenanfang in den Schwerpunkt der Wurzel- 
punkte, so geht das ausgerechnete Produkt über in 

g^+ z{z^z^ + z^z^ + z^z;) - z^z^z^, 

denn das Glied z^{z^-\- z^->r z^ fällt weg, da für den Schwerpunkt 

'^ + 3' + ^' = ist. Jetzt wird 

^ {^Z-^zO{ji^Z^){z^Z,) "^ (z^z^)^z^z^)(z-z,) 

wo g^ und Ji die Wurzelpunkte des Zahlers sind. Mit Hilfe der Kon- 
jugierten etc. erhält man als absoluten Betrag: 

Aus lg 3 = lg ft + lg Ps - (lg ri + lg rg + lg r^) erkennt man, dass 

die Abweichung ist: O •= (fp^ + y,) — (d-^ + ^j + '^'3). 

Zu den Niveaulinien p^ p^Pz^c und den Stromlinien ^1 + -ö'j + ^3 == y 

gehören also als Linien gleicher Stärke und Richtung der Strömungen 

die Kurven « «. , , v , 

-^ = c und (9)i + %)-(^i + ^24-^3) = y, 

M ^t ^» 

die selbst Lemniskaten und Hyperbeln gebrochener Ordnung sind. 
Ist das Dreieck ein regelmässiges, so wird 

M ^J ^9 

4. Durch Z « lg[(;2? — z^){z — z^. . ,{z — z^\ verwandelt man 
Lemniskaten und Hyperbeln w*®' Ordnung in Parallelenscharen. 
Ihre Gleichungen sind py^p^ - * -Pn"^ c und -Ö*! -f d", + ■ • * + -^n == y. 

Die Asymptoten der letzteren gehen durch den Schwerpunkt der 
Worzelpunkte. Wählt man diesen als Koordinatenanfang, so fällt das 
zweite Glied des ausgerechneten Bruches weg (Reduktion der Gleichungen 
durch Substitution). Nötig ist aber diese Verlegung nicht. Hier ist 

z' — L_ + _!_ + . . 1 

9 9 ' er 9 ' 



■Zl e — Zi ' Z — Zn 

Die Vereinigung der Brüche giebt eine Funktion, die im Nenner 
n^ Grades, im Zähler (n — 1)^^ Grades ist. Letzterer ist also ein 
Produkt von (n — 1) Faktoren, sodass man schliesslich hat: 
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^f_ (g-gi)(g-e«)--(-g-gn~i) . 

daraus folgt als absoluter Betrag bezw. Abweichung, abgesehen vom 



R 



* = (9i + 9^8 + • • • + 9*- 1) - (^1 + ^2 + • • • + K- 
Liegen die gegebenen Punkte regelmässig verteilt auf einem Kreise, 
so wird: ^n— i 

Den Fall der Regelmässigkeit habe ich im 83. Bande des Crell- 
schen Journals behandelt^ den der allgemeinen Lage und die noch 
folgenden im Programm 1880 der Hagener Gewerbeschule. Weitere 
Litteratur ist in der „Einführung" angegeben. Der erstgenannte Fall 
ist wichtig für die Geometrie der Eegelflächen. 

5. Die Abbildung Z== lg^?^4r^*^>— /^— l verwandelt die 
Lemniskaten und Hyperbeln von der Ordnung — j nämlich die Kurven: 
^fa'"l' == ''' (*!+«•, + ■ ••+ *») - (9>i+9'i + - • •+ »J«) = V 

5ii tfj • • • tf « 

in Parallelenscharen. Dabei ist der Differentialquotient: 

n n 

z>=y-^, — y-^- 

^ I z — gm j^ Z — rim 
1 1 

Man kann alles in einem einzigen Bruch vereinigen , dessen Nenner 
vom 2w**^ Grade, dessen Zähler vom (2n — 1)'®^ Grade ist. Zerlegt 
man auch den letzteren in Faktoren, so erhält man: 

Z'= —^ i 

1 1 

Der absolute Betrag wird von der Form: 

Die Abweichung wird von der Form: 

+ (9l + 92 + • • • + 9n)\ 

B^ c und <t> = y geben die Linien gleicher Stromstärke und 
Stromrichtung. 

Ist die Zahl der Faktoren im Zähler und Nenner ungleich, z. B. 
oben w, unten m und w > w, so folgt für den Fall gleicher Mächtigkeit 
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der Ein- und Ausströmungen in allen Elektroden^ dass der über- 
schiessende Teil einströmender -Elektrizitüt nach dem Unendlichen 
abfliessen muss. Bei n <m muss das Fehlende aus der Unendlichkeit 
heranströmen. In der Gestalt der Gleichungen wird wesentliches nicht 
geändert. 

6. Sind die Mächtigkeiten der Einströmungen durch die Zahlen 
Vj, v^,... Vnj die der Ausströmungen durch fi^, fi^ . . . fim charakterisiert, 
so muss, wenn keine Elektrizität nach dem Unendlichen abströmen 
oder von dort heranströmen soll, 

Vi + f 2 H h V« = f*l + ^^2 H f- f*m 

sein. Diese Bedingung braucht aber nicht erfüllt zu werden, dann hat 
man den allgemeinsten Fall punktförmiger Elektroden. Dabei hat man 
sich bei jeder Elektrode v^, ^2 • • •? ^«; f^i; f^ • •? f^m Einzelelektroden 
gleicher Mächtigkeit zu denken und erhält dann folgendes: 
Die abbildende Funktion wird 

z^ig (^--w^-g>--(^-^- ).^=.v.ig(.-o--5^.ig(.-^ 

Die Niveaulinien werden von der Form: 



«fiff^-'C'» 



= c: 



die Stromlinien von der Form: 

Dabei wird ^^^ - ^ _ ^ ^ 

1 1 

d.h., wenn man alle Brüche in einen einzigen zusammenfasst, eine 
Funktion, die im Nenner vom (w -f m)*®"^ Grade, im Zähler vom 
(n -f- m — !)**** Grade, also nach entsprechender Produkterlegung von 
der Form: n+m-i 

JJ(^ - ^) 
Z'= '- 

% m 

JJ(^ - t)JJ{^ - n) 

1 1 

wird. Daraus folgt, dass der absolute Betrag von der Form: 

n-\-m — 1 



non 



^ 



^^ OFTHE 

die Abweichung von der Form: füHIVERSITT 
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1 Li 1 J 

wird. Durch R ^ c und = y sind wiederum die Linien gleicher 
Stromstärke und Stromrichtung gegeben. 

7. Absichtlich wurden die positiven und negativen Elektroden 
bisher getrennt behandelt^ um die Anschauung zu erleichtem. Man 
erzielt aber eine elegantere Schreibweise, wenn man diesen Unterschied 
fallen lässt, und n Elektroden annimmt, die von den teils positiv, teils 
negativ anzunehmenden Mächtigkeiten v^, v^, . . ., v« sind. Man erhält 
jetzt als abbildende Punktion einfacher: 

1 

als Niveau- und Stromlinien: 

n 
1 

bezw. ^ 

i^i^i+^s^sH hVn^n'=Y oder ^va-^y. 

1 
Dabei wird der Differentialquotient von der Form: , 

i 
^^-t (^-fi)(^-t.)...(^-e») (^-fi)(^-e.)...(^-tn) ' i 

sein absoluter Betrag von der Form: ! 



1 

n 

J7' 



die Abweichung von der Form: 

n — 1 n 

1 1 

Damit sind die Linien gleicher Stromstärke und Stromrichtung 
als Kurven j^ _ ^^ ^_^ 

charakterisiert. 

Das bisherige Gesamtresultat ist demnach folgendes: 
Für alle Fälle punktförmiger positiver und negativer 
Elektroden bei unbegrenzter Platte sind nicht nur die Niveau- 
und Stromlinien, sondern auch die Linien gleicher Strom- 
stärke und gleicher Stromrichtung Isothermenscharen von 
der Gestalt der allgemeinsten Lemniskaten und Hyperbeln 
ganzer oder gebrochener Ordnung. 

Von den Niveau- und Stromlinien war dies bekannt. Für die 
Linien gleicher Stromrichtung und Stromstärke habe ich in der mir 
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zugänglichen reichen Litteratur das angegebene Resultat bisher nicht 
Yorgefunden. Sollte es trotzdem schon ausgesprochen sein^ so würde 
ich entsprechende Mitteilungen aus dem Leserkreise dankbar entgegen- 
nehmen und entsprechende Prioritätsansprüche selbstverständlich an- 
erkennen. 

Die Bedeutung der Lenmiskaten und Hyperbeln höherer Ordnung 
ist aber eine noch weiter gehende. Bei jedem Stromnetze können 
nämlich die Strom- und Niveaulinien ihre Rolle vertauschen, 
ohne dass dabei die Linien gleicher Stromstärke und Strom- 
richtung ihre Rolle ändern. 

Es handelt sich dann nämlich statt der Abbildung Z = [7 -f Vi 
um die Abbildung Z^ = Zi = Ui + iVi = —V+ üi, was die vorigen 
Isothermenscharen in die um 90^ gedrehten Parallelenscharen ver- 
wandelt. Die Linien gleicher Stromstärke werden jetzt durch 



charakterisiert, was mit dem Früheren übereinstimmt. 

Bei dieser Yertauschung treten aber an Stelle der punktförmigen 
Elektroden lineare, sodass zu jedem Punktproblem ein Linear- 
problem gehört. 

Nun ändert sich aber nichts, wenn man längs der Stromlinien 
des Punktproblems Teile der unbegrenzten Ebene ausschneidet, z. B. 
eine Sichel zwischen zwei Büschelkreisen des Zweipunkt- Problems. 
Trifft man also das Arrangement so, dass längs der Stromlinien ein 
begrenztes, einfach zusammenhängendes Stück der Ebene ausgeschnitten 
wird, und führt man dann das Vertauschungsproblem ein, so er- 
hält man ein sogenanntes Randproblem und kann ohne wei- 
teres aus den Gleichungen des Punktproblems die des Rand- 
problems ablesen, womit man zur Lösung einer der Fundamental- 
aufgaben der neueren Funktionentheorie gelangt. 

An einem einfachen Beispiele soll dies erläutert werden. 

Vorläufig aber sei bemerkt, dass die obigen Betrachtungen nicht 
nur für Punktprobleme gelten, sondern auch für Linearprobleme. So 
wird z. B. durch die Abbildung 

Z = arc cos n 

das Netz der konfokalen Ellipsen und Hyperbeln in das der 
Parallelen verwandelt. Dabei kann man die Brennlinie als Elektrode 
annehmen und die Elektrizität im Unendlichen ableiten, sodass die 
konfokalen Hyperbeln Stromlinien sind; oder man kann die beider- 
seitigen Fortsetzungen der Brennlinien als positive und negative Elek- 
irode betrachten, wobei die konfokalen Ellipsen Stromlinien werden. 
Dabei ist i i 



yi-ü' y{i+z){l-z) 
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228 ^^®r einon Satz der Funktionentheorie und seine Anwendung etc. 
Multiplikation mit dem konjugierten Ausdrucke giebt 

sodass der absolute Betrag R = ? die Abweichung: 

ist. Demnach sind die Linien gleicher Stromstärke und Stromrichtung 
konfokale Lemniskaten mit den Brennpunkten ± 1 und das zugehörige 
Hyperbelbüschel, was schon bei dem Kreisbüschel und der Kreisschar 
der Fall war. 

Man kann aus dieser Übereinstimmung geometrische Schlüsse 
ziehen. Zu den Brennpunkten ± 1 gehört erstens die Doppelschar 
konfokaler Ellipsen und Hyperbeln, sodann ein Kreisbüschel nebst Kreis- 
schar. Denkt man sich beide Netze mit den Brennpunkten aufeinander- 
gelegt, so herrscht längs jeder durch ±1 gehenden gleich- 
seitigen Hyperbel ein konstanter Richtungsunterschied zwi- 
schen den Stromlinien beider Netze, längs jeder konfokalen 
Lemniskate aber ein konstantes Verhältnis in den Dimen- 
sionen der kleinen Quadrate beider Netze. Auf diesen Punkt 
soll später noch einmal eingegangen werden. 

In der „Einführung" sind noch andere lineare Einströmungs- 
falle behandelt worden, die mit dem doppeltperiodischen Funktionen 
zusammenhängen. Auch für diese kann man die Linien gleicher Strom- 
stärke und Stromrichtung sofort hinschreiben. Die dort behandelten 
Kurvenscharen lassen sich durch stereographische Projektion aus den 
sphärischen Kegelschnitten ableiten, was ihnen ein besonderes 
Interesse verleiht. Es lassen sich also entsprechende Betrachtungen 
auch für die Kugeloberfläche und mittels der Jacob i sehen Abbildung 
für die EUipsoidfläche durchfuhren. Nur sei darauf aufmerksam ge- 
macht, dass bei einer Abbildung zwar die Strom- und Niveaulinien 
wieder in solche übergehen, im allgemeinen aber nicht die Linien 
gleicher Stromstärke und -Richtung. Geht nämlich Z in Z^ über, so 
geht nicht Z' in Z\ über, denn es ist für Z^^ Z[f(/)] der Diflferential- 
quotient: r^t ^ ^i df[z) ^ ^, , , >. 

Zwischen Z\ und Z^ besteht also ein anderer funktionaler Zu- 
sammenhang als zwischen Z^ und Z. 

Zur Frage der höheren Differentialquotienten und ihrem Zusammen- 
hang mit den Krümmungsradien vergleiche man § 46 der Einführung. 
Hier soll darauf nicht eingegangen werden. Dagegen sei bemerkt, dass man 
jeden Aus- und Einströmungspunkt als Projektion eines unendlich langen 
Drahtes betrachten kann, in dem sich ein Strom in der einen oder anderen 
Richtung bewegt. Die Niveau- und Bj-aftflächen des Feldes geben in den 
Normalschnitten die hier behandelten Kurven. Die Linien gleicher Inten- 
sität und Richtung werden aus ihnen ebenso, wie oben, abgeleitet. 
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8 3. Übergang von den Punkt- zu den Bandproblemen. 

Liegen sämtliche Elektroden auf einer Geraden, so findet gegen 
diese Linie Symmetrie des Stromnetzes statt. Liegen sie sämtlich auf 
einem Kreise, so findet gegen diesen Reziprozität statt. Dabei muss 
jedoch ein Abfliessen der Elektrizität nach dem Unendlichen und ein 
Zuströmen Yon dorther ausgeschlossen werden , weil sonst noch ausser- 
halb des Kreises eine Elektrode liegen würde. Reziprozität würde 
in solchem Falle nur möglich sein, wenn der Mittelpunkt des Kreises 
ebenfalls Elektrode wäre. Sollen diese FäUe ausgeschlossen werden, 
so handelt es sich um die oben besprochene Beziehung: 

^1 + ^2 + ^8 -I + V, = 0. 

Wählt man unter dieser Voraussetzung den Fall dreier punkt- 
förmiger Elektroden, durch die sich stets ein Kreis legen lässt, so 
gehört dieser zu den Strom- 
linien und man hat ein beson- jF^ 
ders einfaches Beispiel 

In nebenstehender Figur 
ist des bequemen Skizzierens 
halber der symmetrische Fall 
gewählt, wo die Elektroden Ä^y 
A^ und A^ ein gleichseitiges 
Dreieck bilden und A^ und A^ 
YonTgleicher Mächtigkeit sind, 
so dass^z. B : 

vi= 2, 

Vj 1, 

V, 1 

ist. Dann gehört der Durchmesser Aj^D zu den Stromlinien. Die 
abbildende Funktion ist nach dem Früheren: 

-^=lgl(^-&i)*(^-&)-'(^-Ss)-^J, 
der DiflFerentialquotient: 

Z^^_l l 1 ^ (z-i,) (z-i,)-{z- t, (z-i^)-(z-^i^)(z-t,) 

'-lii z-tt ^-U {z-i,yz-u){z-^^) 

Setzt man den Zähler gleich Null und löst man die quadratische 
Gleichung auf, so findet man die Wurzelpunkte x^ und Xj, sodass 

Die Linien gleichen Potentials werden nach Obigem 

also Lemniskaten höherer Ordnung, deren Radii vectores von Ay, A^^ 
^s ausgehen. 
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Die Strömungslinien werden von der Form: 

2) ^»i-(»,+»z)-r, 

WO die d' die Neigungswinkel der genannten Radii vectores sind. 
Die Linien gleicher Stromstärke werden, da U = ^^^* ist, 

wobei pi und ^g von den Wurzelpunkten x^ und Xg des Zählers von Z' 
ausgehen. Die Linien gleicher Stromrichtung endlich: 

Sämtliche Gleichungen gelten zugleich für das Vertauschungs- 
problem. Bei diesen handelt es sich um Elektrizitäts- oder Wärme- 
strömungen, die dadurch entstehen, dass Bogen Ä^Ä^ auf konstantem 
Potential oder Temperatur gehalten wird, ebenso Bogen Aj^A^ und 
Bogen A^A^, Es fragt sich nur, wie die Potentiale zu wählen sind, 
damit volle Identität erhalten bleibt. Vorher strömten von A^ doppelt 
soviel Stromlinien aus, als in A^ bezw.N-4^ mündeten. Jetzt münden, 
wenn Übereinstimmung herrscht, in A^ doppelt soviel Isothermen als 
in A^ bezw. ^3. Von Isotherme zu Isotherme hat man bei der 
Quadrateinteilung konstanten Potentialunterschied. Die Potential- 
differenz zwischen den Bogen A^A^ = h^ und A^A^ ist also doppelt so 
gross, wie die zwischen A^A^ = b^ und A^A^^^b^ bestehende, und 
auch doppelt so gross, wie die zwischen A^A^=^h^ und A^Aj^^ 6^ be- 
stehende. Nennt man die den Bogen i^, 6j, b^ entsprechenden Poten- 
tiale oder Temperaturen t^, fj, f^, so muss demnach sein: 

(^ -0 : (^- O ' (^3-0 -v,:v,:v,^2:-l :- 1. 
Wählt man z. B. für b^ die konstante Temperatur 16®, för b^ da- 
gegen 0®, für 63 endlich 8®, so hat man 

sodass der obigen Proportion genügt ist. Abgesehen von einem kon- 
stanten Faktor x^, den man nach rechts werfen kann, hat man die 
Gleichungen des Problems, sobald man für Vj, Vj, v^ in die obigen 
Gleichungen (t^ — f^), (/, — /3), (^3 — t^) einsetzt. 

Ganz ebenso ist es, wenn man statt von 3, von n Teilbogen 
ausgeht. Folglich: 

Werden die aufeinanderfolgenden Bogen i^, ftj, . . . 6« eines 
Kreises auf konstanten Temperaturen oder Potentialen f^ 
U}''*^n gehalten, so sind die Niveaulinien von der Form: 

1) ^lÄ - ^2) + ^2(^2 - + • • • + ^n{k-k) = y, 
die Stromlinien von der Form: 

2) (fl-f2)hPl + (^2- '«)lgi>2+ • • • + (^»- ^)lgP- -= C, 

die Linien gleicher Stromstärke von der Form: 
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3) ^^9,•.•^n^l _ 

die Linien gleicher Stromrichtung: 

Dabei sind die Teilpunkte des Kreises die Ausgangspunkte der 
Radii yectors p, die Wurzelpunkte des Zählers vom DiflPerentialquotienten 
der abbildenden Funktion dagegen sind die Ausgangspunkte der q. 
Diese abbildende Funktion ist (abgesehen von einem konstanten Faktor 
und einer additiven Eonstanten): 

ihr DifiFerentialquotient: 

Z—Z^ {Z—Z^} Z — Zn 

Vereinigt man die Brüche, so wird der Zähler vom (n — 1)**° Grade, 
lasst sich also in (n — 1) lineare Faktoren vereinigen, sodass man hat 

{Z-Z^){Z-Z^) . . . {Z-Zn) 

Um für jeden Punkt des Innern den Spannungs- oder Temperatur- 
wert genau anzugeben, sodass auch die Konstanten bestimmt sind, 
kann man folgendermassen verfahren: Man schreibe Gleichung 1) in 
der Form 

l*j <l(^i-^2) + k (^2- ^3) + • • • + ^n{^n - ^1) = y. 

Hier bedeuten die Klammem die Winkel zwischen je zwei auf- 
einanderfolgenden Radii vectores p. Rückt nun der Punkt, dem sie 
angehören, in das Kreiszentrum, so nehmen die Klammern die Werte 
ft, ft, . . . ß^ der Centriwinkel an, die zu den Kreisbogen 6^, ft^ . . . 6, 
gehören. Rückt dagegen der Punkt auf den Kreisrand, so handelt es 
sich im wesentlichen um Peripheriewinkel, wobei nur ein Winkel eine 
Ausnahme macht. Rückt nämlich der Punkt auf den Bogen ft^, so 
bleibt der diesem Bogen zugehörige Winkel {^^ — %'^) eine Art von 

Aussenwinkel von der Grösse Jf + ^ (denn die des zugehörigen Sehnen- 
vierecks sind ^ und % — ^V Die übrigen Winkel werden 



2 2' 2 



Auf dem Bogen h^ also handelt es sich um den Funktionswert: 
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Demnach ist für den Rand bei b^: 

. _ Ti _ hßi + hß,+ '- + tnßn 

Setzt man statt y^ den allgemeinen Funktionswert ein, so erhalt 
man als allgemeinen Ausdruck für die Temperatur in jedem Punkte 
des Innern: 

X ; r- - ^ 

Die Probe zeigt, dass dieser Ausdruck in der That auf jedem 
Bogen den vorgeschriebenen Temperaturwert annimmt. Im Kreis- 
zentrum nimmt er den Wert: 

, . tJ, + t,ß,+ --+Ußn t,ß,+t,ß,+ ^^- + Ußn 

''^^'' . _ t,ß, + t,ß,+ --+tnßn 

an, oder, wenn man oben unten mit r multipliziert, den Wert 

Im ^^ > 

sodass es sich um den mittleren Randwert handelt. Der Tem- 
peratur- oder Potentialwert für das Kreiszentrum ist also 
der Mittelwert der gegebenen Randwerte. Dieses Resultat er- 
scheint ganz naturgemäss, da der Einfluss aller Randpunkte der gleichen 
Entfernung wegen für das Zentrum derselbe ist. 

In der Figur handelt es sich bei den Temperaturen 16®, 0®, 8® 
in der Mitte in der That um 8®. Die Stromlinien enthalten eine aus- 
nahmsweise gebrochene Linie EDF. Rechts von dieser Linie strömt 
Wärme vom Bogen EA^ nach FA^. Links davon geschieht zweierlei, 
Wärme strömt vom Bogen EA^ nach A^B^ und ebenso strömt Wärme 
von DA^ nach A^F. Die Isotherme A^D gabelt sich bei D in die 
beiden Kreisbogen DA^ und DA^. 

Für die Teilpunkte des Randes ist die Funktion t unstetig, denn 
sie springt von den einen der gegebenen Werte plötzlich zum anderen 
über. Es handelt sich dort um singulare Punkte. 

Damit ist folgende Aufgabe der Potential- und Funktionen- 
theorie gelöst: 

Es soll eine reelle Funktion U bestimmt werden, die der 

Differentialgleichung -g-r + -g-r = genügt und auf dem 

Rande eines gegebenen Kreises bogenweise die vorgeschrie- 
benen reellen Werte t^, ^g,...^^ annimmt. Die Funktion soll 
im Innern des Kreises überall stetig, endlich und eindeutig 
sein. Wie lautet der Funktionswert für jeden Punkt des 
Kreisinnern? 
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Die Auflösung ist: 

IT _ h (yi- y») + ij (y>- ys) + • • • + ^^(y»- yQ _ tiPi+tißi+''+inßn 

n 271 

oder auch jj _ Lf^^(^^_^) + ^^(^_^) + ... + ^,(^,_^)] + C, 

WO 

2?r 2r7c 

ist ü ist zugleich reeller Teil derjenigen Funktion komplexen Argu- 
ments Z = U + Fi, deren reeller Teil auf dem Rande die vorgeschrie- 
benen Werte annimmt. Die ergänzende Funktion V ist nach Gleich- 
ung 2) von der Form: 

2*) F= it,-t,)\gp, + (f,- gigft + • • • + (tn-ft)lgPn+ C,. 

Ist ihr Wert für einen einzigen Punkt des Innern vorgeschrieben, 
z.B. als Fl, so hat man 

Vi = ('l - <,) IgP'l + Qi - t») IgP'* + ••• + (<.- ^l) kP'n + Ci, 

und nun kann die willkürliche Eonstante C\ durch beiderseitige Sub- 
traktion entfernt werden. Abgesehen von den Konstanten handelt 
es sich um die Funktion komplexen Arguments, die unter 5) an- 
gegeben ist. 

Der Übergang zu unendlich vielen vorgeschriebenen Randwerten 
kann nun auf dem gebräuchlichen Wege geschehen, der Übergang zu 
anderen einfach zusammenhängenden Flächenformen durch Abbildung. 

Damit ist unter Benutzung der Lemniskaten und Hyperbeln höherer 
Ordnung ein synthetischer Weg zu einem grundlegenden Satz der 
Fnnktionentheorie gegeben, der ohne weitergehende Vorkenntnisse 
gangbar ist und bei der unausgesetzten Berührung mit der mathe- 
matischen Physik sehr anschaulich bleibt. Ist auf diesem Wege das 
Verständnis angebahnt, so wird auch die analytische Betrachtungsweise 
keine Schwierigkeiten bieten. 

Ich habe auf diesen Punkt schon im 33. Bande dieser Zeitschrift 
im Anschluss an eine lehrreiche Arbeit des Herrn Dr. Veitmann auf- 
merksam gemacht. Dort trat aber die Form der Funktion zu unvermittelt 
auf, während im obigen der Begriff des Vertauschungsproblems genügte, 
einem naturgemässen Übergang von dem leichten Punktprobleme zum 
Randprobleme zu geben. Damit dürfte die funktionentheoretische Be- 
deutung der Lemniskaten und Hyperbeln höherer Ordnung zur Genüge 
klar gelegt sein. 

8 4. Physikalisohe Bemerkiingen. 

Die Lemniskaten und Hyperbeln höherer Ordnung sind von mir 
im 83. Bande des Crelleschen Journals und im Programm 1880 der 
Hagener Gewerbeschule eingehend behandelt worden. Die bis 1882 
reichende Litteratur, an der auch die Namen Darboux, Lucas, 

Zeitschrift f. Mathematik Q Physik. 42. Jahrg. 1897. S.Heft. 16 
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Haton de la Goupilliere beteiligt sind, ist in meiner Einführung 
in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften angegeben. Spater hat 
sieh auch Herr Prof. Bier mann im 89. Bande der Sitzungsberichte der 
Wiener Akademie (Sitzung vom 10. Januar 1884) mit diesen Kurven 
beschäftigt. Sie können zur Kontrolle bei Erledigung gewisser phy- 
sikalischer Streitfragen benutzt werden, auf die mit einigen Worten 
hingewiesen werden möge. 

Bekanntlich hat Herr Professor A. Guebhard zu Paris den Ver- 
such gemacht, die Linien gleichen Potentials bei stationärer Strömung 
in Gestalt von Interferenzringen galvanischer Niederschläge zu veranschau- 
lichen. In den Berichten der Acad^mie des Sciences, im Electri- 
cien, im Journal de Physique ist im Anfang der achziger Jahre 
vielfach darüber berichtet worden (für Litteratur vergl. die Einführung). 
Während nun die Schönheit der Gu^bhardschen Farbenringe und 
ihre Ähnlichkeit mit den Potentialkurven überall Erstaunen erregte, 
wurde die Angelegenheit von anderer Seite kritisch behandelt Teils 
wurden Messungen und Vergleichungen mit den theoretisch konstruierten 
Kurven durchgeführt, teils wurden theoretische Erläuterungen für die 
Guebhardschen Ringe gegeben. Wenn von einigen Seiten behauptet 
wurde, durch Riemanns Theorie der Nobilischen Farbenringe sei die 
Angelegenheit bereits zu Ungunsten der Guebhardschen Auffassung 
entschieden, so ist dies nicht ohne weiteres berechtigt, da die Experi- 
mente Gu^bhards eine abweichende Anordnung haben. Wurde 
femer behauptet, die Guebhardschen Ringe seien Kurven gleicher 
Stromstärke, so beruht dies, soweit es sich um Strömung in der 
Platte oder in einer Flüssigkeitsschicht von geringer Höhe, also um ein 
zweidimensionales Problem handeln soll, auf einem Irrtum. Die oben be- 
handelten Kurven gleicher Stromstärke weichen von den Guebhardschen 
Ringen derart ab, dass von einem Vergleiche gar nicht die Rede sein 
kann. Im übrigen ist oben gezeigt worden, dass ein System von Linien 
gleicher Stromstärke ganz verschiedenen Stromnetzen zugleich angehören 
kann, z. B. das der Lemniskaten und Hyperbeln sowohl dem Probleme 
des Kreisbüschels, als auch dem der konfokalen Ellipsen. 

Anders ist es, wenn von einer Strömung im Räume, d.h. in der Flüssig- 
keit und Platte zugleich die Rede sein soU. Die Frage aber, welchen Anteil 
die Platte an der Erscheinung nimmt, und welche Rolle die Polarisation 
bei der Angelegenheit spielt, ist durchaus noch nicht erledigt. Wenig- 
stens hat mir im Jahre 1890 Helmholtz (gelegentlich der Berliner 
Schulkonferenz) erklärt, weder die Abhandlungen der Herren H. Meyer 
und W. Voigt, noch die der Herren Mach und Ditscheiner reichten 
aus, die grosse Ähnlichkeit der Guebhardschen Ringe mit dem 
Potentialkurven aufzuklären. Er selbst vermute einen ganz anderen 
Zusammenhang und habe das Problem schon dreimal durch hervor- 
ragend beanlagte Schüler im Physikalischen Institut behandeln lassen. 
Leider seien jedesmal Stönmgen in den persönlichen Verhältnissen 
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dieser Herren eingetreten, die den Abschluss der Untersuchungen ver- 
eitelt hätten. Dies werden gewisse Herren, die Helmholtz näher 
standen, bestätigen können. Helmholtz erklärte mir femer, er habe 
die Absicht, die Frage demnächst noch einmal aufzugreifen. — Ich 
selbst enthalte mich in der Angelegenheit der Experimente jedes Ur- 
teils. Sollten jedoch irgend welche Physiker die Frage der Gueb- 
hardschen Ringe noch einmal bearbeiten wollen, so stehen ihnen 
nach obigem zum Zweck der Eontrolle nicht nur die Gleichungen 
der Niveau- und Stromlinien, sondern auch die der Linien gleicher 
Stromstarke und Stromrichtung für alle Arten von punktförmiger Ein- 
und Ausströmung zur Verfügung. Die Frage der linearen Einströmung 
seheint nach einer Mitteilung des Herrn Margules in den Wiener 
Berichten insofern Schwierigkeit zu machen, als die Annahme kon- 
stanten Potentials in der Einströmungslinie gewagt erscheint. (Bericht 
vom 11. Mai 1877.) Herr JSaubner hat die Untersuchung der statio- 
nären Strömung auch für Fälle wechselnden Leitungsvermögens an- 
gebahnt. (Wiener Berichte, 12. Januar 1882.) 

8 5. Zur Umkehrung der ersten Aufgabe. 

Oben wurde die Aufgabe gelöst, für ein gegebenes Strömungs- 
netz die Linien gleicher Stromstärke und Stromrichtung zu finden. 
Man kann fragen, ob man umgekehrt zu einem gegebenen Netz 
der letzteren Linien das zugehörige Strömungsnetz be- 
stimmen kann. Es wird sich zeigen, dass für jeden Fall unendlich 
viele Lösungen möglich sind. 

1. Schon in § 1 wurde gezeigt, dass sämtliche Strömungsnetze 
Ton der Form: ^cosn* = c, r«sin«* = q, 

also von der Form der Hyperbelscharen beliebiger Ordnung ein und 
dasselbe System von Isothermen die konzentrischen Kreise und ihre 
Radien als Linien gleicher Stromstärke und Stromrichtung haben. 
Allerdings gehört zu jedem n eine besondere Potenz von r, die den 
absoluten Betrag des Differentialquotienten giebt, und ebenso erhält 
für jeden Fall das zugehörige q> seinen besonderen Faktor. In den 
verschiedenen Fällen handelt es sich also nicht um dieselben Individua 
der Kurvenschar, aber das Gesamtsystem ist dasselbe. Man kann 
daher allgemein folgenden Satz aussprechen: 

Sämtliche Funktionen Z^f(/)^ bei denen der Differential- 
quotient Z^ als absoluten Betrag eine reelle Funktion 

tat, geben an Stelle der Parallelenscharen X=a und Y=6 
derZ-Ebene in der ^r-Ebehe Strömungskurven, denen dasselbe 
Netz von Linien gleicher Stromstärke und Richtung r^c 
und d «» y zugehört. Hierzu gehören z.B. alle Funktionen Z ^ z^ 

16* 
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Legt man zwei solche Netze mit den Koordinatenaxen aufeinander, 
so herrscht auf jedem Kreise r = c um den Nullpunkt zwischen den 
kleinen Quadraten beider Netze dasselbe YergrösserungSYerhältnis, und 
auf jeden vom Nullpunkte ausgehenden Strahle ein konstanter Rich- 
tungsunterschied der Stromlinien beider Netze, von deren Niveau- 
linien ganz dasselbe gilt. 

2. Ebenso kann man fragen^ welche Stromnetze die kon- 
fokalen Lemniskaten zweiter Ordnung mit den Brennpunkten 
± 1 zu Linien gleicher Stromstärke haben. Es handelt sich um 
sämtliche Funktionen Z^f\z)^ deren Differentialquotient einen ab- 
soluten Betrag B = ^>{r^r^ hat, wo (p reelle Funktion der betreffenden 
Radii vectores ist. Bei diesen Funktionen entsprechen den Linien 
X = a und F=6 zu Z- Ebenen in den £- Ebenen Kurven, bei denen 
das Verlangte stattfindet. 

Soll es sich z. B. um II ^^^ (r^r^'*' hai^deln, so gehört dazu als 
Differentialquotient der abbildenden Funktion Z'= [(1-f z){\ — z)'Y'^ so- 
dass die Funktionen /» 

eine Gruppe der betreffenden Funktionen bilden. 
Für w « — 1 erhält man 



/ 



dz 1 , l+jE? 



was auf das Kreisbüschel durch ± 1 und die zugehörige Kreisschar 



fuhrt. Für m^ —-zr findet man 



L 



dz 

arccos z^ 



yi-z^ 

was auf die konfokalen Ellipsen und Hyperbeln mit den Brennpunkten 
± 1 führt. Dies waren die oben behandelten Beispiele. 
Für m «= 1 erhält man 



/< 



{1 — z^)dz^ z— -7 

was Kurven dritten Grades von der Gleichung: 

— ^ + x + xy^^c bezw. ^ + y — x^y = <\ 

giebt. So kann man weiter fortfahren. 

3. Soll es sich um die schon sehr allgemeinen Lemniskaten höherer 

r^r^ . . .rn 
handeln, wo die r von Punkten f^, fg? • • • 5» ausgehen, die q von den 

n 

Wurzelpunkten des Zählers von ^—3]:» so giebt: 

1 
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eine Gruppe der verlangten Kurven durch die Funktion: 

m 

dz. 



''•\%A 



In ähnlicher Weise kann man zu schwierigeren Fällen übergehen. 
Hier jedoch soll darauf nicht näher eingegangen werden. Der Hinweis 
auf die Vieldeutigkeit der Lösung bei der angenommenen Fragestellung 
dürfte für die Bemerkungen des vorigen Abschnitts genügen. 



8 6. Zusammenhang mit der Torsionstheorie 
von Saint Venant. 

In den Memoires des Savants Etrangers XIV (1856) von 
Seite 234 bis 560 entwickelt Saint Venant seine berühmt gewor- 
dene Theorie der Torsion von Prismen. Im 9. Kapitel von Seite 415 
ab beweist er über die Krümmung der ursprünglich ebenen Quer- 
schnitte einen Satz^ dessen Inhalt in der hier üblichen Schreibweise 
folgendermassen dargestellt werden möge. 

L^sei der reelle Teil einer Funktion komplexen Arguments, Vi der 
zugehörige imaginäre Teil, der sich aus U bestimmen lässt als Inte- 
gral der Differentialgleichung: 

cy ex ^ ' 

dass r r r 

ist. Sollen nun die durch V =- c dargestellten Isothermen die 
Niveaulinien für die gekrümmten Querschnitte des auf Tor- 
sion beanspruchten Cylinders darstellen, so hat man Fin die 
Losung der Differentialgleichung: 

a{xdx + ydy) + (^yJx - |^rfyj = 0, 
d-h. in 
2) «^*_F==0 

einzusetzen, um die Randkurve für das Prisma zu finden, 
welches der Forderung genügen soll. 

Dabei bedeutet a die Drehung für die Stablänge l = \. Die Fläche 
jedes gekrümmten Querschnitts gehorcht der Gleichung: 
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3) z^r+ c, 

sodass in der That die Projektionen der Niveaulinien die Kurven- 
schar V=c geben, während die Kurven f7==c die Projektionen der 
Steilungslinien sind, d.h. die der Linien grösster Steilheit. 

Beispiel 1. Im Kapitel VI behandelt Saint Venant das Bei- 
spiel des elliptischen Cylinders, auf welches man nach obigem Satze 
folgendermassen gelangt. Man wähle willkürlich als U die Funktion 
ir = _ 4Axy und bestimme daraus V^ 2A(x' — y^), was die bekannten 
Scharen gleichseitiger Hyperbeln zweiter Ordnung bedeutet (vergl. 
Fig 28 meiner Einführung in die Theorie der isogonalen Verwandtschafk). 
Einführung von T" in Gleichung 2 giebt als Randkurve: 

oder 

Pi) x^ """^^^ I v^ ""^^^ - 1 

o) X ,^^ -ty 2^ -1, 

sodass es sich um eine Ellipse mit den Halbaxen 



""^V-^^ ^^^ *=^j/^ 



4.A 

handelt. Wird ein so gestalteter elliptischer Cylinder der Torsion unter- 
worfen, so nehmen die ursprünglich ebenen Querschnitte die Oestalt 
der Fläche ^ _ 2Ä{x'-f) = 2^r*cos2* 

an, wobei von der Konstante c, die der Höhenl^e des Querschnitts 
entspricht, abgesehen ist. Nach Saint Venant hat die Konstante A 
die Bedeutung ^ »*— ft* 

wo a und h die Halbaxen der Ellipse sind und a die oben angegebene 
Bedeutung hat. Es ist also schliesslich die Flächengleichung: 



Die Projektionen der Niveaulinien sind also: 
4 a* + 6»^ 



7) ^=x^!«(^'-y^) = ^. 



die der Steilungslinien: 

Nehmen die beiden C Werte an, die der arithmetischen Reihe 

• • •; — 3c, — 2c, — c, 0, c, 2c, 3c, • • • 

entsprechen, so erhält man die quadratische Einteilung der Ebene. 

Die Gleichung 6) stellt ein hyperbolisches Paraboloid dar, 
welches für x = ± y die Geraden ^ = enthält, die aufeinander senk- 
recht stehen. Für y — erhält man den parabolischen Hauptschnitt: 
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1 a»-6« 



ax^, 



filr ir = den Schnitt 



4 a» + &«'*^' 
1 a*-fe« 



.i3 



Quadrantenweise hat die Fläche abwechselnd positive und negative 
Ordinateu, sodass konvex und konkav aufeinander folgen. 

Nun waren die Linien, welche Quadrate gleicher Grösse der iso- 
thermischen Einteilung durchlaufen, für den vorliegenden Fall nach 
§ 2 konzentrische Kreise. Von der Grösse der Quadrate aber hängt 
die Steilheit der Fläche 6) ab, folglich: 

Errichtet man auf der Grundebene in den Punkten der 
um den Nullpunkt geschlagenen Kreise Lote, so geben ihre 
Durchstosspunkte mit der Fläche 6) auf dieser die Kurven 
gleicher Steilheit an. 

Dies folgt auch aus der bekannten Formel für die Differentiation 
nach den Normalen der Niveaulinien, die auf 



») i^.-'""-i/(i-:)'+(0-« 



führt, was mit den oben behandelten absoluten Betrage des DifiFerential- 
quotienten Z' der Funktion Z = U+ Vi übereinstimmt. 

Das Strahlenbüschel durch den Nullpunkt giebt zu an- 
deren Loten Veranlassung. Diese schneiden die Fläche 6) in 
Kurven, welche die Stellen miteinander verbinden, wo die 
Tangenten der Steilungslinien parallele Projektionen haben. 

Dabei handelt es sich um die frühere Gleichung: 

du 
10) arctan .^' = O = y. 

Tx 

Die oben behandelten Linien gleicher Stromstärke und 
Stromrichtung geben also für die Saint Venantschen Quer- 
schnittsflächen die Linien gleicher Steilheit und gleicher 
Abweichung der Steilungslinien an, deren Projektionen sich 
als Isothermeuscharen ergeben. 

Das am Beispiele erläuterte Resultat gilt eben für alle möglichen 
Lösungen des Torsionsproblems. 

[Den meisten Lesern wird die deutsche Ausgabe des bekannten 
Handbuchs der theoretischen Physik von Thomson und Tait zu- 
^glicher sein, als die Memoires. Einen Auszug aus der Saint 
Venantschen Arbeit findet man dort nebst Figuren von Seite 231 des 
Bandes I2 ab. Auf Seite 239 befindet sich jedoch ein Druckfehler. 
Auf Zeile 3 von unten muss es heissen normalen Ebene statt 
parallelen Ebene in Bezug auf die Stabaxe.] 
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Ist a = 6, so geht Jie Ellipse in einen Kreis über, für den also 
Gleichung 6) die Form ;? == annimmt, mit. anderen Worten: Bei dem 
Kreiscylinder bleiben die Querschnitte eben. 

Beispiel 2. Geht man willkürlich von den der Gleichung A*Z7= 
gehorchenden und zusammengehörigen Ausdrücken: 

11) U^2r^Äsixind^ und F«2r»^cosn^ 

aus, so erhält man nach obigem als Randkurve für den Cylinder in 
Polarkoordinaten : 

12) ^r*- 2r*^cosn^ = c. 

Setzt man den Exponenten n der Reihe nach gleich 1, 2, 3, 4,..., 
so erhält man Randkurven 1., 2., 3., 4.,... Grades. In der Wahl der 
Konstanten findet man bei den höheren Graden eine grosse Mannig- 
faltigkeit, zu der Saint Venant Beispiele giebt. Über die Fläche 

z == 2r*J.cosn^, 

die man als hyperbolisches Paraboloid »*" Ordnung bezeichnen 
kann, ist Entsprechendes wie vorher zu sagen. Die Zahl der Geraden 
durch den Nullpunkt ergiebt sich aus cos n ^ = 0, eine Gleichung, die 
durch Q. _ ^ i!^ l!! 

erfüllt wird, sodass es sich um 2w Strahlen, d. h. um n Gerade 
handelt. Die Letzteren haben abwechselnd positive und negative Ordi- 
naten. Für.coswO'=l erhält man Hauptschnitte ;sf = 2-4.r% was 
Parabeln w**' Ordnung giebt. Nach § 2 geben die Lote in den Kreisen 
und ihren Radien Kurven derselben Eigenschaften auf der Fläche, 
wie vorher. 

Allgemeine Lösung. Die allgemeine Lösung des Torsions- 
problems findet man bekanntlich, indem man von einer willkürlichen 
Funktion komplexen Arguments: 

13) Z=U+Vi = f(x' + tji) 

ausgeht und den konjugierten Ausdruck U— Vi ^ f^{x — yi) benutzt. 
Dann ist: 

14) u = ^(^ + ?/0 + A(^-.vO ^ 



also 

16) Tr= f (.t''+ y«) + yix. + j^O - y,{x - yi) = C. 

Dabei giebt 16) die Randkurve an, jS? = F die gekrümmte Quer- 
schnittsfläche. Der absolute Betrag des Differentialquotienten Z^, 
nämlich: 
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") ''-v/feT+CiO* 



giebt die Kurven J? =- c als Projektion der Linien gleicher Steilheit a 
(tana == B = c) auf der Fläche; seine Abweichung: 



18) = arctan 



frX 

dx 



giebt, gleich y gesetzt, die Projektion der Linien, welche auf der Fläche 
durch die Punkte gleicher Abweichung der Steilungslinien gehen. 

Damit ist der Zusammenhang der Isothermen IgB = c und <i> = y 
mit dem allgemeinen Torsionsproblera nachgewiesen. Sie geben die 
Kurven gleicher Steilheit des gekrümmten Querschnitts und die Kurven 
gleicher Abweichung der Steilungslinien an. Auf die aus den letzten 
Darlegungen hervorgehende Möglichkeit der konformen Übertragung 
der Resultate braucht wohl nur hingewiesen zu werden. 

§ 7. Versohiedene Arten von Potentialfläohen 
und Niveaufläohen. 

Es handle sich wieder um stationäre elektrische oder Wärme- 
Strömung in unbegrenzter Platte, z. B. bei punktförmigen Elektroden 
positiver und negativer Art, ohne dass dieses gerade zur Bedingung 
gemacht werden soll. 

Trägt man in jedem Punkte den Wert: 

1) ^ - Vilg^i + v^^gr^ + '•• + vJgrn 

als Lot auf, so erhält man durch die Endpunkte die Gleichung der 
durch 1) dargestellten Fläche. Die rechte Seite genügt der DiflFerential- 
gleichung A*t* = 0. Der Diagrammkörper wird also durch eine so- 
genannte Potentialfläche begrenzt. Die Niveaulinien sind Kurven kon- 
stanten Potentials. 

Errichtet man auf der Grundebene in den durch 



gegebenen Kurven Lote, so treffen diese die Potentialfläche in den 
oben besprochenen Kurven gleicher Steilheit. Die durch 



3) arctan 41- = y 



dw 

ex 
dz 



Einstimmten Kurven, wo w die Ergänzungsfunktion: 
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4) w; = Vi 0-1 + vg a-2 + • • + V« ^n 

zu z ist, geben die Kurven gleicher Abweichung für die Projektionen 
der Steilungslinien, die durch w; *= y dargestellt sind. 

Nimmt man nun das Vertauschungsproblem, so errichte man 
überall Lote von der Länge: 

5) W = Viö-j + Vj^j} H h VnK' 

Da nun 



l/(S)+(lf)-l/fö) +¥)'-«—« 

ist, so sind jetzt in denselben Punkten, wie vorher, Lote zu errichten, 

wenn man die Linien gleicher Steilheit haben will. Die Linien 

gleicher Steilheit a haben also für beide Potentialflächen 1) 

und 5) identische Projektionen. 

Die Steilungslinien sind aber senkrecht gegeneinander gerichtet, 

was mit der Gleichung: 

dz dw 

6) yi = arctan-^ = | + y = f + »rctan -g^ 

dx ^x 

harmoniert. 

Errichtet man dagegen auf der Stromebene in jedem Punkt den 
Wprf. 

so erhält man die Diagrammfläche der gleichen Stromgeschwindigkeiten 
für beide Probleme. 

(Bildet man dazu , -, -— ^ 

i/a*) +(!-:)■-. 

so findet man die Linien gleicher Strombeschleunigung filr 
beide Probleme. Ob dem bei den Saint Venantschen Problemen die 
Linien gleich starker Deformation entsprechen, bedarf noch einer be- 
sonderen Untersuchung.] 

Ähnlich würde die Errichtung von Loten 

dz dw 

«= arctan — — = ^ + arctan 



ow 2 cz 

dx ~dx 



für beide Probleme die Diagrammfläche der Abweichungen ergeben. 
Es ist jedoch besser, diese mit der Fläche 

».='««-'«/(t)+iy=>«]/(i)+l)' 

zu vergleichen, da diese beiden Flächen wieder zusammengehörige 
Potentialflächen wie die vorigen sind 
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Die Errichtung von Loten h^ =" ^ =" r, würde das Diagramm der 

Grössenverhältnisse für beide Probleme ergeben. Ist für irgend welche 
physikalische Theorie das Errichten von Loten Äg = f(B) oder h^ == f(z) 
nötig, so würden auch die so entsprechenden Diagrammilächen leicht 
zu untersuchen sein. Ein solcher Fall soll im folgenden Abschnitt be- 
handelt werden. 

§ 8. Forohlieiiner Theorie der Grundwasserbewegong. 

Herr Forchheimer hat im 7.Hefte des Jahrgangs 1886 der Zeitschrift 
des Architekten- und Ingenieurvereins zu Hannover eine Theorie der 
Grundwasserbewegung gegeben, die auf der Annahme beruht, dass bei 
stationärer Strömung über horizontaler undurchlässiger Schicht die Ge- 
schwindigkeit lediglich proportional sei dem Gefällverhältnis 
der Oberfläche der Grundwassereinstellung, im übrigen aber 
unabhängig von der Tiefe an der entsprechenden Stelle. 

Durch diese Annahme wird die Frage der Geschwindigkeit von 
der dritten Dimension befreit, es wird 

WO X eine von der Durchlässigkeit des homogenen Erdreichs abhängige 
Konstante ist, z aber die Höhe des Grundwassers über der undurch- 
lässigen Schicht. 

Hat nun ein normal gegen die Stromrichtung liegendes und senk- 
recht stehendes Rechteck die Breite b und von der undurchlässigen 
Schicht aus gerechnet die Höhe z, so passiert durch das (bis zur Ober- 
fläche des Grundwassers reichende) Rechteck in der Zeiteinheit die 
Wassermenge ^^ 

Handelt es sich z. B. um die Parallelströmung in der Richtung 
der X-Axe, so folgt: ^ 

zdz = — X dx, 

ist. Dies ist die Gleichung einer Parabel, die ihre Aie in der 
undurchlässigen Schicht hat. Die Integrationskonstante C^ist gleich 
Null zu setzen, wenn man den Koordinatenanfang in den Scheitel legt. 
Dann ist also , 2ö 

%b 
Für negatives x erhält man also die Quadrate der Höhen des 
Grimdwasserstandes über der undurchlässigen Schicht. 
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^) , /.v^' ' jjjeüDamm gelegt, dem (um die 

12 . ** ^ , itiir'^*'^^^" krachte Seitenwände gegeben wer- 

der .. ^ ...a/"^'^^ 7//^''^'''' •//izi'^gepumpt, bis schliesslich infolge 

* ^\ ..-..it'''^'^ jj^ T^'^ ^j jie durchsickernde Wassermasse dem 
ül ^- ^\y^''i]^^Jaa^^^^^ ^^™ ^®^ Oberfläche des Gründ- 

er*)/«/''" '^'.</'''**^^^' ^^paniDies durch diejenige Parabel bestimmt, 
.r'^^/'»''^^''!;^;^'^^^^ iViveaupunkte geht, und ihre Axe in der 



jit' *^'!.^,-^p ^*^j uiröüi^i^i d^r Wärme oder Elektrizität würde die 
'^'^'^fLi der ^^ y^gcliwindigkeitspotentials sein 



„'H5 der 
um 



^jj^falgleichung ^^z = genügt. Hier aber handelt es sich 
j /_ Ü^Xj wo die rechte Seite der Differentialgleichung A^;6: = 

Denk* ^^^ ^^^^ ^^^^ kreisförmige Insel im Meere, mit einer 
'j,Qj^ia\en undurchlässigen Untergrundsschicht und in der Mitte einen 
I s dorthin reichenden Brunnenschacht mit kontinuierlichen Pump- 
betriebe bei konstanter Höhe des Wasserstandes im Brunnen, wobei 
jso die Wasserentnahme genau durch das Nachsickem ersetzt wird, 
so geht nach obiger Theorie durch jeden konzentrischen Cylinder die 
Wassermasse /i o i. o. 



\ durch einem bestimmten dieser Cylinder z. B.: 

f Vi =^ ^^1 ^z^ X tan O*! , 

sodass, da des stationären Zustandes halber Q = Q^ ist: 



rz tan &^ tan-O-^ 

V^, "" lan"ä^ - TÖTk 

sein muss. Daraus folgt 

zdz = Tj j?! tan O-j — ; 

und durch beiderseitige Integration: 

- = ri^itan^ilgr+ C, 

oder auch: . ^ a. i ^ n 

r = 2 r^;?! tan 0-1 lg r + f, 

wo C eine Integrationskonstante ist. 

Bei dieser Schreibweise genügt die rechte Seite der 
Differentialgleichung A^w = 0. Sie würde die Potentialfläche der 
elektrischen Strömung bei einer punktförmigen Elektrode und Ein- 
strömung im unendlich fernen Bereiche darstellen, sobald nur links 
z statt z^ stände. Es handelt sich also hier um eine Niveaufläche: 
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z =- ]/2ri£'itandilgr + c, 

bei der die Höhen die Quadratwurzeln von den Höhen der 
Potential fläche sind. Setzt man hier den Wert von Q aus 

Qi=2 )\ nz^x tan %'^ 
ein, so ergieht sich i5»= -^ Ijrr 4- T 

für eine bestimmte Stelle also 

und durch Subtraktion „ 

wodurch die Integrationskonstante entfernt, bezw. durch z^^ ersetzt ist. 
Ist z. B. z^ die Tiefe der undurchlässigen Schicht unter der Meeres- 
oberfläche, r^ der zugehörige Radius der Insel, ist ferner z» der Wasser- 
stand des bis zur undurchlässigen Schicht reichenden Schachtes und 
sein Radius gleich r,, so ist die konstante Wasserentnahme: 

^"" Ig^-lg^, ~ l_ij_ 

Zugleich folgt allgemein aus 

durch Entfernen von Q die rein geometrische Gleichung: 
z^-z,^ _ Igr~lgr, _ ^^W 

für die den Grundwasserstand an jeder Stelle r darstellende Rotationsfläche. 
Ganz allgemein lässt sich nun folgendes schliessen: 
Kennt man für irgend eine Elektrizitätsströmung statio- 
närer Art in ebener Platte die Potentialfläche, z. B.: 

z=v^\gr^+v^\gr^-] \-Vn\grn 

und bildet man die neue Fläche: 

£2= i/^lgr^ + i/g Igrg + h v^\^r^, 

indem man statt der Höhen ihre Quadratwurzeln einsetzt, 
80 hat man die Niveaufläche des Grundwassers für das ent- 
sprechende Arangement von Brunnen anlagen. 

Hier mögen die v sämtlich als positiv betrachtet werden, sodass 
es sich um n Brunnen von verschiedener Ergiebigkeit handelt. 

Der Einströmung durch lineare Elektroden würde die Wasser- 
entnahme aus Sickerschlitzen entsprechen, mögen diese nun geradlinig 
oder krumm sein. 
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Dem Ausschneiden von Plächenstücken aus der Platte längs der 
Niveaulinien entspricht die Begrenzung des Grundwasserterrains durch 
einen See oder Pluss. Bei geradliniger Begrenzung würden die he- 
kannten Spiegelbilder anzuwenden sein, bei mehreren Brunnen auf 
kreisförmiger Insel die reziproken Spiegelbilder u. s. w. 

Schlussbemerkiing. 

Weder über die Saint Venantsche Torsionstheorie, noch über 
die Porchheimersche Theorie der Grundwasserbewegung, ebensowenig 
über die der stationären Elektrizitäts- und Wärmeströmung soll 
hier behauptet werden, dass sie der richtigen Sachlage entsprechen. 
Sowohl diese Theorien als auch die Helmholtzsche Theorie der 
Flüssigkeitsbewegungen imter Annahme der Existenz eines Geschwin- 
digkeitspotentials und seine (zweidimensionale) Theorie der 
freien Ausflussstrahlen sind auf die Voraussetzung gegründet, dass 
die konforme Abbildung der Resultate von einem Grundfalle auf alle 
anderen gestattet sei. Diese gemeinschaftliche Grundhypothese könnte 
also die physikalischen Hypothesen ersetzen. Man kann auch Prägen 
der Biegungsfestigkeit und der Kapillarität den Porderungen der 
konformen Abbildung anbequemen, wodurch man allerdings nur an- 
genäherte Resultate erzielen wird. Über den Grad der Annäherung 
würde dann das Experiment in ähnlicher Weise zu entscheiden haben, 
wie neuerdings Herr Prof v. Bach Versuche zur Prüfung der Theorie 
von Saint Venant angestellt hat, deren Resultat ein befriedigendes 
für die zu Gi-unde gelegten Hypothesen sein soll. 

Jedenfalls erkennt man an den obigen Darlegungen, dass sich die 
Methode der konformen Abbildung sehr wohl dazu eignet, in die ge- 
nannten Theorien vorläufig elementar einzuführen, sogar zu 
den Elementen der modernen Funktionentheorie hin, dass man leicht 
Beispiele ausfindig machen kann, die das Verständnis der Theorie er- 
leichtern, dass aber dabei namentlich die Lehre von den Hyperbeln 
und Lemniskaten höherer Ordnung von ausserordentlichen Nutzen ist. 
An den vorbereitenden Vortrag kann sich dann der höhere, rein ana- 
lytische, dessen abstrakter Charakter häufig abschreckend auf den Zu- 
hörer einwirkt, in leichter verständlicher Weise anschliessen. Auf 
diesen Weg aufmerksam zu machen und zugleich eine Ergänzung zum 
Kapitel meiner Einführung in die isogonalen Verwandtschaften zu geben, 
das war die eigentliche Absicht dieser Zeilen. 
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Von 

Dr. R. Müller, 

Profeuor an der TechniBChen Hochsobule zu Brannachweig. 



Die vorliegende Mitteilung bildet einen Auszug aus einer grösseren 
Arbeit mit gleichem Titel in der Festschrift, welche die technische 
Hochschule zu Braunschweig aus Anlass der diesjährigen Naturforsch er- 
Tersammlung herausgegeben hat. Ausgehend von der Betrachtung ge- 
wisser Punktketten, die in Ermangelung einer besseren Benennung 
als Wende- und Röckkehrpole höherer Ordnung bezeichnet werden, 
giebt der Aufsatz eine Übersicht über alle singulären Fälle, die bei 
der Momentanbewegung der Koppelebene eines Gelenkvierecks ein- 
treten können. Wichtig erscheint hierbei vor allem die Untersuchung 
solcher Koppellagen, bei denen ein Systempunkt eine Bahnkurve mit 
sechspunktig berührender Tangente beschreibt — eine Frage, die mit 
dem Problem der angenäherten Geradführung unmittelbar zusammen- 
hängt. 

I. Allgemeine Sätze über die Bewegung eines starren ebenen 
Systems in seiner Ebene. 

1. Die Kette der Rückkehrpole. Sind S und S^ zwei unend- 
lich benachbai*te Lagen eines komplan bewegten starren ebenen Systems, 
^ und D die zugehörigen Pole, a und a' die entsprechenden Lagen 
einer beliebigen Systemgeraden, a ihre Hüllbahnkurve, so schneiden 
sieh die Lote von ^ und D bez. auf a und a' im Krummungsmittel- 
punkte A der Kurve a (Fig. 1). Die Punkte ^^, D, A bestimmen den 
Röckkehrkreis ^^ der Systemlage 8] auf diesem erhalten wir als 
Qegenpunkt zu ^ den Rückkehrpol Vj. Bezeichnen wir die unendlich 
Ufiine Strecke ?ßD mit ds und den Winkel der beiden Systemlagen 

S und /S' mit d^, so ist der Durchmesser von ^^ gleich ^- Wir 

setzen im folgenden voraus, dass dieser Quotient endlich und von 
Null verschieden ist. 
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Verstehen wir unter Q^ den Rücklcelirpol für die Systemlage iS', 
so treffen sich die Lote von Vj auf ^A und von Q^ auf QA im 
Krömniungsmittelpunkte A^ der Evolute Oj von a, und dann befinden 
sich die Krümmungsmittelpunkte der Evoluten aller Htillbahnkurven, 
die von den Systemgeraden erzeugt werden, momentan auf einem 
Kreise ^g, der über der Sehne V^Qi den Peripheriewinkel dd' fasst; 
wir nennen ihn den zweiten Rückkehrkreis und den zugehörigen 

Fig.]. 




Gegenpunkt V^ von M'i den zweiten Rückkehrpol der Systemlage S. 
— Das Dreieck ViQiV^ hat bei Q^ einen rechten Winkel, bei Yj den 
Winkel dd" und ist gleichsinnig ähnlich dem Dreieck ^DVi- 

Die Gerade AjVj ist eine Normale der Evolute a^ von a^, oder 
der zweiten Evolute von a. Bestimmen wir für diese wieder den 
Krümmungsmittelpunkt A,, dann für ihre Evolute a^ den Krümmungs- 
mittelpunkt Aj u. s. f., so gelangen wir schliesslich zu dem Satze: 
Die Normalen derw-P^^Evoluten allerHüllbahnkurven, die von 
den Systemgeraden erzeugt werden, gehen für jede System- 
lage S durch einen bestimmten Punkt V«-i, den n— l**"Rück- 
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kehrpol der Systemlage. Die Krümmungsmittelpunkte dieser 
Evoluten sind die Fusspunkte der aus dem n^®** Rückkehr- 
pole V, auf jene Normalen gefällten Lote; sie erfüllen den 
n*~ Rückkehrkreis ^,, der die Strecke V^ — iV,, zum Durch- 
messer hat. 

Der Pol ^ und die n ersten Rückkehrpole V^ . . . V„ bilden ein 
Äquivalent für n+ 2 unendlich benachbarte Systemlagen. 

2. Formeln für die Koordinaten der Rückkehrpole. Ist 
0,-1 der n — !*• Rückkehrpol der Systemlage S', so folgt aus der 
Ähnlichkeit der Dreiecke Vn-iQ^-iV, und ?ßOVi die Proportion 

Wir bezeichnen nun mit S„, ly, die rechtwinkligen Koordinaten 
des Punktes ¥« fÖr ^ als Anfangspunkt und die Polbahntangente t 
ak 5-A.xe; dabei rechnen wir die Gerade t positiv in der Richtung 
Ton ?ß nach D und nehmen als positive 17-Axe denjenigen Teil der 
Polbahnnormale n, der nach einer Drehung um 90*^ im Sinne der 
Drehung des Systems mit der positiven Geraden t zusammenfällt. 
Betrachten wir die Strecke ^M'» als das geometrische Bild der kom- 
plexen Grösse &, = fc. + ^'^» und verstehen unter dr, dz + d^z bez. 
die Kontingenzwinkel der Polbahn bei ^ und C, so ist 

^Q,_i ^ds + 6'(^'+''*^)(en-i + dg,-i) = e«-i + rfg— 1 

+ itn^idt + ds. 
Hieraus finden wir sofort V,_iQn_i und Q„_iV«, und da 

ist, so ergiebt sich aus der obigen Proportion zur Berechnung von 
S« die Rekursionsformel: 

1) Ind^ = ?— i(d^ + dx) - irfg«_i - ids, 

oder 

l m^d» = ij,_i(d* + dr) — dln-i — ds. 
Für den Punkt Vi ist 

3) ^. = 0, i?x = -äf 

Betrachten wir das Bogenelement ds der Polbahn immer als kon- 
stant, so folgt für den Punkt V^: 

dabei bedeutet d^%' den Zuwachs, den der Drehungswinkel d% erhält, 
wenn das System aus der Lage S' in die folgende Lage S" übergeht. 

Zcitwihrift f. Mathematik Q. Phjiik. 48. Jahrg. 1897. 5. Heft. 17 
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Wir finden femer 
ds 



5) 



^3= -j^[3rf2^(rfa- + dz) - dd'dh], 



ds 



%= - ji-d(J^\^d&^+ 3rf^rft + dz^ - 3rf^^«+ d^d^%] 



u. s. w. 



3. Die Kette der Wendepole. Durch Umkehrung der Be- 
wegung folgt unmittelbar aus den Sätzen des Art. 1: Die Normalen 
der n — V"^^ Evoluten aller Systemkurven, welche gerade Linien 
umhüllen, gehen für jede Systemlage S durch einen bestimmten 
Punkt — wir nennen ihn den w — 1***** Wendepol TT«—! der System- 
lage. Die Krümmungsmittelpunkte jener n — - 1**" Evoluten 
sind die Fusspunkte der aus dem w*®*^ Wendepol TF„ auf die 
zugehörigen Normalen gefällten Lote; sie erfüllen den 
^^ten Wendekreis w^, der die Strecke TFn— iTFi, zum Durch- 
messer hat. 

Die umgekehrte Bewegung hat T^i, TFg . . . zu Rückkehrpolen; 
sie besteht in einer Reihe von Drehungen der bisher festen Ebene um 
die Winkel — dd", —(dd' + d^d)... und zwar um diejenigen Punkte 
der Polkurve, die nacheinander mit den Punkten ^, D . . . der Polbahn 
zusammenfallen. Nun hat die Polkurve bei 5ß den Kontingenzwinkel 
dd' + dr, bezeichnen wir also mit x^j y» die Koordinaten von TT, in 
Bezug auf das frühere Koordinatensystem und setzen 

so erhalten wir aus Gleichung 1) durch Vertauschung von g,, d^^ dt 
bez. mit i8n, — dd-, d%' + dz für z^ die Rekursionsformel: 

6) Znd%^ •= — Zn^idz + idZn—i + ids, 

und die Gleichungen 2) bis 5) verwandeln sich in: 

I Xndd- = — Xn^idx — dyn-i 

\ yndd^ = — yn-idz + dx^^i + ds, 



7) 



8) 



X,' 

Vi- 

x^ '• 
Vi- 



0, 
ds 
TW' 

ds 
dit' 
ds 



(dd'-dz), 



x^=^~[d^&(dd' - Mz) -f d^dh], 



ds 



?/3= i^5[^?^*(^'^*- (J^dt + rfr«) - 3rf2d«+ d^d^^l 
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4. Zwischen den Koordinaten der Rückkehr- und der 
Wendepole besteht die einfache Beziehung: 

Der Beweis ergiebt sich mittels des Schlusses von n auf w + 1 
unter Benutzung der Gleichungen 1) und 6). 

5. Wird die Systembewegung durch Angabe von Polbahn und 

Polkurve bestimmt und sind 

ds j ds 

%= - und i> = ,^ , , 
dt ^ d^-\-dx 

bez. die Krümmungsradien dieser Kurven im Punkte ^, so gehen die 
Formeln fttr die Punkte V« und Wn über in 



9) 



10) 






Bezeichnen wir mit ^i, «-^ . . . p^, pj . . . die zugehörigen Krümmungs- 
radien der aufeinander folgenden Evoluten beider Rollkurven, so ist 

ds n ds ^ ^ n 

und analoge Gleichungen gelten für -~y -—■- Dann werden mit Hilfe 

der Gleichungen 9) und 10) die Koordinaten von V„ und Wn aus- 
gedrückt durch die Krümmungsradien 

6. Spezielle Fälle* I.Liegen von den n ersten Wendepolen 
TTj, W2.,.Wn alle Punkte mit geradem Index auf einer durch 
den Pol ^ gehenden Geraden und alle Punkte mit ungeradem 
Index auf einer zu dieser senkrechten Geraden, so beschreibt 
der Schnittpunkt K beider Geraden — der Ballsche Punkt — 
momentan eine Bahnstelle mit w + 2 punktig berührender 
Tangente, und umgekehrt. Denn in K schneiden sich gegenwärtig 
alle Wendekreise von tt\ bis Wn\ der Punkt K kann also als eine aus- 
geartete Systemkurve betrachtet werden , welche in n + 2 aufeinander 
folgenden Lagen eine feste Gerade berührt. 

• Vergl. Mehmke, über die Bewegung eines starren ebenen Systems in 
seiner Ebene, diese Zeitschrift Bd. 35, S. 1 und 66. 

17* 
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TL Aus dem letzten Satze folgt unmittelbar: Wenn in der Kette 
der Wendepole von W^ bis TP» alle Punkte von geradem 
Index mit ?ß und alle Punkte von ungeradem Index mit F^ 
zusammenfallen, so durchschreiten alle Punkte von w^ Bahn- 
stellen mit n + 2 punktig berührender Tangente, mit Aus- 
nahme des Pols ?ß und desjenigen Punktes K, der zugleich 
auf dem ersten von w^ verschiedenen Wendekreise Wn-\.i liegt; 
die Bahnkurve dieses Punktes hat mit der Geraden W^K 
w + 3 unendlich benachbarte Punkte gemein. In diesem Falle ist: 

ferner für , ^ t- r\ /i oi\ 

also ^^^^ _ 2 . 5ß Vi . . . V._iV„ = 2 • Vn-sYn-l- 

III. Ist die Polbahn eine gerade Linie, so sind die Wende- 
pole die dem Punkte ^ entsprechenden Krümmuugsmittel- 
punkte der Polkurve und ihrer Evoluten (Art. 5). Ist ander- 
seits in irgend einer Systemlage 

SO hat die Polbahn im Punkte 5ß eine « + 1 punktig berührende 
Tangente. 

IV. Sind die beiden Rollkurven Kreise mit den Radien « 
und p, SO folgt aus den Gleichungen 9): 

5x = ^ 0, 1?, = -^, 

und allsremein / « \" 

und analoge Formeln gelten für die Koordinaten von W^W^ . . - 
Daraus ergiebt sich eine einfache Konstruktion der Punkte V,- und Wi. 

V. Sind beide Rollkurven symmetrisch in Bezug auf die 
Polbahnnormale n, so liegen die sämtlichen Wende- und 
Rückkehrpole auf dieser Geraden. Denn konstruieren wir zu 
zwei Systemgeraden a und 6, die in Bezug auf n symmetrisch liegen, die 
Krümmungsmittelpunkte A, Aj . . . B, Bj . . . der zugehörigen Hüllbahn- 
kurven und ihrer Evoluten, so sind die entstehenden Punktketten 
symmetrisch in Bezug auf n und es schneiden sich A«_iA» und 
B«-iB, in V, 
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7. Die Krümmungradien der Evoluten einer Hüllbahn- 
kurve. Wir betrachten in der Systemlage S eine beliebige Systera- 
kurve c mit den Evoluten c^, c^ . . . und bezeichnen mit y, yj, yj . . . die 
zugehörige Hüllbahnkurve und deren Evoluten, mit C und f die 
Krümmungsmittelpunkte von c und y auf der durch ^ gehenden Nor- 
male beider Kurven, mit C^, Cj . . . V^, r^ - • - die entsprechenden 
Erümmungsmittelpunkte von Cj, c^ . . . y^, y^ • • • (^^8- 2). In der unend- 
lich benachbarten Systemlage 5' kommen die Kurven c, q, Cg . . . nach 
c'j c'i, c'j .. .; dann bestimmt die Tangente aus dem Pole Cl an c\ den 
Berührungspunkt von 
c' und y und diesem 
entsprechen auf 



Fig. 2. 



l; »^ 2 ■ 




^"-or 



C\D'^ 



,Cj...yi, y, ... 

bez. die Krümmungs- 
mittelpunkte 

Setzen wir 

so bildet D D' mit der 
Tangente t' der Pol- 
bahn in D den Winkel 
9 + d<Pf und es ist $ £l 

Dabei verstehen wir unter q> denjenigen zwischen 0® und 180^ 
liegenden Winkel, um welchen ?ßC im Sinne der Drehung des Systems 
gedreht werden muss, um mit der positiven Polbahntangente t zu- 
sammenzufallen, imd wir rechnen r,fi»"Q, Qi-*» positiv, wenn nach dieser 
Drehung bez. die Strecken ^C, CCi . . . ^f, rfi . . . zur positiven 
Polbahntangente oder zur negativen Polbahnnormale parallel sind. 

Bezeichnen wir die Winkel Df^ und DC'5ß bez. mit dfi und rfv, 
so folgt aus dem Dreieck ^DC: 



, äs . 

av = — sinqp, 



nnd da iC?ß6' = 



dd' ist, so wird 
dfi =^ dv — dd" ' 



ds sin q>^rdd' 
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Dann ergiebt sich unmittelbar aus der Figur: 

.^v ds . rds Bin w 
11) = 3— sm€p = -3 — -, —TS-' 

^^v '"^ _ dg -{-ds cos q> r{dQ-\-d8C0Bq>) 

^^f ^i"*5]I"' d^ ^ dsamqi-rd» ' 

^* dfi dfjL 
und es gilt allgemein für w = 2, 3 . . . zur Berechnung von (>» die Re- 
kursionsformel: 

13) C. = (-l)-%^==(-l)' '■''"-' 



(ift ^ -^ dssinq) —rdd" 

Die Ausdrücke für fZ^, (Iq^ . . . enthalten noch die DifiFereutiale 
von r und g?. Nun folgt aus dem Dreieck ^DC: 

dv + q) ~ d^ = ^ + dtp + dt + d^ty 

also ^g 

d(p = dv — (dd- + dt) = — sin 9 — (d^ + dt), 

und es ist ferner , •^i -nf 7 7 

r^dv = C i) =5= — ar — ascosg?, 

r^dv =^C\D\= dr^ 



^ rfr = — rf5 cos 9 — — rfs sin tp 

und allgemein für n = 1 , 2 . . . 

rfrn= (-ly-^^^^dssing). 
Für den Fall, dass die Systembewegung durch den Pol ^ und 
die Kette der Rückkehrpole V^Vg • • • bestimmt ist, finden wir aus den 
Gleichungen des Art. 2: 

d^ = ^, ds = -^dri^, d^ + dx^'^^^dri^, 

6s ^% Vi St 

und dann gehen die Gleichungen 11) bis 13) über in 

110 

130 p„==(_l)— i__liL ^L^. (n = 2,3...) 

^ r» V / r + ?/! sin qp drj^ ^ ' ' 



rj^ r Bin q> 
r^rj^ sin qp 



Hierbei ist: 



und nach 2): 



^ = i:(l_>_Asin9,), 
dr t}. fr, . , \ 
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Die Gleichungen 11') bis 13') dienen umgekehrt auch zur Be- 
stimmung der Rüekkehrpole, wenn von zwei beliebigen Systemkurven 
die Hüllbahnkurven bekannt sind. 

8. Die Punkte stationärer Krümmung. Tritt an die Stelle 
der Kurve e ein einziger Systempunkt (7, so bestimmen die Gleich- 
ungen 11') bis 13') die Krümmungsradien der zugehörigen Bahnkurve y 
und ihrer Evoluten, wenn fj « r^ = •••== gesetzt wird. Beschreibt nun 
der Punkt momentan eine Bahnstelle mit vierpunktig berührendem 
Erümmungskreise, so hat der Krümmungsradius r — (> in den System- 
lagen S und jS' denselben Wert, d.h. es ist 

Setzen wir hier für q den Wert aus Gleichung 11') und für j-5- 
und ^ — die vorhin gefundenen Ausdrücke, so erhalten wir 

14) r{yi^ cos 9? — l^ ^^^ 9^) + Si?^ cos g? sin 9? = 

als Gleichung der Kreispunktkurve der Systemlage S, d. h. des 
Ortes aller Systempunkte, die momentan Bahnstellen mit stationärem 
Krümmungskreise durchlaufen. 

Die Kurve y hat mit ihrem Krümmungskreise in G nicht nur 
vier, sondern fünf unendlich benachbarte Punkte gemein, wenn auch 
der Differentialquotient der linken Seite von Gleichung 14) verschwindet; 
dies führt zu der Bedingung: 

r«[g3C0s 9 + (% - ^1) siii 95] 

+ '■^1 [Sijicos^igp + 4|j cosg? sin g? + (41^2 — 3iyi) sin*^?] 
+ 3iji*sinqp = 0. 

Die Gleichungen 14) und 15) bestimmen im allgemeinen vier 
Punkte (r, 9), die wir als die Burmesterschen Punkte der System- 
lage S bezeichnet haben.* 

Soll endlich der Punkt C in sechs unendlich benachbarten Lagen 
auf einem Kreise bleiben, so erhalten wir aus 15) durch Differentiation 
nach i^j die neue Bedingung: 

r^ (l4sin9) — i^^cosg?) + ri]^ 

[(2g3+10g8)cosV-(3%-16%-fl2)?i)cos9sin<jp+(5|3-6ysinV] 
+^ii^[(-~2i^2 + 6iyi)cos'9 -f 20^cos*9)sin9 
+ (6^2 + 121^1) cos gjsin^g? + Vii^^\v?Kp'\ = 0. 

• Über die Bewegung eines starren ebenen Systems durch fünf unendlich 
benachbarte Lagen, diese Zeitschrift Bd. 37, S. 145; sowie Konstruktion der Bur- 
mesterschen Punkte für ein ebenes Gelenkviereck, daselbst erste Mitteilung Bd. 87, 
S.213, zweite Mitteilung Bd. 38, S.129. 



15) 



16) 
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Die Gleichungen 11'), 14), 15), 16) dienen zur Bestimmung von 
^1 • • • ^19 wenn wir vorschreiben, dass zwei Systempunkte C und D 
sich in sechs unendlich benachbarten Lagen auf zwei gegebenen Kreisen 
bewegen sollen. — Die entsprechenden Gleichungen ftr die Wendepole 
ergeben sich aus den vorigen durch Vertauschung von r, iy,-, |j bez 
mit Q, yi, Xi. 

9. Der Pol als Systempunkt. Die in Art. 7 abgeleiteten 

Formeln gelten nicht für die Bahnkurve p desjenigen Systempunkts, 

Fig 3 der in der Systemlage S 

,p!p"" mit dem Pole ^ zu- 

^ sammenfallt. Dieser 

V bleibt beim Übergang 

^ von S in S' fest und ge- 

/ ^^ langt in den folgenden 

«p< \ \ Systemlagen durch 

/V^-^ ^^ ^ Drehungen um die Pole 

" ^ - ^ ^ \ y D, 81, © . . . bez. nach 

^ ^j4 V. T\ r'" ..; <Jer 

' "-^^s y^ \ dem Punkte ^ ent- 

^ ' -T ~ -^ - - - l-^^^i^^---^ ^ sprechende Krümm- 

te <i__LlJ^Lao.£^^:=^lirt^9l " >. ^ N ungsmittelpunkt von p 

^ ^ ^ ~ - > , " . ^ s ist also der Schnitt- 

^ ^ ^"-"~%<j^ ^\ punkt Stt der Halbie- 

^ " ^ ^ ^ rungslinien der Winkel 
"^ ^D^" und ?ß"9i^"' 
(Fig. 3). 
Nun ist der Kontigenzwinkel der Polbahn bei D gleich rfT + d*T und 

mithin ergiebt sich aus dem Dreieck D913D?: 

Hieraus folgt: Der mit dem Pole 5ß zusammenfallende 
Systempunkt beschreibt im allgemeinen eine Spitze vom 
Krümmungsradius Null. Ist jedoch rfd* — dr, so hat die 
Kurve p in ^ eine Schnabelspitze mit dem endlichen 
Krümmungsradius: sdsd» 

^^ 2d*&-d*T' 

In diesem Falle wird zufolge den Gleichungen 8): 

die vorige Gleichung geht demnach über in: 
17) ^ = -^*i'' 
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Der Punkt $ beschreibt also im allgemeinen eine 
Schnabelspitze von endlicher Krümmung, wenn der zweite 
Wendepol auf der Polbahntangente liegt. Befindet sich 
gleichzeitig der dritte Wendepol auf der Polbahnnormale, so 
wird der Krümmungsradius r unendlich gross. 

Bezeichnen wir noch mit 9i den Schnittpunkt von SiSD? und der 
Halbierungslinie des Winkels ^'"@?ß"", so erhalten wir für den zu- 
gehörigen Krümmungsradius ti der Evolute p^ von p: 

Beschreibt demnach der Punkt ^ eine Spitze vom 
Krümmungsradius Null, so hat die Kurve p^ in ?ß einen ge- 
wöhnlichen Punkt vom Krümmungsradius x^. Besitzt dagegen 
dieKurvep in ?ß eine Schnabelspitze mit endlicheni^Krümmungs- 
radius ?ß9K, so ist SD? ein Wendepunkt der Evolute pi und ti = <». 

n. Anwendungen auf das G-elerkviereok. 

10. Die Wendepole W^, W^ und der Ballsche Punkt K für 
eine beliebige Koppellage. In Figur 4 ist fi^BBÄ ein Gelenk- 

V ^4 



Viereck mit dem fes:en Gliede AB und der Koppel AB. Bekanntlich 
entspricht jeder Koppellage, für welche der Pol nicht unendlich fern 
ist, ein endlicher Wendekreis w^] jede solche Systemlage S genügt 
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also der früher gemachten Voraussetzung, dass der Quotient ^ end- 
lich und von Null verschieden sei. Bestimmen wir dann die zugehörigen 
Wendepole TF^, Wg . . ., so können wir leicht die Bedingungen an- 
geben, denen die betrachtete Systemlage genügen muss, wenn bezüg- 
lich der Momentanbewegung der Koppelebene einer der in Art. 6 be- 
handelten Sonderfälle eintreten soll. Die erhaltenen Resultate können 
schliesslich durch einen einfachen Grenzübergang auch auf den Fall 
ausgedehnt werden, wo der Pol unendlich fem liegt. 

Die Geraden A-4 und BB schneiden sich im Pole ?ß der gezeich- 
neten Eoppellage. Um den ersten Wendepol W^ zu ermitteln, 
bestimmen wir den Schnittpunkt ^ von AB und AB, ziehen ^& parallel 
zu AB bis AB und durch @ zu ^^ eine Parallele, die AA und BJB 
bez. in Au,, Bu, schneidet. Die in A^, B^ bez. zu Aw4, BB errichteten 
Lote treffen sich in W-^. 

Setzen wir: 

5ß|> = Ä, L^^B^a, L^A^ß, LA^^^Y, Lt^^'^^S, 
SO folgt aus der Figur: 

19) ^W,^y,^h- '^''^^ 



8in(p + d)' ^ sin(a + d)' 

setzen wir also zur Abkürzung: 



I 



sin a sinp 8in(d — y) 

Nach den in Art. 2 getroffenen Festsetzungen geht durch W^ die 
positive Polbahnnormale n. Nehmen wir an, die Koppelebene drehe 
sich momentan um ^ im Sinne des Uhrzeigers, so haben wir unter 
positiver Polbahntangente denjenigen durch ^ gehenden Strahl t zu 
verstehen, für welchen Z.n^t, im angegebenen Sinne gelesen, gleich 
90® ist. Dann ist für den Punkt A der früher mit tp bezeichnete 
Winkel A^t = a, fär B LU^t = /3; setzen wir daher: 

^J^ = r, ^B^r', ^A = 9, ^8 = 9' 

und vertauschen in Gleichung 14) die Bezeichnungen rj^, g^, r^^ bez. 
mit j/i, x^, y^j sowie r und q> einerseits mit q und a, anderseits mit (>' 
und ß, so erhalten wir für die Koordinaten des zweiten Wendepols 
W^ die Gleichungen: 

{Q (jTg sin cc — y^ cos a) = Sy^^sin a cos a, i 

Q (.Xg sin /3 - - j/2 cos /3) =- 3 y^^sin ß cos /J. | 

Hieraus ergiebt sich: 

9p'j/2sin(a — /3) =- — Sj/^-sinasin /^(pcos/S — 9' cos«), 
QQ^x^^m{a — ß) = — Sy^^cosacosß^Qsmß — p'sina). 

Nun ist aber 

7 sin d • 7 Rin ^ 



! 
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W, 



8in(a + d)8in(l3 + d) 

SO wird: , , . -. 

9p = mnsmöy 

QCOBß ~ q'cos a = msm(cc — ß) cos d, 

Qsinß — p'sin a = — - w sin (a — /3) sin d, 

und die Gleichungen ftlr y^ und Xj gehen über in: 

3 y^ sin y cos d 

y% = ~ ' 
21) 



^* 8in(d — y) 

3 ^1 cos a cos j? sin y sin S 

^ sin a sin ^ sin (d — y) 

Der Bausche Punkt K der betrachteten Systemlage ist der 
Schnittpunkt des Wendekreises w^ mit der Geraden ^Wg', bezeichnen 
wir daher mit % den Winkel iT^t, so ist: 

i 22) tan;t^J^=- *'^°"*^<^ • 

j ' ^ aj, tand 

I Dies föhrt zu folgender Konstruktion des Punktes K: Wir er- 

richten in ?ß zu $§ ein Lot, welches die Gerade AB in 35, die Parallele 
durch ^ zu ^B in 35' schneidet, legen durch 3) und 2)' in beliebiger 
Richtung zwei Parallelen und bestimmen deren Schnittpunkte @ und 
®' mit n (in Fig. 4 fällt 3)@ zusammen mit AB). Ziehen wir dann 
65 jt bis ^B, gfj't n und e'g'!|t, so ist K der Fusspunkt des 
Lotes von W^ auf ^5'. 

11. Der Punkt K beschreibt momentan eine Bahnstelle 
mit fünfpunktig berührender Tangente, wenn die Gerade W^W^ 
auf $TFg senkrecht steht, d. h. wenn 

23) ^2(3/3-^1) + ^2^3 = 

ist. Setzen wir nun zur Abkürzung: 
yxp[3yi(cos^a — sin*a) + 4jcicosasina + 4y2sin*a] + 3j/i^sina = — X 

und verstehen unter X' den Ausdruck, in welchen % sich verwandelt, 
wemi wir q und a bez. mit (>' und ß vertauschen, so erhalten wir aus 
15) für die Koordinaten des Punktes W^ die Gleichungen: 

I Q^ [x^ito%a + (^3 ~ yjsin a\ = 2, 

l 9''[^3Cosi3 + (y3-y,)sin^] = 3:'; 
hieraus folgt: 

Q^Q'^x^sm{a - /3) - - S^p'^gi^^ ^ I'p^gi^^^ 

P^4''*(!/3- J/i)sin(a-^) = Xp'^cos/? - Z^Q^^cosa. 
Demnach geht Gleichung 23) über in: 

%Q'^(y^C03ß — j:-, sin/3) — %^Q^(i/^cosa — 0:3 sin a) — 0, 
oder nach 20): 



240 j , 
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Xg^sinßcosß — %'q sin a cos a i= 0, 
oder ausführlich geschrieben: 

Q q' sin(a — ß) [Sy^ cos(a — /J) — 4^, sin a sin/J] 

+ 3^1* sin a sin ß (q cos a — ()'cos ß) «= 0. 

Hierbei ist: r a • / o\ /^ , a , 3^\ 

Qcosa — Q^oosß = msin(a — ß)coB(cc + ß + o). 

Setzen wir überdies für qq\ y^, y^ die früher gefundenen Werte, 
so ergiebt sich: 

25) cos(a - /3)sin(y + <J) - sinycos(a + /3 - d) = 0, 
oder 

25') 2cotd = cota + cot/J — coty(l + cotacot/J) 

als Bedingung dafür, dass in der betrachteten Lage der 
Koppelebene ein gewisser Punkt K eine Bahnstelle mit fünf- 
punktig berührender Tangente durchläuft. — Die Gerade W^K 
hat für die Bahnkurve x des Punktes K den Charakter einer Inflexions- 
tangente, die sich so innig an die Kurve anschmiegt, dass auch inner- 
halb endlicher Grenzen der Punkt K sich auf dieser Geraden zu be- 
wegen scheint; wir sagen deshalb, das Gelenkviereck kBBA 
bewirkt eine fünfpunktige Geradführung des Punktes K auf 
der Geraden W^K. In der unmittelbaren Umgebung von K befinden 
sich unendlich viele Systempunkte, deren Bahnkurven drei dicht auf- 
einander folgende Wendepunkte haben und darum gleichfalls eine auf- 
fällig gestreckte Gestalt besitzen.* 

Fügen wir der Gleichung 25) noch die Bedingung hinzu, dass die 
vier Seiten des Vierecks ABB -4 von gegebener Länge sein sollen, so 
erhalten wir fünf Gleichungen zur Bestimmung der fünf Unbekannten 
Ä, a, /J, y, d. Bei jedem Gelenkviereck giebt es daher Koppellagen, 
in denen dasselbe eine fünfpunktige Geradfiihrung bewirkt. 

12. Sechspunktige Geradführung. Nach Art. 6 I hat die 
Kurve x mit der Geraden W^K sechs unendlich benachbarte Punkte 
gemein, wenn W^ W^ auf ^ W^ senkrecht steht, und wenn überdies 
der Punkt W^ auf ^ W^ liegt, d. h. wenn neben der Gleichung 25) noch 
der Bedingung genügt wird: 

Bestimmen wir x^ und y^ mit Hilfe der Gleichung 16), so geht 
nach einfacher Rechnung, die der im vorigen Artikel ausgeführten 
ganz analog ist, die letzte Gleichung über in: 



•Konstruktion der Burmesterschen Punkte u. s. w., zweite Mitteilung. 
Vergl. auch L. Allievi, cinematica della biella piana, Napoli 1896. Daselbst 
wird die Aufgabe der fünfpunktigen Geradfiihrung unter Beschränkung auf solche 
Koppellagen behandelt, für welche die Kreispunktkurve in irgend einer Weise 
ausartet. 
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(12cota cot/J - 5)[2cot<J - (cota + cot/J) + coty (1 + cot« cot /3)] 
+ 5[(1 — cot OL cot /5)(cot y + cottf) — (cot a + cot /3) 
(l-cotycotd)]=-0. 
Hier verschwindet nach 25') das erste Glied, und wir erhalten 
il,. sin(y + tf-a-/J) = 0, 

26) y + * = a + /5. 
Dann verwandelt sich 25) in 

27) sin 2y = sin 2 « + sin 2/J. 

Die Gleichungen 26) und 27) bilden die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, dass in der betrachteten 
Systemlage der Ballsche Punkt eine Bahnstelle mit sechs- 
punktig berührender Tangente beschreibt. Es giebt dem- 
nach oo^Gelenkvierecke, die eine sechspunktige Geradführung 
bewirken. — Da jeder Punkt der Koppelebene eine Kurve sechster 
Ordnung erzeugt, so ist die soeben ermittelte Geradführung von rein 
theoretischem Standpunkte aus die vollkommenste, die überhaupt mit 
Hilfe eines Gelenkvierecks erreicht werden kann. 

13. Der geradgeführte Punkt K liegt auf der Koppel- 
geraden. Aus der in Art. 10 abgeleiteten Konstruktion des Ball- 
schen Punktes K ergiebt sich leicht, dass der Punkt K auf die Gerade 
AB fallt, sobald die Winkel a, ß^ y, d der Gleichung genügen: 

28) cot d = cot a cot ß cot y, 
und dann geht Gleichung 22) über in 

29) ;g«90«4-y. 

Fordern wir ausserdem, dass der Punkt K momentan eine Bahn- 
stelle mit sechspunktig beröhrender Tangente beschreibt, so gelten 
fär die Koppelli^e AB gleichzeitig die Bedingungen 26), 27) und 28); 
aas diesen folgt: 

30) /S«60^+a, y = 60«-a, d^3a. 

Es giebt daher oo^ Gelenkvierecke, welche die sechs- 
punktige Geradführung eines auf der Koppelgeraden liegen- 
den Punktes bewirken. 

In Figur 5 ist ein Gelenkviereck dargestellt, • bei welchem die 
Strecke ^$ und der Winkel a beliebig gewählt sind und die Winkel 
ßy yy d den letzten Gleichungen genügen. Für den zugehörigen Punkt K 
ist nach 29): /.^-^^ = 900+ y _ („ + ^) =. 90o_ 5. 

fiUen wir also von ^ auf AB ein Lot 5ß3 und ziehen durch ^ eine 
Gerade, die mit ^^ den Winkel $^3 einschliesst, so schneidet die- 
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Fig. 5. 



selbe AB in E. Die Bahnkurve x ist symmetrisch in Bezug auf AB 
und nur zur Hälfte gezeichnet; die seehspunktig berührende Tangente g 
steht senkrecht auf ^K, 

Im Dreieck AB^ ist jeder Winkel gleich 60®, d.h. in jeder 
Systemlage, in welcher ein Punkt der Koppelgeraden eine 
Bahnstelle mit seehspunktig berührender Tangente durch- 
läuft, bilden die drei be- 
weglichen Glieder des 
Vierecks — oder deren 
Verlängerungen — ein 
gleichseitiges Dreieck. 
Für a = m^ wird 
AB^BB^BKy 

A^ = AB =00 
und wir erhalten die be- 
kannte genaue Geradführ- 
ung durch das gleich- 
schenklige Schubkurbel- 
getriebe, bei welcher sich 
der Punkt A auf der Ge- 
raden BA und der Punkt K 
auf einer zu dieser senk- 
rechten Geraden bewegt. Wir 
schliessen hieraus , d a s s 
auch im allgemeinen Fall 
die Annäherung der 
Kurve x an die Gerade g 
umso vollkommener sein 
wird, je grösser die Diffe- 
renz der beiden Arme 
des Gelenkvierecks ist, 
wenn gleichzeitig die 
Koppel und der kleinere 
Arm einander nahezu 
gleich sind. 

Ziehen wir in Figur 5 
durch ^ die Gerade fiS' $ A, 
so ist: 
d - « = 2(90« - 2a) = 2.Z.Z?ß B, 




LB^2'= 
und ebenso 



180« 



Z.^^ß = 2./-ir^A 



Diese Bemerkung dient zur Lösung der Aufgabe: Auf einer 
Geraden sind drei Punkte Ay B, K gegeben. Aji die Strecke 
AB als Koppel soll ein Gelenkviereck angeschlossen werden, 
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welches die sechspunktige Geradführung des Punktes K be- 
wirkt (Fig. 6). Um ein solches Viereck zu bestimmen, zeichnen wir 
über AB das gleichseitige Dreieck AB^y machen 

L&'J^A = 2'LA^K, 

errichten in ^ zn ^ß das Lot ^3 und bestimmen den Schnitt- 
punkt ^ der Geraden AB mit der Halbierungslinie des Winkels J5l^3. 
Durch § ziehen wir zu 5ß2 eine Parallele; diese trifft ^A und ^B 



Fig. 6. 



/ 




bez. in A und B. Dann ist fiiB BA das gesuchte Viereck, und zwar 
ist es gerade in derjenigen Systemlage gezeichnet, in welcher K eine 
BahnsteUe mit sechspunktig berührender Tangente durchläuft. — 
Halbieren wir statt des Winkels K^^ dessen Nebenwinkel durch die 
Gerade $ßjp* und ziehen durch ihren Schnittpunkt §* mit AK eine 
Parallele zu ^2, so entsteht das Viereck fCB*BA'^ die gestellte Auf- 
gabe hat also zwei Lösungen. 

14. Fortsetzung. In Figur 6 folgt aus dem Dreieck ASßB nach 
dem Satze des Menelaus: 

Äfii^ ^ ^_i = 1 

'-PA ' BB"ÄSq~'" 
Dabei ist 

B^ sin cc 

setzen wir daher A-4 == a, BB = 6, J.ß = c, so wird 

sin « h (c — n^ 



31) 



sin (60"+«) a(c — h) 
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Im Dreieck B^$ ist ferner 

gjp , sin 60** sin 3 a 

Aus den beiden letzten Gleichungen ergiebt sich durch Elimination 
von a für die drei beweglichen Glieder a, 6, c die Beziehung: 

[a»fe»+ 6»c»+ i}d^- 3a6c[a»(6 + c) + 6^^ + «) + c^a + 6)1 



Bezeichnen wir noch die Länge des festen Gliedes AB mit d, so 
haben wir: 

7 *Ä i-»Ä. / \ sin (60**+ a) , ,x sin« 

d = Aß — BÖ = (c — a) \ S^ - — (c — h)—^-^ — i 

^ ^ ^ ^ smSa ^ -'sin Sa 

und hieraus folgt nach 31): 

^ 3a6c 

Analoge Beziehungen bestehen zwischen den Gliedern des Vierecks 
A*B*£^, nur mit dem Unterschiede, dass an Stelle von a und h die 
negativen Längen der Glieder A*J., B*JK treten, weil diese Strecken 
entgegengesetzte Richtung haben wie A-4., BB. Es gilt demnach über- 
haupt der Satz: Hat ein Gelenkviereck die Eigenschaft, dass 
ein auf der Koppel liegender Punkt eine Bahnkurve mit 
sechspunktig berührender Tangente beschreibt, so genügen 
die Längen seiner Glieder, mit geeigneten Vorzeichen ver- 
sehen, den Gleichungen 32} und 33) — und umgekehrt. 

In Figur 6 ist Z-^^üT == 30^+ 2a und folglich das Teilungs- 
verhältnis des Punktes K in Bezug auf die Strecke AB: 

_ AK _ 8in(30<>+2a) 
^^BK" cos 2a 



Aus dem Dreieck A^B folgt aber: 

AB+A$-B¥-(,-a)»iS^, 

d-a + b 



1 . j , . cos 2 a 

also wird 

34) 

und diese Gleichung lasst sich auch umformen in: 

34') t^ = ^^P^- 

^ ^ d-{-a—b 

15. Polgerungen aus den vorigen Gleichungen L Da die 
Gleichungen 32) und 33) symmetrisch sind in Bezug auf a, 6, c, so 
folgt ohne weiteres der Satz: Bewirkt das Gelenkviereck kBBA 
die sechspunktige Geradführung eines auf der Koppelgeraden 
liegenden Punktes Ky so behält es diese Eigenschaft, wenn 
die drei beweglichen Glieder ^A, AB, J5B untereinander 
beliebig vertauscht werden. Bilden wir aus dem Viereck ABB-^ 
zwei neue Vierecke A'B'jB'^' und A"B"jB"J.", indem wir 
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A'B'= A"B"=AB, K'Ä^N'Al'^AB, B'B'= ^"i?"« BB 

"°*^ ^'i?'=B"B"=A^ 

machen^ so enthält jedes dieser Vierecke auf seiner Koppel einen 
Punkt Ä' bez. K^\ der eine Bahnkurve x' bez. x" mit sechspunktig be- 
rührender Tangente beschreibt. Dabei ist: 

und 

A"K" ., _\^ 

B"K" fi' 

Die Kurven x' und x" sind ähnlich zur Bahnkurve x des Punktes K. 
Dies alles ergiebt sich übrigens auch unmittelbar aus dem Satze^ dass^ 
wenn man bei einem Gelenkviereck die Koppel mit einem der Arme 
vertauscht; die von den Punkten der neuen und der ursprünglichen 
Koppel beschriebenen Bahnkurven einander paarweise ähnlich sind.* 

II. Für a = b geht die Gleichung 32) über in 

(a - cYia - 4c) = 0. 

Die Annahme a = c führt nach 33) zu der unbrauchbaren Lösung 
rf = 0. Ist dagegen a = 4c, so wird d = 3c und /tt = — 1, und wir 
gelangen zu der bekannten Geradführung von Tschebischeff, bei 
welcher der Punkt K in der Mitte der Koppel AB liegt. Wegen der 
Gleichheit der Arme A-4 und BB ist nach der Bemerkung in Art. 13 
die hier erreichte Annäherung der Kurve x an die Gerade g verhältnis- 
mässig gering. 

III. Der Annahme /* = 2 entspricht einerseits die in Art. 13 er- 
wähnte genaue Geradführung mit a = d = Qo, h = — c, anderseits 
folgt aus den Gleichungen des vorigen Artikels noch die Lösung 
6 = c = 4a, f7 = 3a. Diese geht aus der Tschebischeffschen Gerad- 
ftlhrung hervor, wenn wir bei dieser die Koppel mit einem Arme des 
Vierecks vertauschen. 

16. Alle Punkte des Wendekreises u\ — mit Ausnahme des 
Pols und des Bauschen Punktes — befinden sich momentan in 
Undulationspunkten ihrer Bahnkurven, wenn für die betrachtete 
Systemlage der zweite Wendepol TF^ mit dem Punkte ^ identisch ist 
(Art. 611). Hieraus ergeben sich folgende Fälle: 

I. Zufolge den Gleichungen 21) wird der Bedingung x^^y^ = 
einerseits genügt durch die Annahme a = d = 90®. Dann liegt in 
Figur 4 der Punkt B unendlich fern und das Gelenkviereck artet in 
einen Schubkurbelmechanismus aus, bei welchem der Arm A-4 momentan 
mit der Polbahnnormale zusammenfallt.** 



• Vergl. z.B. Koenigs, Ie90n8 de cin(5matique , Paris 1897, p. 266. 
•• Allievi a.a.O. S. 142. 

Zeitschrift f. Mathematik a. Physik. 42. Jahrg. 1897. 5. Heft. 18 
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II. Die Koordinaten von W^ verschwinden femer für a = y = 0, 
/3 = 90®, und dann erhalten wir das in Figur 7 dargestellte Viereck, 
dessen Koppel sich momentan in einer Totlage befindet und dabei auf 
dem Arm A^ senkrecht steht. Dabei sind ^ und die positive Polbahn- 
tangente t bez. identisch mit Ä und ^A', ziehen wir also durch A zu 

AB eine Parallele, welche 
^« ■'• AB in © schneidet, und 

^* e durch @ ein Lot auf ^B, 

so triflft dieses die Gerade AB 
in W^, Da auch W^ mit A 
zusammenfällt, so ist der 
Ball sehe Punkt K der Fuss- 
punkt des Lotes von A auf 
FTiTTs, folglich LW^AK 
gleich dem Winkel, den M\ W^ 
mit der negativen Polbahn- 
tangente einschliesst, oder tan L^ViAK = ^'""^^ - 

Bezeichnen wir nun die Glieder unseres Vierecks wie früher mit 
a, fc, c, d und setzen in der ersten der Gleichungen 24) 9 = a, a = 
in der zweiten (>'=&+ c, /3 = 90°, so folgt: 




^8=-3^^ y^-y, 



es ist also: 






ianLW.AK 






Ziehen wir durch daher den Schnittpunkt % von AB und © W^ eine 
Parallele zu ^B, durch B eine Parallele zu A/k und verbinden den 
Schnittpunkt U beider Geraden mit A, so ist K der Fusspunkt des 
Lotes von W^ auf AU. 

In Figur 8 ist E ein beliebiger Punkt auf dem Kreise ir^ 
der vorigen Figur, also AE ±,W^E. Der Punkt E beschreibt eine 

Bahnkurve e, die in E einen Un- 
dulationspunkt hat mit der Tan- 
gente W^E. Machen wir 

LE,BK==LEAB 

und verstehen unter E^ den Schnitt- 
punkt der Geraden B-Bi mit EW^, 
so ergiebt sich leicht, dass 

Lf^E^B^l^O'^-LBEA 

ist. Der Punkt E^ liegt also auf 

dem Kreise, der über der Sehne AB 

den Peripheriewinkel BEA fasst und der bekanntlich durch die drei 

Doppelpunkte der Kurve « geht. Konstruieren wir noch über A-Ei 

und BJ^i bez. die Dreiecke fKE^Äy BE^B^ mit den Seiten A-4' = a, 
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EiA'=I:ä, BB'-=by E^B'==EB, so lässt sich beweisen, dass 
LB'E^A!= LBEA ist. Die Dreiecke ABE und ÄB'E, sind also kon- 
gruent; folglich ist E^ ein Doppelpunkt von s. — In Figur 8 a ist die 
Kurve s gezeichnet. Bringen wir die Koppel ^^ in die Lage A*B*^ 
die zu .42/ symmetrisch ist in Bezug auf AB, so gelangen die Punkte 
E und W^ nach E* und W\y und dann ist W\ der erste Wendepol 
und £* ein Punkt des ersten Wendekreises für die neue Systemlage, 
also offenbar wieder ein Undulationspunkt von £ mit der Tangente E*E^. 
Wir erhalten somit den Satz: Wenn bei dem Gelenkviereck f<BBA 
die Koppel AB in einer Totlage mit dem Arm A-4 einen 
rechten Winkel bildet, so beschreibt jeder Punkt E des zu- 
gehörigen Wendekreises u\ momentan einen Undulations- 
punkt. Die Bahnkurve e des 
Punktes E hat einen zweiten 
Undulationspunkt E*, und die 
Tangenten in beiden Punkten 
schneiden sich in einem Dop- 
pelpunkte £J^ von s. — Ersetzen 
wir den Punkt E durch den Ball- 
sehen Punkt K der Figur 7, so 
hat die Gerade W^K fünf unend- 
lich benachbarte Punkte mit der 
zugehörigen Bahnkurve x gemein; 
K ist also gleichzeitig ein 
Doppelpunkt der Kurve x, 
weil die Tangente in K noch 
durch den Doppelpunkt jBTj geht, 
der folglich mit K identisch ist. 

17. Fortsetzung. III. In 
Figur 9 ist ^BBA ein durch- 
schlagendes Gelenkviereck und A^B^ eine Totlage der Koppel AB, 
Zu dieser gehören bekanntlich zwei Pole ^^/^//, die Doppelpunkte 
der Involution mit den Paaren A, J^o ^°^ ^? ^o? ^^^ beiden entspricht 
die Gerade AB als Polbahnnormale. Jeder Systempunkt E befindet 
sich in der Totlage in einem „ Sonderdoppelpunkte '^ Eq seiner Bahn- 
kurve 6; diese hat ausserdem noch drei „gewöhnliche'^ Doppelpunkte 
EijE^yE^ auf dem Kreise, der über der Sehne AB den Peripherie- 
winkel BEA fasst. Liegt aber E auf dem Kreise k über dem Durch- 
messer ^/^^/z, so vereinigen sich zwei gewöhnliche Doppelpunkte mit 
dem Sonderdoppelpunkte Eq zu einem dreifachen Punkte, der Kurve 6.* 
Im vorliegenden Falle sind die beiden Rollkurven symmetrisch in Bezug 
auf die Gerade AB, die dem Pol ^f entsprechenden Wendepole W^ W^ . . . 




Über die Doppelpunkte der Koppelcurve, diese Zeitschrift Bd. 36, S. 08. 

18* 
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liegen also sämtlich auf dieser Geraden (Art. 6,V). Bezeichnen wir 
die Entfernungen der Punkte A, B, Aq, Bq, W^, W^g • • • ^^^ ^/ bez. 
mit Q, q\ r, r', 2/i; Z/2 • • •; so ist: 

Vertauschen wir ferner in Gleichung 15) r, §,-, ij; bez. mit q, Xi, yi 
und setzen .1',= 0, 9 = 90^ so ergiebt sich: 

und eine analoge Gleichung gilt für q'; wir erhalten demnach: 



</2 



= 3 Wi__i_i\ 



SoU daher der Punkt W^ mit ^^/ zusammenfallen, so muss 

-=- + - 

2/1 9 ^' 

sein, oder nach 35): 211 

^1 ""7 »•'* 
Nun sind aber ?ß/, ^^//^ A, -Bq vier harmonische Punkte, also ist auch 

'>■ 11 



d.h. j/^ = ^/^/7, oder VF*^ identisch mit ^// und der Wendekreis lc^ 
identisch mit dem Kreise Ä*. Fällt also in einer Totlage eines 
durchschlagenden Gelenkvierecks der dem Punkte ^/ ent- 
sprechende Wendepol W^ zusammen mit *i|J//, so beschreiben 
alle Punkte des Kreises w^ Undulationspunkte, und jeder 
solche Punkt befindet sich gleichzeitig in einem dreifachen 
Punkte seiner Bahnkurve. 

Dieser Fall ist in Figur 9 dargestellt. Dabei sind die Punkte "^i, 
A, ^lo beliebig angenommen, ^^u ist als der zugehörige Wendepol in 
bekannter Weise konstruiert worden; B und Bq sind die vierten har- 
monischen Punkte bez. zu ^r, ^//, A^ und ^r, ^//, A. Ein beliebiger 
Punkt E des Kreises über "^^/^^^r/ beschreibt die Bahnkurve s, die in 
Eq einen dreifachen Punkt hat mit den Tangenten ^lE^ und ^^f/£V- 
die letzte hat mit £ vier unendlich benachbarte Punkte gemein. Über- 
dies berührt der durch A, B, Eq gehende Kreisbogen die Kurve s in 
Eq und schneidet sie noch in einem Doppelpunkte, der hier ein iso- 
lierter Punkt ist. 

In der Systemlage, die "J^J/ zum Pole hat, ist dieser zugleich der 
Baiische Punkt; seine Bahnkurve pf hat also mit der Geraden AB in 
5ß/ fünf unendlich benachbarte Punkte gemein und schneidet sie zum 
sechsten Male wieder in ^/. 

IV. Hierher gehört endlich der früher behandelte Fall eines Ge- 
lenkvierecks, dessen Koppel in einer bestimmten Lage auf den beiden 
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Armen senkrecht steht * Dann beschreibt jeder Punkt der Polbahn- 
tangente, in welche hier der Kreis w^ ausartet, einen Undulationspunkt 
mit Ausnahme des Ball sehen Punktes K^ der wiederum zugleich ein 
Doppelpunkt seiner Bahnkurve ist. Sind überdies die beiden Arme 
einander gleich, so ist K der Mittelpunkt der Koppelstrecke. (Fiinf- 
punktige Geradfiihrung von Watt.) 

Aus den letzten Darlegungen folgt weiter, dass für keine Koppel- 
lage eines eigentlichen Gelenkvierecks gleichzeitig der Punkt W^ mit 
$ und TFj"* mit W^ zusammenfallen kann; es können also nicht alle 



Fig 9. 



. . Pi 




Punkte von w^ zugleich Bahnstellen mit fünfpunktig berührender 
Tangente durchschreiten. 

18. Der Pol als Systempunkt. Polkurve und Übergangs- 
kurve. Nach Art. 9 beschreibt der Punkt ^ im allgemeinen eine 
Schnabelspitze mit endlichem Krümmungsradius r, wenn für die be- 
trachtete Systemlage f/o = ist. Nun verschwindet t/o entweder, wenn 
y'^O, oder wenn tf = 90® ist. Im ersten Falle muss auch a (oder ß) 
gleich Null sein, und dann ist ^ identisch mit dem Punkte Ä^ der 
einen Kreis um A durchläuft und sich augenblicklich in einem Umkehr- 
punkte seiner Bahn befindet. Es bleibt somit nur die Bedingung d = 90®, 
ib. der Systempunkt ^ beschreibt eine Schnabelspitze, wenn 

* Konstruktion der Burm est ersehen Punkte u.s.w., zweite Mitteilung 8.145, 
▼erglauch Allievi S. 148. 
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die Gerade^^ auf dem festen Gliede AB senkrecht steht (Fig. 10). 
Dann ist nach Gleichung 19): 



yi=Ä 



sm y 



und aus 24') ergiebt sich: 



sin a sin (i cos y 



^3 =-3^1 



sin y 



sina sinp cos'y 



[cos(a - ß)cosy — sin(a + /i)siny], 



also wird nach 17): 



r = 



hl 



cos a cos ß 



Flg 10. 



1 + tan a tan (i — (tan a -f tan^) tan y 

Um daher den Kriimmungsmittelpunkt 3JI zu konstruieren, ziehen 
wir die Geraden A2)J. ^A, B3)_L^B; dann ist 5ßS) die positive Pol- 

bahntangeute t. Bestim- 
men wir femer die Schnitt- 
punkte ®, (5, % von ^$ 
bez. mit den Geraden 
AS .L ^B, sowie A® und 
BfJ JL AB, machen auf 
^C die Strecke 

und ziehen durch ^ zu 
®3) eine Parallele, so 
trifft diese t in ÜW. Der 
zugehörige Krümmungs- 
kreis hat in ^ mit der 
Kurve p ftinf zusammen- 
fallende Punkte gemein; 
er schneidet sie folglich 
noch in einem reellen 
-"" Punkte. 

Der Krümmungsradius r wird unendlich gross, wenn 
_ l+tana tanp _ $© 
*^^ ^ tana + tanß "~ ©A+~§B" 

ist. Der Punkt ^ hat dann wieder das Aussehen einer gewöhnlichen 
Spitze der Kurve p, aber mit fünfpunktig berührender Tangenten. 

Berechnen wir in Figur 10 den Winkel a aus den Seiten a, 6, c, d 
des Gelenkvierecks, so finden wir eine Gleichung sechsten Grades für 
sin a. Diese bestimmt zwölf Lagen des Armes B JB, die paarweise in 
Bezug auf AB symmetrisch sind, und jeder von ihnen entspricht eine 
Koppellage, für welche ^§ senkrecht steht auf AB. Bei jedem Ge- 
lenkviereck giebt es also im allgemeinen zwölf Koppellagen, 
für welche der Pol eine Schnabelspitze beschreibt. 

Das soeben erhaltene Resultat ^eht in Zusammenhang mit der 
früher behandelten Frage nach der Gestaltung aller Bahnkurven, die 
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von den sämtlichen Punkten der Koppelebene beschrieben werden * 
Wir haben als Übergangskurve q der bevregten Ebene den Ort der- 
jenigen Systempunkte bezeichnet, welche Bahnkurven mit zwei zu- 
sammenfallenden Doppelpunkten beschreiben; die Kurve q ist von der 
zehnten Ordnung und hat Doppelpunkte in A und B und vierfache Punkte 
in den imaginären Kreispunkten. Andrerseits befinden sich alle die- 
jenigen Systempunkte, deren Bahnen eine Spitze enthalten, auf der 
Polkurve p, einer bizirkularen Kurve achter Ordnung mit vierfachen 
Punkten in A und B, Die Kurven p und q zerschneiden die Koppel- 
ebene in eine Anzahl von Feldern in der Weise, dass alle Punkte 
desselben Feldes Bahnkurven beschreiben, die in Bezug auf ihre 
Doppelpunkte denselben Charakter besitzen. Nun entsteht eine Schnabel- 
spitze aus der Vereinigung eines Knotenpunktes mit einer gewöhn- 
lichen Spitze; demnach liegt jeder Punkt X der Koppelebene, der eine 
Bahnkurve mit Schnabelspitze erzeugt, zugleich auf den beiden 
Kurven p und q. Den Systempunkten auf q zu beiden Seiten von 
X entsprechen Bahnkurven mit drei Doppelpunkten, von denen zwei 
zu einem Selbstberührungspunkte vereinigt sind. Jeder von diesen 
letzten zwei Punkten hat also für sich den Charakter eines Knoten- 
punktes, und nur für die Stelle X wird einer von ihnen zur Spitze. 
W^ir schliessen daraus, dass wir beim Durchlaufen der Übergangskurve 
in X die Polkurve nicht überschreiten, denn andernfalls würde sich 
hierbei ein Knotenpunkt in einen isolierten Punkt verwandeln. Die 
Kurven p und q berühren sich demnach in X. Da nun beide Kurven 
von den Punkten A und B und den imagii;ären Kreispunkten ab- 
gesehen noch 8 -10 — 4-8 = 48 Punkte geraein haben, so ergiebt sich der 
Satz: Die Übergangskurve und die Polkurve berühren sich in 
den zwölf Punkten, welche Bahnkurven mit Schnabelspitze 
beschreiben, und sie schneiden sich überdies noch in vier- 
undzwanzig Punkten. Ein solcher Schnittpunkt beschreibt eine 
Bahnkurve mit einem Selbstberührungspunkt und einer Spitze. 

* Über die Doppelpunkte der Koppelkurve, diese Zeitschrift ßd. 34 S. 303 
und 372. 
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Anwendung der Integralkurve zur Yolumteilung. 



Von 

Ernst Brauer 

in Karlsruhe. 



Die zeichnerische Beschäftigung mit der Integralkurve neben dem 
Studium der Differential- und Integralrechnung ist sehr geeignet, die 
Schwierigkeiten überwinden zu helfen, welche dem Anfänger die Grund- 
begriffe dieser Wissenschaft bereiten. 

Als Übungsbeispiel hierzu eignet sich u. a. die Aufgabe, für ein 
durch Zeichnung gegebenes Gefäss von der Form eines Rotations- 
körpers den Rauminhalt zu bestimmen und durch Horizontalebenen in 
eine gewisse Anzahl, z. B. zehn, gleiche Teile zu teilen. 

Sind X und y die in der Figur eingeschriebenen Koordinaten eines 
beliebigen Punktes A der Meridianlinie, V das den Koordinaten ent- 
sprechende Teilvolum, so ist: 

1) dV^Tix^dy, 

Ersetzt man x^ durch das Rechteck aee, dessen Seite a für alle 
X konstant, dessen z* aber mit x veränderlich ist, so kann ti nach der 
Gleichung: 

2) ^=^ 

mittels ähnlicher Dreiecke konstruiert werden, und man erhält in der 
Form: 



= 7ca I ui 



3) V = Tta I udy 



das Volum dargestellt als Prisma von der Höhe na und einer Grund- 
fläche, welche dem Integral entspricht. 

Wird nun auch diese Fläche in ein Rechteck von der konstanten 
Basis h und der mit ?/ veränderlichen Seite v verwandelt, d. h.: 

y 



4) / // djj — h V 



gesetzt, wonach auch 
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SO folgt aus 3) und 4): 
6) 
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dy b' 



V= Ttahv. 



Das Teilvolum V ist hiernach, da jtab konstant, mit v direkt 
proportional, und, wenn zu jedem y der Wert von v bekannt ist, so 
kann auch för die gleichmässig abgestuften V oder v die entsprechende 
Höhe y gefunden werden. 

Die Konstruktion zerfällt in die punktweise Verzeichnung der 
abgeleiteten Kurve mit den Koordinaten y und u und in die Zusammen- 
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Setzung der Kurve {y, v) als Integralkurve zu (y, ii) aus tangentialen 
Elementen. 

Für die erste Aufgabe dient als Grundlage Gleichung 2). Pro- 
jiziert man den beliebigen Punkt A der gegebenen Kurve {x, y) auf 
die X-Axe nach B, trägt auf der F-Axe die beliebig gewählte Strecke 
« als CD auf, zieht femer durch A unter 45® die Linie AE und 
durch E die Parallele zu JSD, so schneidet diese auf der Horizontalen 
durch A den Punkt F an als Punkt der (y, w)- Kurve; denn es folgt 
aus der Ähnlichkeit der Dreiecke FGE und BCI): 
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FCr:GE = BC: CD, 

was mit Gleichung 2) identisch ist. 

Die Konstante fe, deren man für die Konstruktion der Integral- 
kurve bedarf, ist willkürlich. Sie kann sonach gleich a gesetzt werden, 
was in unserer Zeichnung geschehen ist. Projiziert man F auf die 
Horizontale durch D nach H und verbindet H mit C, so ist: 

HDiCI)^ u : 6, 

sonach muss das in der Horizontalen durch A liegende Element der 
Integralkurve mit Rücksicht auf Gleichung 5) die Richtung von HC 
haben. In derselben Weise bestimmt man die Tangentenrichtung der 
Integralkurve für eine hinreichend grosse Zahl von Punkten der ?/m -Kurve 
und setzt durch Ziehen von geradlinigen Elementen parallel zu den 
entsprechenden CH die vollständige Kurve zusammen. Als beliebiger 
Anfangspunkt hierbei ist C gewählt worden. Die Strecke JK ist der 
Wert V für den ganzen Gefässinhalt. Dieser ist sonach: 

r,= 7tCD'CD'JK. 

Teilt man JK in zehn gleiche Teile, zieht durch die Teilpunkto 
senkrechte Linien bis zur Integralkurve und durch die Schnittpunkte 
horizontale Linien, so sind diese die linearen Projektionen der ge- 
suchten Teilebenen. 

Nach Gleichung 6) kann man natürlich auch für einen beliebigen 

Wert von V die Strecke 

V 

V = - — j- 
Tcah 

berechnen und dazu mit Hilfe der Integralkurve das entsprechende y 
suchen, d.h. angeben, wie hoch die Flüssigkeit steht, wenn ihr Volum 
gegeben ist. 

Die Aufgabe lässt sich durch die Form der gegebenen Profilkurve 
sehr variieren, mehr noch durch Neigung der Axe oder durch Auf- 
geben der Rotationsform. In diesem Falle wird die Aufsuchung der 
(yu)-Kiu\ej deren u den horizontalen Querschnitten proportional sein 
müssen, eine viel verwickeitere Aufgabe, die am besten mit dem Plani- 
meter gelöst wird. 

Technische Anwendung findet die behandelte Aufgabe, abgesehen 
von der Calibrierung von Messgeflissen, Büretten u. s. w. im grossen, 
wenn es sich darum handelt, Wasserbehälter von mehr oder weniger 
unregelmässiger Form zu füllen oder zu entleeren. Bei gleichmässigem 
Zu- oder Abfluss entsprechen die Horizontalebenen gleicher Volum- 
abschnitte auch gleichen Zeitabschnitten. 

Für schwimmende Gefässe findet sich in gleicher Weise die 
Tauchtiefe für gegebene Wasserverdrängung, d. h. für bestimmte Be- 
lastung. 
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Auch in der Turbinentheorie hat die Aufgabe praktische An- 
wendung^ sofern man die Lagen, in welche eine materielle Ebene in 
einem Turbinenkanal nach gleichen Zeiten gelangt, angenähert durch 
Einteilung der ganzen Kanalfülle in Abschnitte gleichen Volums be- 
stimmen kann. Aus diesen Lagen lassen sich näherungsweise die 
Wassergeschwindigkeiten, ferner die Beschleunigungen und danach die 
Verschiedenheiten des Druckes in den einzelnen Punkten, z.B. auch die 
Flächen gleichen Druckes sowie die für die Triebkraft massgebenden 
Unterschiede des Druckes auf Rücken- und Brustfläche der Schaufeln 
ermitteln. 



Über Xa^^hbargebiete im Räume. 

Von Faul Stäokel in Kiel. 

Wenn man ein System von Gebieten auf einer Oberfläche, deren 
jedes an jedes andere grenzt, und zwar immer längs einer Linie, nicht 
bloss in Punkten, Nachbargebiete nennt, so entsteht die Frage, welches 
die Maximalzahl der Nachbargebiete auf einer Fläche von gegebenem Ge- 
schlechte ist.* 

Ganz entsprechend wird man im Baume ein System von dreifach 
aasgedehnten Gebieten, deren jedes an jedes andere grenzt, und zwar 
immer längs einer Fläche, nicht bloss in Punkten oder Linien, Nachbar- 
gebiete nennen, und es wird abermals die Frage nach der Maximalzahl 
der Nachbargebiete entstehen. Während jedoch bei zweifach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeiten diese Maximalzahl eine bestimmte, endliche Zahl ist^ 
lässt sich zeigen, dass man im Räume beliebig viele Nachbar- 
gebiete konstruieren kann. 

Um dies nachzuweisen, denke ich mir eine Ebene beliebig in n ge- 
trennte Gebiete geteilt und senkrecht über diesen Gebieten Cylinder kon- 
straiert, die durch eine zweite parallele Ebene begrenzt werden. Diese so 
begrenzten Cylinder mögen der Reihe nach mit 1, 2, 3,..., w bezeichnet 
werden. Ihre oberen Endflächen teile man in je w — 1 getrennte Gebiete, 
die beim v*®" Cylinder die Nummern: 

1,2,..., v-1, r + 1,. . ., n 

tragen sollen. Jetzt verbinde man diese Gebiete auf der oberen Endfläche des 
v*M Cylinders durch schlauchartige Gebilde mit denjenigen Gebieten der n — 1 
übrigen Cylinder, welche die Nummer v tragen. Indem man dieses Ver- 



* Man vergleiche die Abhandlung: Tber das Problem der Nachbar- 
gpbiete von L. Heffter (Mathematischo Annalcn, Bd. 38, 1891, S. 477— 508), wo 
auch die weitere Litteratur über den Gegenstand angegeben ist. 
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fahren für alle Werte v = 1, 2, . . ., n durchführt und darauf achtet, dass 
die Schläuche getrennt voneinander verlaufen, erhält man 

A«(n-1) 

Ver]i)indungsräume , in deren Mitte man inmier eine Scheidewand anbringen 
kann. Jeder der 7i Cylinder bekommt somit « — 1 Auswüchse , die zu ihm 
gerechnet werden sollen, und es ergeben sich so n Gebiete im Räume, 
von denen jedes mit jedem eine Grenzfläche, nämlich eine jener 

Scheidewände, gemeinsam hat. Mithin 
ist die Anzahl der Nachbargebiete im 
Räume beliebig gross. 

Will man zu einer endlichen An- 
zahl von Gebieten gelangen, so muss 
man eine weitere Beschrankung hin- 
zufügen. Eine solche Beschrankung 
könnte etwa darin bestehen, dass die 
Nachbargebiete lauter konvexe Poly- 
eder sein sollen. Einer Mitteilmig von 
Herrn Heffter, dem ich diese Aufgabe vorlegte, entnehme ich, dass in 
der Ebene vier konvexe Polygone Nachbargebiete sein können. Die ent- 
sprechende Konstruktion im Räume ergiebt fünf Nachbargebiete der ver- 
langten Art. Es scheint, als ob es nicht mehr giebt; jedoch ist mir ein 
strenger Beweis hierfür noch nicht gelungen. 




Über einen Mechanismus, dnrch den ein beliebiger Winkel 

in eine beliebige ungerade Anzahl gleicher Teile geteilt 

werden kann. 

Von A. Korselt in Meerane i. S. 

Man nennt die Auflösung einer geometrischen Aufgabe nur dann ele- 
mentargeometrisch, wenn sie mit Zirkel und Lineal geschehen kann. Die 
Grunde dafür sind rein praktische. Diese Werkzeuge sind die denkbar ein- 
fachsten und daher genauesten und sind fttr den Mittel Schulunterricht 
mehr als ausreichend. An sich aber kann jede Auflösung geometrisch ge- 
nannt werden, die durch Modelle auf Grund geometrischer Sätze in der 
Theorie absolut, in der Praxis hinlänglich genau ausgeführt werden kann. 
Der Begriff „geometrische Lösung" hängt also von den Fortschritten der 
praktischen Mechanik ab, und Probleme, die zur Zeit nicht elementar lös- 
bar sind, können es durch Konstruktion geeigneter Instrumente werden. 

Ein Beispiel ist die Vielteilung eines beliebigen Winkels, wovon die 
Dreiteilung besonders berühmt geworden ist. Nur für diesen Fall waren 
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bis vor kurzem Lösungen bekannt. Sie erfordern die Konstruktion einer 
nicht elementaren Kurve, sei es eines Kegelschnitts oder einer höheren 
Linie. Das ist umständlich und ungenau, also ohne praktische Be- 
deutung. Nur die in dieser Zeitschrift Bd. 38, litterarische Abteilung S. 37 
beschriebene Vorrichtung von Pegrassi macht eine Ausnahme. 

Neuerdings hat aber der Stadtrat Herr Dr. jur. Clauss in Meerane 
einen Mechanismus zur beliebigen Ungeradteilung eines beliebigen Winkels 
konstruiert und für die Drei- und Fünfteilung wirklich herstellen lassen, 
der nach meiner Erfahrung in diesen beiden Fällen hinlänglich genau 
arbeitet. Der Erfinder hat ihn als Gebrauchsmuster unter der Bezeichnung 
„der Clauss sehe Winkel" beim kaiserlicheil Patentamte angemeldet. 

Das Instrument besteht aus einem in seinem Scheitel beweglichen 
Winkel, zwischen dessen Schenkeln verschiebbare Verbandstücke so an- 
gebracht sind, dass je zwei der- 
selben stets Winkel bilden , die der 
Reihe nach das Drei -, Fünf-, Sieben- 
u. s. w.- fache des ersten Win- 
kels sind. 

Wenn man, wie in neben- 
stehender Zeichnung, auf den 
beiden Schenkeln eines Winkels 
A = a gleiche Strecken ÄB^ und 
AB^ je = a abträgt und mit der- 
selben Länge von den Endpunkten 
aus je den anderen Schenkel des 
Winkels a in Cg und C\ durch- 
schneidet, so ist der Winkel cf^ 
der letzteren Geraden gleich Sa. 
Macht man dieselbe Konstruktion 
von C\ und 6^ aus, so ist 
<)C oTg = 5 a u. s. w. 

Der Beweis ist durch Aussen- 
winkel zu führen. 

In der Vorrichtung sind nun 
die Punkte B^ und B^ festgelegt, 
die Längen B^C^, B^C\, C\I)^, 
C^D^ u. s.w. dagegen verschieben 
ihre Endpunkte bei einer Ver- 
änderung des Winkels a von selbst 
auf den Schenkeln. 

Wird der Schenkel ÄBj^ festgehalten, der andere bewegt, so be- 
schreiben die Punkte M^M^^ . , . algebraische und zwar unikursale Kurven 

mit tg- als Parameter. Die Kurve von M^ bestimmt sich z.B. aus den 

Gleichungen (A Ursprung, ÄB^^ positive x-Axe des Koordinatensystems): 
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(AM,) J^tg.|^«<, 

Schafft man hieraus vermittelst der bekannten Beziehung: 
. _ 4m(l-w') 

den Winkel a heraus und lässt die triviale Lösung y = ausser Betracht, 
so erhält man als Gleichung des gesuchten Ortes; 

Durch das beschriebene Instrument sind alle Dreieckskonstruktionen 
aus Seiten, Höhen, Mittellinien, Radien des Umkreises, der In- und An- 
kreise, aus inneren und äusseren Winkelhalbierenden lösbar. Nur die 
inneren Winkelhalbierenden für sich machen eine Ausnahme (eine Mitteilung 
des Verfassers hierüber wird im nächsten Hefte dieser Zeitschrift erscheinen). 
Der praktische Zeichner (z. B. Musterzeichner oder Omamentenzeichner) wird 
damit beliebige Kreisbogen teilen und so leichter Verzierungen entwerfen 
können. 



Zur Theorie der Gleichung -? ^^ = a^A^? auf Grnnd 

der Kirehhoffseheu Gleichung für das Uuyghenssche 

Prinzip. 

Von J. Jung in Prag. 

Nach dieser Gleichung giebt alle, gewisse Stetigkeitsbedingungen er- 
füllende Lösungen von 

in einem Kaum teil T mit der Begrenzung s das Integral: 

i 

. \cn \ a) ar cn et r ^\ a) J 

wo P, (? bloss alle diejenigen Paare von mit i veränderlichen Wert- 
verteilungen Über s zu sein brauchen, bei denen 

2) g,,= 

für alle Punkte ausserhalb T, 
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Trifft 2) nicht zu, dann giebt P, Q durch (p^ zwar auch stets eine 
Lösung von l) im ganzen Räume, aber in T nichts Neues gegentlber den 
Paaren gemäss 2). — Die Werte q)^ ausserhalb T sind die stetige Fort- 
setzung der inneren, falls nicht P = 0. 

Dies und die weiteren Betrachtungen sind Nachbildungen der Poin- 
c areschen über die Gleichung: 

Agp + k^q> = 0. 

(„Mathematische Theorie des Lichtes", übersetzt von Gumlich und 
Jaeger, 1894, S. 73 flg.) 

Denn sind J = const. , rj = const. zwei rechtwinklige Kurvenscharen 
auf 5, und ist a ein Punkt unendlich nahe dem 5 -Punkte y auf deren 
Normale ausserhalb T und ß ein solcher in T, so gilt beim Überschreiten 
von s: 



3) 



( gP 4-g+y<Po \ _ / gp + g + yqpp \ 
V^lpÖTßCn'- )ß \ ö^p'öriQ'dnr Ja 



V,' 



wo 



d = 



dt' 






11 



Dabei ist ö'^P==P. 3) ergiebt sich, wenn nach Herleitang von 

— unter (> = in 3) enthalten — die Unabhängigkeit des A vom 
Koordinatensystem und der Bestand von l) für q>Q beiderseits von s be- 

achtet wird. -07- z. B. links in 3) bedeutet die Differentiation in der Rich- 
tung parallel der Tangente an »; = const. durch y. 

4) zeigt, dass 2) nicht bloss notwendig, sondern auch hinreichend ist 
zu stetiger Fortsetzbarkeit eines gegebenen P gemäss 1) in T hinein derart, 
dass der Differentialquotient der Fortsetzung nach 71 längs s zur gegebenen 
Wertverteilung Q wird. Denn beim Bestand von 2) verschwinden die 
Subtrahenden links in den Gleichungen 4). 



Digitized by VjOOQIC 



280 



Kleinere Mitteilungen. 



Aufgabe 2 * 

Von C. B. 

Der gewölbte, einen Ümdrehungskörper bildende Boden — vergl. Ab- 
bildung — schliesst einen Hohlcylinder von der Lichtweite 2(rt + s), mit 
dem er durch Nietung verbunden ist, ab. Die Meridianlinie der InnenflScbe 
des Bodens setzt sich zusammen: aus den zwei Kreisbögen von den Halb- 
messern R bezw. r und aus einer Geraden, welche im Abstände a von der 
Umdrehungsaxe liegt und den Kreisbogen vom Halbmesser r berührt. Die 




i / / 

Wandstärke des Bodens ist s. In dem Hohlcylinder befindet sich eiue 
Flüssigkeit von der Pressung PtJccf/qcm^ ausserhalb desselben eine solche 
von der Pressung pay sodass der Boden einem inneren Überdruck Pi — pa 
ausgesetzt ist. 

Es wird vierlangt: 

1. Bestimmung der elastischen Fläche, in welche die ursprüngliche 
Mittelfläche unter Einwirkung von Pi und p« übergeht, 

2. Die Ermittelung der Anstrengung des Bodens an einer beliebigen 
Stelle, 

3. Bestimmung des Ortes und der Grösse der stärksten Inansprucli- 
nahme, welche in dem Boden auftritt. 



Vergl. Anmerkung 3, Heft 1, S. 63 dieses Bandes. 
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Der kubisohe Kreis mit Doppelpunkt. 



Von 

Dr. Chr. Bf.yel 

in Zürich. 



Ein Kreis wird bekanntlich durch zwei projektivische Büschel 
hervorgebracht, für welche der Winkel von zwei Strahlen des einen 
Büschels der Grösse und dem Sinne nach gleich dem Winkel der ent- 
sprechenden Strahlen ist. Eine Verallgemeinerung dieser Erzeugungs- 
weise führt zu Kurven w*®' Ordnung mit einem n — Ifachen Punkte. 
Wir untersuchen unter diesen Kurven eine solche von der dritten Ord- 
nung, welche als eine der einfachsten Typen einer Kurve dritter Ord- 
nung betrachtet werden kann. Wir stellen diese Kurve mit Hilfe von 
Zirkel und Lineal dar und leiten dabei eine Reihe von Eigenschaften 
ab. Um uns bei dieser Darstellung einfach ausdrücken zu können, 
wollen wir die Kurve mit K^ bezeichnen und kubischen Kreis mit 
Doppelpunkt nennen. Der Gang unserer Überlegungen wird zeigen, 
dass dieser Name durch manche Analogien der Kurve mit dem Kreise 
gerechtfertigt wird. 

Wir schicken unserer Untersuchung einige Bezeichnungen voraus, 
welche oft wiederkehrende Gebilde durch ein Symbol auszudrücken 
gestatten. Wir bezeichnen mit: 

Sby Sd Strahlenbüschel mit den Scheiteln B,D, h, d seien resp, 
Strahlen der Büschel. 

(D), {B) seien Kreise mit den Mittelpunkten 2), B. 

Ip) A sei ein Kreis durch A, dessen Mittelpunkt D ist. 

(7)) a sei ein Kreis aus D, welcher die Linie a berührt. 

\Ä\, [AB]y [ABC] seien Kreise durch A, AB, ABC. 

[Aa\ sei ein Kreis, der a in A berührt. 

[ABh\ sei ein Kreis durch A und By welcher h in B berührt. 

Jg sei eine Punkteinvolution auf der Geraden g. 

Ji sei eine Strahleninvolution am Scheitel B. 

Zeitschrift f. Mathematik a.Phytik. 42. Jahrg. 1897. 6. Heft. 19 
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Dor kubische Kreis mit Doppelpunkt. 



I. 

1. Wir gehen von zwei Strahlenbüscheln Sa und Sf, aus. Wir ordDen 
die Strahlen der Büschel in der Weise einander zu, dass je zwei 
Strahlen des Büschels S^ einen Winkel einschliessen, der gleichgerichtet 
und doppelt so gross ist wie der Winkel der entsprechenden Strahlen 
des Büschels S^- Diese Zuordnung wird durch ein entsprechendes 
Paar d, h bestimmt. Wir beweisen, dass sich entsprechende Strahlen 
beider Büschel in Punkten einer Kurve dritter Ordnung schneiden und 
diese Kurve ist Z' (Fig. 1). 

Um den Beweis zu führen, legen wir durch den Schnittpunkt P 
von d und b einen Kreis [DPb]y welcher durch D geht und 6 in P 




berührt. Wir benutzen diesen Kreis zur Konstruktion weiterer Strahlen- 
paare der Büschel. Soll etwa zu d^ der entsprechende Stralil h^ ge- 
funden werden, so zeichnen wir im zweiten Schnittpunkte von d^ mit 
[DPb] die Tangente t. Wir ziehen durch B eine Parallele zu t Diese 



ist &! weil 



<Xdd,^^<):bt^^<):bb,, 



Suchen wir zu 6^ den Strahl d^, so ziehen wir an [DPb] die 
Tangenten, welche parallel bj^ sind und zeichnen ihre Berührungspunkte. 
Durch jeden dieser Punkte und D geht ein Strahl, welcher fcj ent- 
spricht. 
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Aus dieser Konstruktion schliessen wir, dass jedem Strahle rf ein 
Strahl h entspricht. Jedem Strahle h korrespondieren aber zwei Strahlen 
TOD S^, Die zwei Büschel stehen also in einer einzweideutigen 6e- 
Ziehung. Folglich ist der Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen 
eine Kurre dritter Ordnung. D ist ein Doppelpunkt; B ist ein ein- 
facher Punkt von X'. 

2. Wir ziehen aus der Darstellung von K^ mit Hilfe von [DPI] 
einige Schlüsse. Jeder Durchmesser m von [2)P6] schneidet diesen 
Kreis in zwei Punkten, deren Tangenten zu einander parallel sind. Der 
Parallelstrahl 6* durch B zu diesen Tangenten entspricht also den 
zwei Strahlen d*, d^*, welche durch die Berührungspunkte der Tan- 
genten gehen. Dreht sich m um den Mittelpunkt M von [DPh], so 
bilden die Strahlenpaare d*d^* eine Rechtwinkelinvolution J^. Ihre 
Paare sind durch K^ den Strahlen des Büschels St, eindeutig zugeordnet. 
Wir charakterisieren diese Zuordnung näher, indem wir sie für die 
Doppelstrahlen von J4 untersuchen. Im allgemeinen entsprechen ihnen 
Strahlen durch jB, welche in den resp. Schnittpunkten mit den Doppel- 
strahlen die Kurve K^ berühren. In unserem Falle schneiden diese Doppel- 
strahlen den Kreis [DPfe] in den imaginären Kreispunkten. Ziehen 
wir durch B zu den Tangenten in diesen Punkten die Parallelen 6*, 
so gehen sie ebenfalls durch die imaginären Kreispunkte und tre£Pen 
also in diesen die entsprechenden Strahlen d*. Folglich berühren die 
Geraden &* die Kurve Ä' in den imaginären Kreispunkten. Wir 
schUessen daher: 

Ordnen wir die Paare einer Rechtwinkelinvolution den 
Strahlen eines Büschels in der Weise eindeutig zu, dass 
die Doppelstrahlen der Involution aus den entsprechenden 
Strahlen des Büschels die imaginären Kreispunkte schneiden, 
so entsteht der kubische Kreis mit Doppelpunkt. Er ist 
zirkulär und die Tangenten an K^ in den imaginären Kreis- 
punkten schneiden sich in einem Punkte B der Kurve. 

Wir nennen diesen ausgezeichneten Punkt B der Kurve Brennpunkt. 

Wir bemerken noch, dass die Zuordnung zwischen J^ und S^ durch 
ein Paar der Rechtwinkelinvolution und den entsprechenden Strahl 
des Büschels bestimmt wird. 

3. Die bewiesenen Darstellungen von K^ führen zu weiteren Eigen- 
schaften der Kurve. 

Bezeichnen wir die Strecke zwischen zwei Punkten von AT', welche 
— ausser B — auf eioer Geraden durch B liegen, als Brennpunkt- 
Sehne, so folgt: 

Jede Brennpunktsehne erscheint vom Doppelpunkte aus 
unter rechtem Winkel. 

Zwei Brennpunktsehnen, welche aufeinander senkrecht stehen, 
seien zu einander konjugiert. Dann ergiebt sich aus den Winkel- 
eigenschaften, welche die Erzeugung von K^ definierten (1): 

19* 
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Wird eine Brennpunktsehne voni Doppelpunkte D aus 
durch das Rechtwinkelpaar dd^ projiziert, so muss die kon- 
jugierte Sehne von D aus durch die Halbierungslinien von 
dd^ projiziert werden. 

Aus diesem Satze schliessen wir, dass B im allgemeinen Falle 
keine Brennpunktsehne halbiert; denn läge B in der Mitte einer Brenn- 
punktsehne, so müssten nach bekannten Kreiseigenschaften diQ End- 
punkte dieser und der konjugierten Sehne mit D auf einem Kreise 
liegen, der B zum Mittelpunkte hat. Dann ist dieser Kreis ein Teil 
der Kurve K^, d. h. diese Kurve degeneriert. 

In der Projektivität von Ja und S(, korrespondieren im allgemeinen 
dem Verbindungsstrahle der Scheitel die resp. Tangenten in diesen 
Scheiteln. Daraus folgt für Ä»: 

Die Tangenten qr im Doppelpunkte von K^ stehen zu 
einander senkrecht und gehen durch die zwei Punkte, welche 
der zu DB senkrechte Durchmesser von [DPb] aus diesem 
Kreise schneidet. 

Für die Tangente s in B folgt: 

DB schneidet \DPb] zum zweiten Male in einem Punkte, 
dessen Tangente parallel s ist. 

Nun bildet die Tangente a in 2) an [DPb] mit DB denselben 
Winkel wie die Tangente im zweiten Schnittpunkte von DB mit dem 
Kreise [DPb], Also folgt: 

Die Tangente a in D an [DPb] und die Tangente s iu B 
an K^ sind Seiten eines gleichschenkligen Dreiecks, dessen 
Basis DB ist. 

Der Tangente s entspricht in der Projektivität von Ja und S^ ausser 
DB noch die Gerade m, welche in D zw DB senkrecht steht. Folg- 
lich schneidet n aus s einen Punkt O von K^, 

Der Tangente a in D an [DPb] entspricht eine Parallele durch JB. 
Daraus folgt: 

Der reelle unendlich ferne Punkt von K^ liegt auf a. 

Spezialisieren wir das Gesetz über konjugierte Brennpunktsehnen 
für qr und BD, so folgt: 

Die Normale j? in B zu BD wird von den flalj)ierungs- 
linien des Winkels qr in zwei Punkten der Kurve K^ ge- 
troffen. 

Der Geraden m des Büschels 5^, welche durch den Mittelpunkt M 
des Kreises [DPb] geht, entspricht eine Linie /, welche zu m senk- 
recht steht. Daraus schliessen wir: 

Fällen wir aus B die Senkrechte aufm, so liegt ihr Fuss- 
punkt F auf Z». 

Durch B geht — ausser b — eine zweite Tangente ft* an [DPb], 
Der Strahl des Büschels Äj, welcher dieser Tangente entspricht, muss 
durch ihren Berührungspunkt P* gehen. F^olglich liegt JP* auf K\ 
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4. Indem wir K^ aus 'dem Kreise [DPh] konstruierten, haben wir 
angenommen, dass dieser Kreis durch einen beliebigen Punkt P von 
K^ geht. Es giebt also unendlich viele Kreise, aus denen K^ in 
gleicher Weise konstruiert werden kann. Alle diese Kreise haben in 
D dieselbe Tangente a, weil a parallel zu der reellen Asymptote von 
K^ ist. Sie bilden ein Büschel von Kreisen [Da] und wir unter- 
suchen nun die Beziehungen dieses Büschels zu K^. 

Wir haben gesehen, dass die Tangenten durch B an [DPb] diesen 
Kreis in Punkten P, P* von K^ berühren. Verallgemeinem wir dies 
für die Kreise [Da], so folgt: 

Konstruieren wir aus einem Punkte B die Tangenten an 
die Kreise eines Büschels [Da], so ist K^ der Ort der Be- 
rührungspunkte. 

Wir erhalten die Berührungspunkte, indem wir über B und den 
resp. Mittelpunkten M der Kreise [Da] die Kreise [3IB] beschreiben. 
Die Mittelpunkte aller Kreise [Da] liegen auf m. Also liegen die 
Hittelpunkte der Kreise [3iB] auf einer Linie m* parallel w, welche 
die Entfernung Bm halbiert. Folglich bilden die Kreise [MB] ein 
Büschel, welches B und F zu Grundpunkten hat. Wir können daher 
K^ auch durch zwei Kreisbüschel wie folgt ableiten: 

Gegeben sei ein Kreisbüschel [Da] und ein zweites [BF]. 
Die Centrale des ersten Büschels stehe in F zu derjenigen 
des zweiten Büschels senkrecht. Konstruieren wir einen 
Kreis [BF] durch den Mittelpunkt eines Kreises [Da], so 
liegen die gemeinsamen Punkte beider Kreise auf K^. 

Die Berührungspunkte PP* der Tangenten, welche aus B an 
einen Kreis [Da] gehen, liegen auf einem Kreise (B). Dieser steht 
zum Kreise [Da] senkrecht. Wir finden daher K^ auch nach folgendem 
Gesetze: 

Konstruieren wir zu jedem Kreise (B) eines konzentrischen 
Büschels den orthogonalen Kreis, welcher eine gegebene 
Gerade a in einem gegebenen Punkte D berührt, so liegen 
die Schnittpunkte dieser Kreispaare auf einer Kurve K^. 

Für besondere Kreise der erwähnten Büschel ergiebt sich noch: 

Der Kreis [Da] durch B berührt in B die Kurve K^. Der 
Punkt B erscheint als Nullkreis der Kreise (B) und berührt 
als solcher K^ dreifach u. z. in B und in den imaginären Kreis- 
punkten. 

5. Wir wenden uns nochmals zum Büschel der Kreise [Da]. 
Ziehen wir durch B die Tangenten an einen Kreis des Büschels, so 
liegen ihre Berührungspunkte PP* (Fig. 1) auf der Polare von B in 
Bezug auf den Kreis. Nach einem bekannten Satze gehen aber die 
Polaren eines Punktes in Bezug auf die Kreise eines Büschels durch 
einen Punkt. Dieser liegt auf 5; denn s ist die Polare von B in Bezug 
auf den Kreis [DaB] des Büschels. Ferner liegt dieser Punkt auf 
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der Polare von B in Bezug auf den Nullkreis D des Büschels. Diese 
Polare steht in D zu BD senkrecht, d. h. sie fällt mit n zusammen. 
Folglich ist der Schnittpunkt G von n und s derjenige Punkt, durch 
welchen die Polaren von B gehen. Sie bilden ein Strahlenbflschel S^, 
Zu jedem Kreise [Da\ gehört ein Strahl g des Büschels. Derselbe 
steht zu der Linie senkrecht, welche B mit dem Mittelpunkte 3£ von 
[Da] verbindet. Dreht sich jetzt g um G, so gehört zu jeder Lage 
von g eine Normale durch B. Der Ort der Schnittpunkte dieser ent- 
sprechenden Geraden ist ein Kreis. G und B sind die Endpunkte 
eines Durchmessers. D liegt auf dem Kreise, weil 

<): GDB = 90^ 

Sein Mittelpunkt ist der Schnitt von s mit a, weil dieser Punkt 
die Spitze des gleichschenkligen Dreiecks ist, welches BD zur Basis 
hat. m berührt den Kreis, weil w J_ a. Benutzen wir [DBG] um 
die Zuordnung der Linien g zu den Kreisen [Da] zu vermitteln, so 
gelangen wir zu folgender allgemeinen Konstruktion von K^. 

B, G seien die Endpunkte eines Kreisdurchmessers. D sei 
ein beliebiger Punkt der Peripherie und m sei die Tangente 
in D. Verbinden wir irgend einen Punkt X des Kreises mit 
B und G und konstruieren wir aus dem Schnittpunkte Jf von 
BX mit m einen Kreis durch Z), so schneidet er GX in zwei 
Punkten von K^. 

Dem Kreise [GDa^ korrespondiert in der abgeleiteten Zuordnung 
die Tangente in G an JS^^ Daraus folgt: Verbinden wir den 
Mittelpunkt Mg des Kreises [GDa] mit B, so schneidet diese 
Linie aus dem Kreise [DBG] einen Punkt der Geraden, welche 
Ä» in G berührt. Diese Tangente trifft den Kreis [GDa] 
zum zweiten Male in einem Punkte von K^ (Fig. 1). 

II. 

6. Wir stellen der in 1. entwickelten Konstruktion von ent- 
sprechenden Paaren der Büschel S^, St eine neue an die Seite. 

Es sei wieder db ein entsprechendes Paar, welches sich im Punkte 
P von K^ schneidet (Fig. 2). Wir suchen b^ zu d^. Wir zeichnen zu 
diesem Zwecke den symmetrischen Strahl d^ zu d^ in Bezug auf rf. 
Dann ziehen wir durch P eine Parallele d^* zu d^, welche d^ in H 
treffe. Wir konstruieren den Kreis [PHB]. Er schneide d^ zum zweiten 
Male in Q, Nun ist 
^^^^ <KPHQ=^2<):dd,^PBQ 

2<)tdd^=<):hb^. 

Folglich ist BQ die gesuchte Linie b^ und Q liegt auf K\ 
Halten wir jetzt die Linie d fest, während d^ sieh um D dreht; 
so bestimmt jede Lage von H mit DP als Basis ein gleichschenkhges 
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Dreieck. Die Kreise durch HPB bilden ein Büschel mit den Grund- 
punkten PB. K^ entsteht also in folgender Weise: 

DP sei die gemeinschaftliche Basis von gleichschenk- 
ligen Dreiecken. B sei ein beliebiger Punkt, der nicht auf 
DP liegt. Dann schneidet jeder Kreis des Büschels [BP], 
welcher durch die Spitze fl^ eines Dreiecks geht, aus der Seite 
DU dieses Dreiecks einen Punkt von K^. 

Die Spitzen aller Dreiecke BPH liegen auf einer Geraden Ä, 
welche in der Mitte von DP zn dieser Linie senkrecht steht, h schneidet 



Fig. 8. 




jeden Kreis des Büschels [BP] in zwei Punkten. Daraus ergiebt sich 
folgende Darstellung von K^: 

Sei h eine beliebige Gerade, zu welcher die Punkte P, D 
orthogonal symmetrisch liegen, so machen wir P und einen 
beliebigen Punkt 5, der nicht auf PD liegt, zu Grundpunkten 
eines Kreisbüschels [BP], Projizieren wir die Schnittpunkte 
eines Kreises [BP] mit h aus D auf den Kreis, so erhalten 
wir zwei Punkte von Z*. 

Unter .den Kreisen des Büschels [BP] giebt es im allgemeinen 
zwei, welche h berühren. Projizieren wir den Berührungspunkt eines 
solchen Kreises aus D auf den Kreis zurück, so gelangen wir zu einem 
Punkte von JE*, in welchem diese Kurve von dem Kreise berührt wird. 
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7. Der Kreis des Büschels [BP]y welcher durch den Schnitt- 
punkt Hl von h und DP geht, führt zur Konstruktion von Tangenten 
und Normalen in Punkten von K^, Bei diesem Kreise fallen nämhch 
in P zwei benachbarte Punkte zusammen. Der Kreis berührt JE' in 
P und es folgt: 

Der Kreis, welcher durch B und einen beliebigen Punkt 
P von jK* sowie durch die Mitte der Strecke DP geht, be- 
rührt K^ in P. 

Errichten wir in den Mitten Y und Z von PB und PH^ die 
Senkrechten (Fig. 2), so schneiden diese sich im Mittelpunkte des 
Berührungskreises. Seien /3, ö die Winkel, welche die Tangente in P 
resp. mit 6, d einschliesst, so ist: 

sin^ PZ 4 PD 



8in(3 PY £ 2PB ' 

2 

das heisst: 

Der Sinus des Winkels, den die Tangente in P mit d 
bildet, verhält sich zum Sinus des Winkels zwischen Tan- 
gente und h wie der Abstand DP zum doppelten Abstände BP. 

Daraus ergiebt sich folgende Tangentenkonstruktion: Wir 
tragen PD von P aus in der Richtung PB auf b ab und 2PB von 
P aus in der Richtung PD auf d. Wir verbinden die Endpunkte. 
Dann ist die Tangente in P zu dieser Verbindungslinie parallel. 

Errichten wir in B eine Senkrechte zu PB, so muss diese A in 
einem Punkte N der Kurvennormalen PO schneiden; denn 

PH, = 2PZ und PB = 2PY. 

Also folgt: 

Das Stück PN der Kurvennormalen in P, welches zwi- 
schen P und dem Schnittpunkte N mit h liegt, wird von B 
aus unter rechtem Winkel gesehen. 

8. Ein Kreis des Büschels [PB\ zerfällt in die unendlich ferne 
Gerade und die Linie PB, Projizieren wir den Schnittpunkt A von 
h und PB aus D auf die unendlich ferne Gerade, so erhalten wir 
also den reellen unendlich fernen Punkt von K^. DA giebt folglich 
die Richtung dieses Punktes an und fällt mit der oben (4) gefundenen 
Linie a zusammen. Dreht sich jetzt h um B, so bleibt a fest und 
A durchläuft a. Dabei ist stets AD = AP, Mithin kann K^ wie 
folgt hervorgebracht werden: 

Gegeben sei ein Punkt D, eine Gerade o durch D und 
ein beliebiger Punkt By der nicht auf a liegt. Konstruieren 
wir aus irgend einem Punkte A von n einen Kreis durch D, 
so schneidet er die Linie AB in zwei Punkten von K\ 
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Daraus schliesseu wir weiter: 

Die Mitten aller Brennpunktsehnen von K^ liegen auf 
der Geraden, welche den Doppelpunkt mit dem reellen un- 
endlich fernen Punkte von K^ verbindet. 

Einer der Kreise [PB] geht durch D. Er schneidet h in zwei 
Punkten. Projizieren wir diese aus D auf den Kreis zurück, so fallen 
die Projektionen mit D zusammen. Folglich berühren die Projektions- 
strahlen qr die Kurve K^ in D, Wie wir auch P wählen, stets er- 
halten wir dieselben Linien qr. Daraus schliessen wir umgekehrt, 
dass jeder Kreis [PJBD] aus den Geraden qr zwei Punkte schneidet, 
deren Verbindungslinie die zu P gehörende Gerade h ist, welche in der 
Mitte zwischen P und D liegt. Benutzen wir diese Eigenschaft zur 
Konstruktion von P, so folgt: 

Sind DB die Grundpunkte eines Kreisbüschels und qr 
die Schenkel eines rechten Winkels, dessen Spitze in D liegt, 
so schneidet jeder Kreis des Büschels aus q, r zwei weitere 
Punkte. Zeichnen wir zu D den orthogonal symmetrischen 
Punkt Pin Bezug auf die Verbindungslinie/* dieser zwei Punkte, 
so ist K^ der Ort der Punkte P. 

9. Jedem Punkte P von K^ ist eine Linie // zugeordnet. Diese 
Linien h sind Durchmesser der resp. Kreise [PBD] und erscheinen 
also von B aus unter rechtem Winkel. Sie umhüllen daher eine 
Parabel P*, welche B zum Brennpunkte und qr zu Tangenten hat. 

Weil q zu r senkrecht steht, liegt D auf der Direktrix von P^. 
Soll K^ aus Pft abgeleitet werden, so geschieht dies also in folgender 
Weise: 

Wir zeichnen zu einem Punkte!), welcher auf der Direktrix 
der Parabel liegt, die orthogonal symmetrischen Punkte in 
Bezug auf die Tangenten der Parabel. K^ ist Ort dieser Punkte. 

Aus dieser Darstellung von K^ ergiebt sich eine andere, bei 
welcher K^ als eine besondere Fusspunktkurve einer Parabel erscheint. 
Ziehen wir nämlich durch jeden Punkt P von K^ eine Parallele h* 
zu dem A, welches P entspricht, so umhüllen diese Linien h* eine 
neue Parabel P^*, welche q und r berührt. D liegt auch auf der 
Direktrix von P^*. Also folgt: 

K^ ist die Fusspunktkurve einer Parabel Pf* für einen 
Punkt D der Direktrix dieser Parabel. 

Wir ziehen aus dieser Darstellung noch einige Schlüsse. Durch 
einen beliebigen Punkt X der Ebene gehen zwei Tangenten an P,*, 
Fallen wir auf diese Linie aus D die Senkrechten, so liegen ihre Fuss- 
punkte auf K\ Diese Fusspunkte liegen also auch auf einem Kreise, 
welcher DX zu einem Durchmesser hat. Nehmen wir nun an, dass 
X' ein Punkt der Parabel sei, so fallen die zwei Tangenten an P** 
zusanunen. Der Kreis über DX* muss K^ berühren. Allgemein 
heisst dies: 
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Der kubische Kreiß mit Doppelpunkt. 



Konstruieren wir über D und einem Punkte X* der 
Parabel P^ einen Kreis, so berührt dieser K^ in seinem 
zweiten Schnittpunkte mit der Geraden, welche in X* die 
Parabel tangiert. 

Die Mittelpunkte N der Kreise [DX*] halbieren die Strecken 
DX* und liegen also auf der ursprünglichen Parabel P*. Daraus folgt: 

Alle Kreise, welche durch einen festen Punkt D auf der 
Direktrix einer Parabel Pa gehen und deren Mittelpunkte 
auf Pa liegen, umhüllen Z'. Der Berührungspunkt je eines 




Kreises liegt orthogonal symmetrisch zu D in Bezug auf die 
Tangente der Parabel, welche im Mittelpunkte des Kreises 
berührt. 

IIL 

10. Wir entwickeln in Anknüpfung an die ursprüngliche (1) De- 
finition von K^ eine weitere Konstruktion (Fig. 3). Seien wieder dh, 
dj\ entsprechende Paare von S^, Sf,, welche sich in den resp. Punkten 

P, Q von K^ schneiden, so ist <Y^(l(l^ = -^ <K^\' Wir ziehen durch 

B eine Gerade l, welche den Winkel hh^ halbiert. 
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Es ist also: ^j. hl,^^^ bb, == < dd,, 

l* sei die Parallele durch P zu l. Sie schneide b^ in L. Dann ist 
<Xl*b,^<):dd, oder <XPDQ^<KPLQ, 
d. h. die vier Punkte PDQL liegen auf einem Kreise. Ferner ist 

<XVb=-<Xl'\, 
Daraus folgt BP = BL. 

Halten wir nun den Punkt P fest, während sich b^ um B dreht 
80 durchläuft der Punkt L einen Kreis (B) mit dem Radius BL = BP. 
Mit Hilfe dieses Kreises finden wir auf irgend einer Geraden b^ durch 
B zwei Punkte von K^, indem wir die Schnittpunkte LL* von b^ mit 
(B) bestimmen. Legen wir einen Kreis durch DPL und einen zweiten 
durch DPL*, so schneidet jeder dieser Kreise aus b^ einen zweiten 
Punkt, der auf Z' liegt. Alle Kreise [DP] bilden ein Büschel. 
K^ entsteht aus diesem Büschel und dem Kreise (B) in folgender Weise: 
Gegeben sei ein Kreis (P) und ein Kreisbüschel [DP\ 
dessen Grundpunkt P auf (P) liegt. Durch jeden Punkt L 
von (P) geht ein Kreis des Büschels. Er wird vom Durch- 
messer BL des Kreises (P) zum zweiten Male in einem Punkte 
von K^ geschnitten. 

Wir heben einige Kreise des Büschels [DP] hervor. 
Ein Kreis [PPJ steht im Punkte P zum Kreise (P) normal und 
schneidet (P) zum zweiten Male in einem Punkte P*, dessen Tangente 
durch P geht. Folglich liegt P* auf K^ und wir schliessen: 

Zwei Punkte von K^, welche auf einem Kreise aus P 
liegen, sind auch auf einem Kreise durch D gelegen, welcher 
zum Kreise (P) senkrecht steht (4). 

Konstruieren wir die zwei Kreise [PP], welche durch die zwei 
Schnittpunkte der Geraden PP mit (P) gehen, so schneidet jeder 
dieser Kreise aus K^ zwei in D zusammenfallende Punkte. Folglich 
berühren diese Kreise die Kurve K^ in P. Ihre Tangenten sind die 
Linien q^ r. Weil diese Geraden zu einander senkrecht stehen, müssen 
auch die zwei erwähnten Kreise zu einander rechtwinklig sein und ihre 
Mittelpunkte liegen resp. auf q und r. Sie liegen femer auf der Ge- 
raden Ä, welche in der Mitte von PD zu PD senkrecht steht und 
sind also die Schnittpunkte von h mit q und r. Durchläuft jetzt P 
die Kurve K^, so umhüllen die Linien h die Parabel P^ und es folgt: 
Konstruieren wir aus den Punkten, in welchen die zwei zu 
einander senkrechten Parabeltangenten q^r von einer dritten 
Tangente geschnitten werden, die Kreise durch den Schnitt 
der senkrechten Tangenten, so treffen sich diese Kreise zum 
zweiten Male in einem Punkte von K\ 

11. Ein Kreis des Büschels [DP] zerfällt in DP und die unend- 
lich ferne Gerade. Schneiden wir DP zum zweiten Male mit dem 
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Kreise (B), so geht durch diesen Schnittpunkt Ä* und B eine Linie a*, 
auf welcher der reelle unendlich ferne Punkt von K^ liegt. Die 
Linie a* bleibt für alle Kreise (B) dieselbe. Wir können sie daher 
zur Konstruktion von X* benützen und haben folgendes Gesetz: 

Gegeben sind zwei Punkte DB und eine Gerade a* durch 
B. Verbinden wir irgend einen Punkt Ä* von a* mit D, so 
schneidet der. Kreis aus B durch A* die Verbindungslinie 
zum zweiten Male in einem Punkte von K^. 

Führen wir die Konstruktion für je zwei Punkte A* aus, welche 
auf einem Kreise (B) liegen, so folgt: 

Projizieren wir die zwei Punkte, in welchen ein Kreis (B) 
die Linie a* schneidet, auf diesen Kreis zurück, so erhalten 
wir zwei Punkte von Ä*. 

Unter den Kreisen des Büschels [DP] geht einer durch B. Er 
schneide den Kreis (i5) zum zweiten Male in S. Dann fallen auf dem 
Durchmesser BS des Kreises (B) in B zwei benachbarte Punkte von 
K^ zusammen, d. h. dieser Durchmesser s berührt in B die Kurve K\ 
Halten wir s fest, während S die Gerade s und P die Kurve K^ durch- 
läuft, so entsteht diese in folgender Weise: 

Gegeben sind zwei Punkte DB und eine Gerade s durch 
B, Legen wir durch Z), B und einen Punkt S von s einen 
Kreis, so schneidet er den Kreis {B)S zum zweiten Male in K^. 

Sei Lj der zweite Schnittpunkt von BP mit (B), so geht durch 
Lj ein Kreis des Büschels [DP]. Er trifft den Durchmesser L^P in 
einem Punkte von K^, welcher mit P zusammenfallt. Also berührt 
dieser Kreis die Kurve K^ in P. Allgemein folgt daraus: 

Zeichnen wir zu irgend einem Punkte P von K^ in Be- 
zug auf B den zentrisch symmetrischen Punkt L^, so geht 
durch ihn, D und P, ein Kreis, welcher K^ in P berührt. 

Auch aus diesem Satze lässt sich indirekt (wie bei 3) zeigen, dass 
im allgemeinen keine Brennpunktsehne durch B halbiert wird. 

12. Der Durchmesser BP des Kreises (B) niuss K^ in einem 
dritten Punkte schneiden. Wir finden ihn, indem wir den Kreis des 
Büschels [DP] konstruieren, für welchen in P zwei zusammenfallende 
Punkte liegen. Dieser Kreis berührt also (B) in P. Sein Mittelpunkt 
ist der Schnitt von BP mit der zu P gehörenden Linie h, d. h. der 
auf a liegende Punkt A (8). Wir haben somit wieder bewiesen, dass 
ein Kreis (A) durch D die Linie BA in zwei Punkten von K^ trifft. 

Konstruieren wir zu B je den vierten harmonischen in Bezug auf 
ein solches Punktepaar, so können wir zeigen, dass der Ort der vierten 
harmonischen Punkte ein Kreis ist. Diese Punkte liegen nämlich auf 
den resp. Polaren des Punktes B in Bezug auf die Kreise {A)D, Weil 
diese Kreise ein Büschel bilden, sind auch die Polaren Strahlen 
eines Büschels. Jeder Geraden h entspricht ein Strahl des letzteren 
Büschels, h ist Durchmesser eines Kreises, in Bezug auf welchen der 
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korrespondierende Strahl Polare ist. Folglich stehen die entsprechen- 
den Strahlenpaare zueinander senkrecht und erzeugen einen Kreis. 
Derselbe muss — als Ort der erwähnten vierten harmonischen Punkte — 
die Kurve K^ in B berühren und durch D gehen. Er wird daher in 
B von 5 und also in D von a berührt. Es folgt daraus: 

Die erste Polare von B in Bezug auf K^ ist der Kreis 
[DBa]. 

Ist dieser Kreis bekannt, so lässt sich aus ihm K^ finden. Wir 
suchen auf jeder Geraden 6, ein Punktepaar, welches von D aus unter 
rechtem Winkel erscheint und durch JS, sowie den zweiten Schnitt- 
punkt X von bjg mit [DBa] harmonisch getrennt wird. Ziehen wir 
durch den Mittelpunkt des Kreises [DBa] eine Senkrechte zu ?>^, so 
schneidet diese bekanntlich aus dem Kreise zwei Punkte, welche 
durch X und B harmonisch getrennt werden. Folglich finden wir Ä'^ 
auch so: 

Wir gehen von einem Kreise aus. JD, B seien zwei seiner 
Punkte. Wir ziehen durch B eine beliebige Gerade b und 
fallen auf sie die Senkrechte aus dem Mittelpunkte des 
Kreises. Projizieren wir ihre Schnittpunkte mit dem Kreise 
aus D auf 6, so erhalten wir zwei Punkte von K^. 

13. Aus der Beziehung zwischen K^ und dem Kreise [BDa] er- 
geben sich noch einige Eigenschaften für die Sehnen und Tangenten 
von Z^ 

Schneiden zwei Gerade b, b^ (Fig. 4)* den Kreis [BDa] zum zweiten 
Male in XX^ und die Kurve K^ resp. in YZ, l\Z^y so ist 

{BXYZ) = -l und {BX,Y,Z,) = -1, 

Also müssen sich die Geraden YY^ und ZZ^ in einem Punkte U 
von XXj schneiden. Femer treffen sich die Geraden YZ^ und Y^Z 
in einem Punkte V von XX^. Lassen wir b mit i, zusammenfallen, 
so gehen die Sehnen in Tangenten über und es folgt: 

Die Tangenten an K^ in den Endpunkten einer Brenn- 
punktsehne b schneiden sich in einem Punkte üiy durch 
welchen auch die Tangente im zweiten Schnittpunkte von b 
mit dem Kreise [BDa] geht. 

Die Linien YY^^ ZZ^ und YZ^y Y^Z bestimmen ein Viersei t, 
fär welches Y^Z^^ YZ und TJV gegenüberliegende Ecken sind. Pro- 
jizieren wir diese aus einem Punkte — etwa aus 2) — , so erhalten 
wir Paare einer Involution. Nun erscheinen die Punkte YZ von D 
aus unter rechtem Winkel und ebenso die Punkte Y^Z^. Folglich 
sind zwei Paare der erwähnten Involution rechtwinklig. Diese ist 
eine Rechtwinkelinvolution und die Punkte V^ V werden ebenfalls von 
D aus unter rechtem Winkel gesehen. Fällt jetzt wieder b mit 6^ 
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zusammen, so wird aus t/" der Schnittpunkt Ut der Tangenten in Fund 
Z an JT*. V liegt in X und wir schliessen: 

Der Schnittpunkt Ut der Tangenten an K^ in den End- 
punkten einer Brennpunktsehne h und der zweite Schnitt- 
punkt X von h mit dem Kreise [BDa] erscheinen vom 
Punkte D aus unter rechtem Winkel* 

Wir finden nach diesem Satze die reelle Asymptot-e a, von Z' 
indem wir den Kreis [BDa] mit a* schneiden und im Schnitt- 
punkte Xa die Tangente konstruieren. Errichten wir sodann in D die 
Senkrechte zu DXa, so trifft diese die erwähnte Tangente in einem 
Punkte von a, (Fig. 4). 

IV. 

14. Wir wenden uns zu Darstellungen von Jf •, bei denen diese 
Kurve entweder als Schnitt einer besonderen Regelfläche oder als Pro- 
jektion einer speziellen Raumkurve erscheint. 

Um die Regelfläche hervorzubringen knüpfen wir an die Kon- 
struktion von K^ aus den Kreisen {A) D an (8 und 12). Wir be- 
zeichnen die Ebene, in welcher K^ liegt, mit E. Dann ziehen wir in 
einer Normalebene durch a zvl E eine Linie ?, welche mit a einen 
Winkel von 45^ bildet. In B errichten wir eine Normale p zu £. 
Wir konstruieren nun durch einen beliebigen Punkt Ai von ?, dessen 
Orthogonalprojektion in A liege, diejenigen Transversalen r^r^ zu |), 
welche mit E Winkel von 45® bilden. Die Orthogonalprojektionen 
dieser Linien fallen mit AB zusammen, r^r^l liegen auf einem geraden 
Kreiskegel, mit der Spitze Ai und .der Aie AiA, Seine Mantellinien 
schliessen mit E Winkel von 45® ein (45® Kegel). Folglich ist seine 
Basis ein Kreis aus A durch D. Die Mantellinien r^r^ des Kegels 
schneiden diesen Kreis (^)Z) in zwei Punkten Y, Z von if*. Konstruieren 
wir jetzt aus allen Punkten Ai von l die resp. Transversalen r^r^j so 
liegen diese auf einer Regelfläche dritten Grades i?'. Denn sie schneiden 
Z, p und den Kreis, welchen die oo ferne Ebene mit allen 45® Kegeb 
gemein hat. Dieser Kreis, l und p sind somit die Leitlinien der Rc^el- 
fläche. l schneidet den unendlich fernen Kreis in einem Punkte. Also 
ist 2 • 2 • 1 . 1 - 1 = 3 der Grad der Regelfläche. 

J?* ist unter den Regelflächen dritten Grades dadurch ausgezeichnet, 
dass die Doppelgerade l die Leitgerade p unter 45® kreuzt. Femer 
bilden alle Geraden der Regelfläche mit p Winkel von 45®. Wir be- 
zeichnen daher B^ als 45® Regelfläche dritten Grades, p sei ihre 
Axe. Dann folgt: Jede Ebene, welche zur Axe einer 45® Regel- 
fläche dritten Grades senkrecht steht, schneidet diese Regel- 
fläche in einem kubischen Kreise K^, 



* Zu jedem Punkte X des Kreises [BDa] gehört ein Punkt üt. Der Ort 
dieser Punkte ist eine zirkuläre Kurve dritter Ordnung, welche in D eine Spitae 
hat. Vergl. meine Abhandlung über Kurven vierter Ordnung mit drei doppelten 
Inflexionsknoten. Zeitschrift für Mathematik und Physik, Band XXX (1885) S. 74. 
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15. Wir benützen die Regelflache li^, um für Punkte von K^ die 
Tangenten zu konstruieren (Fig. 4). Zeichnen wit in einem Punkte Y 
von K^ die Tangentialebene an B^, so berührt ihre Schnittlinie mit 
E die Kurve if* in Y. Zur Konstruktion dieser Tangentialebene 
wenden wir einen bekannten Satz an, nach welchem die Tangential- 
ebenen durch eine Erzeugende r^ einer Regelfläche zur Reihe der Be- 
rährungspunkte projektivisch liegen. Die Projektivität wird durch drei 
Punkte von r^ und ihre Tangentialebenen bestimmt. Wir können 
leicht drei solche Punkte mit ihren Tangentialebenen angeben. Der 
eine ist der Schnitt von r^ mit p. Seine Tangentialebene schneidet E 
in der Geraden BA. Ein zweiter Punkt ist der Schnitt von r^ mit 1. 

Fig. 4. 




Seine Tangentialebene trifft E in der Geraden DY. Ein dritter Punkt 
ist der unendlich ferne Punkt von r^. Seine Tangentialebene berührt 
in Y den Kreis {Ä)D und schneidet also E in einer Normalen n durch 
Y zu BA. Projizieren wir die drei in r, liegenden Berührungspunkte 
der erwähnten Tangentialebenen auf BA, so erhalten wir B, A und 
den unendlich fernen Punkt von BA. Ihnen entsprechen die drei 
Linien YB^ YD und n. Konstruieren wir in dieser projekti vischen 
Zuordnung zu Y die entsprechende Gerade, so berührt sie in Y die 
Kurve K\ Wir können die Konstruktion so ausführen, dass wir die 
drei Linien FJB, YD und n mit DB schneiden. Dann entstehen auf 
AB und DB perspektivische Reihen, in welchen B sich selbst ent- 
spricht. A^ D ist ein korrespondierendes Paar. Dem Schnittpunkte 
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von n mit BD entspricht der unendlich ferne Punkt. Die Ver- 
hindungslinie dieser zwei Punkte schneidet also aus AD das Per- 
spektivzentrum C. Durch dieses und Y geht die gesuchte Tangente. 
Daraus ergiebt sich folgende allgemeine Konstruktion: 

Wir ziehen im Punkte Y von K^ die Normale n zu B\] 
schneiden mit derselben BD und projizieren den Schnitt- 
punkt in der Richtung von BY auf a. Durch die Projektion C 
geht die Tangente in Y. 

16. Um Jf ' als Projektion einer Raumkurve zu zeichnen, gehen 
wir von folgender Konstruktion aus (Fig. 5): Wir beschreiben aus der 
Mitte M von BD einen Kreis (M) durch B und D. Ferner legen wir 
einen beliebigen Kreis [MB] durch M und B, Dann ziehen wir 
durch D zwei beliebige Gerade drf^ und verbinden die Punkte, in 
welchen diese Geraden den Kreis (M) zum zweiten, Male schneiden, 
mit M. Diese Verbindungslinien m, nii treffen den Kreis [MB] je 
in einem zweiten Punkte. Durch diese Schnittpunkte und B gehen 
zwei Gerade bb^, für welche <)Cfe6i=<(:wmi. Aber <)CmWi = 2 <)Crfrfi. 
Also ist <)C6&i = 2<Xdd^. Folglich sind d, 6; d^b^ entsprechende Paare 
der Büschel SdSi, und schneiden sich in Punkten von K^. Wir nehmen 
jetzt an, dass die Kreise (M) und [MB] Leitkurven von zwei Kegeln 
^jÄg seien. Wir fassen D und B als Projektionen der Spitzen 3/,X 
der Kegel aus einem beliebigen Punkte C des Raumes auf. Die Ver- 
bindungslinie der Spitzen treffe die Ebene der Leitkurven in M. Dann 
sind die Geraden m Spuren von Ebenen, welche durch üfj, M^ gehen. 
Die Geraden d, b sind Projektionen von Mantellinien der Kegel und 
K^ ist das Bild der Durchdringungskurve beider Kegel. Diese ist 
von der vierten Ordnung. Sie erscheint als Kurve dritter Ordnung, 
weil das Projektionszentrum C als Schnitt der Mantellinien M^D und 
J/g-B auf der Durchdringungskurve liegt. Wir schliessen daher: 

Zwei Kegel K^K^, deren Leitkurven Kreise einer Ebene 
sind, sollen so angeordnet sein, dass die Bilder D, B der 
resp. Spitzen M^M^ in den Endpunkten eines Durchmessers 
vom Leitkreise L^ des einen Kegels K^ liegen. Die Ver- 
bindungslinie der Kegelspitzen gehe durch den Mittelpunkt il/ 
dieses Kreises. Der andere Kreis L^ gehe durch M und B. 
Dann durchdringen sich beide Kegel in einer Kurve, deren 
Bild auf die Ebene E die Kurve K^ ist. 

17. Konstruieren wir Ä^ in bekannter Weise als Bild der Dureh- 
dringungskurve von K^K^, so ergeben sich dabei noch einige Schlüsse. 

Der Punkt £, welchen der Kreis (Jf) mit dem Kreise [MB] 
ausser B noch gemeinsam hat, liegt auf K^. Schneide die Gerade 3/£ 
den Kreis (iüf) zum zweiten Male in E*j so ist BE DE*, Diese 
Geraden treffen sich aber in einem Punkte von K^, Folglich giebt 
BE die reelle Asymptotenrichtung von K^ an. 
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Eine Gerade 7n^ durch M schneide die Kreise (M) und [MB] resp. 
in X, Y. Die Geraden B Y und I) X treffen sich in einem Punkte Z 
Ton K^, Dann muss die Tangente in Y an IMB] aus der Geraden, 
welche in X den Kreis (M) berührt, einen Punkt schneiden, durch 
welchen die Tangente in Z an K^ geht. Spezialisieren wir diese 
Tangentenkonstruktion, indem wir an Stelle von m^ die Gerade DB 
treten lassen, so folgt, dass die Tangente s in J5 an [MB] die 
Kurve K^ berührt. Femer ergiebt sich, dass die Tangente n in D an 
{M) aus s den Punkt 6r(3) von K^ schneidet. Tritt an Stelle von 
Wj die Linie ME, so folgt, dass die Tangente in E an [MB] aus 

Fig. 5. 




der Tangente in E* an (M) einen Punkt Sa schneidet, durch welchen 
die reelle Asymptote as von K^ geht. Nun ist: 

ABGD^ESaE\ 

Also ist: BCr^ESa. 

Daraus folgt EB SaG. Durch Sa geht aber die reelle Asymptote 
Ton S^ und ist parallel EB, Folglich ist SaG die Asymptote und 
vir schliessen: 

Die reelle Asymptote von K^ geht durch den Punkt 6f, 
in welchem die Brennpunkttangente s in B die Kurve A'** 
zum dritten Male schneidet. 

Zeitochrift f. Motheniatik n. Physik. 42. Jixhrtt. 1897. f. Heft. -Jl) 
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Oben (8.) haben wir bewiesen, dass auf einer Brennpunktsebne 
zwei Punkte von K^ liegen, deren Entfernung durch a halbiert wird. Auf 
der Brennpunktsehne s sind B und G ein solches Punktepaar. Durch 
B geht a*, durch G geht as. Also folgt: 

a liegt in der Mitte zwischen a* und as. 

Die Linie t, welche in M den Kreis [MB] berührt, trifft den Kreis (M) 
in zwei Punkten, durch welche die Tangenten g, r im Doppelpunkte I) 
gehen. Nun schliesst t mit MB denselben Winkel ein wie S'. Fo^- 
lich muss t\\a. Die Punkte, welche t aus dem Kreise (M) schneidet, 
werden durch den Mittelpunkt M und den unendlich fernen Punkt 
harmonisch getrennt. Projizieren wir diese harmonische Gruppe aus 
D, so erhalten wir die Strahlen g, r, DB und a. Daraus folgt: 

Die Tangenten g, r im Doppelpunkte D werden durch DB 
und a harmonisch getrennt. 



18. Wir entwickeln aus den abgeleiteten Darstellungen und Eigen- 
schaften von K^ eine Reihe von Konstruktionen, bei denen die Kurve 
durch gegebene Elemente bestimmt wird. 

Eine Kurve K^ wird in eindeutiger Weise gegeben durch: 

a) Z), B und einen beliebigen Punkt. Wir konstruieren 
nach 1, 6, 10 oder 16. 

b) Dy B und die Richtung der reellen Asymptote. Wir 
ziehen durch D die Parallele a* zur Asymptotenrichtung und 
benützen Kreise {Ä)D (8.). 

c) D und drei beliebige Punkte PQR, Wir suchen B. Wir er- 
richten zu diesem Zwecke in der Mitte von DQ eine Normale 
und bestimmen ihre Schnittpunkte Pj, 2?^ mit DP, DB, Dann 
legen wir einen Kreis durch PQPi und einen zweiten Kreis 
durch BQB^, Beide Kreise schneiden sich in Q und dem ge- 
suchten Punkte B\ denn 

^^PP^Q ^2<):PDQ = <): PBQ 

"°^ <): RB^Q^2 <); BDQ=^ < BBQ. 

d) D und zwei beliebige PunkteP^, sowie die Asymptoten- 
richtung. Wir ziehen a und zeichnen zwei Kreise, die a in 
P berühren und resp. durch P, Q gehen. Die Tangente in F 
an den einen Kreis schneidet aus der Geraden, welche in Q 
den anderen Kreis berührt, den Punkt B (1.). 

e) D und zwei beliebige Punkte P<?, sowie die Tangente 
2) in P. Wir konstruieren wie bei c) den Kreis [PQPil 

^ Ein zweiter Kreis, der jp in P berührt und durch die Mitte 
von PD geht (7.) schneidet den Kreis [PQP^] in P und B. 

f) D, einen beliebigen Punkt P und die Asymptote as. 
Wir ziehen a und die Linie a*, welche zu as in Bezug auf 1) ^ 
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symmetrisch liegt. Dann legen wir durch P einen Kreis, der a in 
1) berührt. Die Tangente in F an diesen Kreis triflft a* in -B. 

g) D, G und die Asymptote as durch G. Wir ziehen a*. 
B liegt auf a* und auf der Geraden, welche in D zn DG 
senkrecht steht. 

h) B und die Tangenten //, r im Doppelpunkte Z). Wir 
zeichnen den Kreis, welcher DJ5 zu einem Durchmesser hat. 
Die Linien q, r treflfen diesen Kreis in zwei Punkten, deren 
Verbindungslinie die Asymptotenrichtung angiebt. Dann kon- 
struieren wir wie bei b). 

i) (/, r und G. Wir ziehen DB _L DG und konstruieren zu DB 
den vierten harmonischen Strahl a in Bezug auf q, r (17.). 
Wir zeichnen as und verfahren wie bei g). 

k) (/, r und zwei beliebige Punkte (?, R, Wir zeichnen die 
Normalen in den Mitten von (^D und BD, Sie bestimmen 
mit q, r die Parabel F^ (9.). 

1) ^, r und einen beliebigen Punkt P mit seiner Tan- 
gente p. Wir zeichnen einen Kreis, der p in P berührt und 
durch die Mitte von DP geht. Dann errichten wir in dieser 
Mitte die Senkrechte h zu DP und bestimmen ihre Schnitt- 
punkte mit ry, r. Durch diese, D und P, geht ein zweiter 
Kreis (8.). Beide Kreise schneiden sich in P und B. 
m) (/, r und einen beliebigen Punkt P und die Asymptoten- 
richtung. Wir ziehen a, zeichnen den vierten harmonischen 
Strahl J5D zu a in Bezug auf g, r. Dann liegt B auf einer 
Geraden, welche in P den Kreis [PDa] berührt, und auf dem 
erwähnten vierten harmonischen Strahle. 

n) q, r und die Asymptote as. Wir ziehen a, konstruieren 
wieder DB als vierten harmonischen Strahl zu a in Bezug 
auf qr. Dieser schneidet aus der Geraden a*, welche zu as 
in Bezug auf a symmetrisch liegt, den Punkt B, 

19. Vier resp. zwei Kurven K^ werden bestimmt, wenn 
gegeben sind: 

o) B und drei beliebige Punkte PQB. Wir suchen die mög- 
lichen Lagen von D und gehen dabei von der Winkelbeziehung 
aus, durch welche die Kurve definiert wurde. Dann ergiebt 
sich folgende Konstruktion: Ein Kreis aus 1?, welcher durch 
Q geht, schneide die Geraden BP, BR resp. in P*P^* und 
R*R^*, Wir konstruieren die Kreise [QPP*] und [QPP^*], 
sowie die Kreise [QRR*] und [QRR^*]. Jeder der zwei ersten 
Kreise schneidet jeden der zwei anderen Kreise — ausser in 
Q — noch in einem Punkte. Diese vier Schnittpunkte sind 
vier mögliche Lagen von D, 

20* 
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p) B und zwei beliebige Punkte PQ, sowie die Tangente p 
in P. Wir konstruieren wie bei o) die zwei Kreise [P^P*] und 
\PQP*\, Dann zeichnen wir zu P in Bezug auf jB den symmetri- 
schen Punkt und legen durch ihn einen Kreis, der p in P berührt. 
Dieser Kreis schneidet die Kreise \PQP*'\ und [P^Pi*] ausser 
in P noch je in einem Punkte. Diese zwei Schnittpunkte 
können Doppelpunkte von zwei Kurven K^ sein, 
q) B und zwei beliebige Punkte PQ und die Richtung 
der reellen Asymptote. Wir zeichnen wieder die Kreise 
\PQP*\ und [PQP^*\ Dann ziehen wir a* und bestimmen 
die zwei Schnittpunkte dieser Geraden mit dem Kreise aus li 
durch Q. Durch jeden dieser Punkte und Q geht eine Gerade. 
Diese zwei Geraden schneiden aus den zwei Kreisen [P^P*J 
und [P^Pi*] die vier möglichen Lagen der Doppelpunkte. 
r) J?, ein beliebiger Punkt P und die Asymptote as. Wir 
ziehen a* und zeichnen a in der Mitte von a* und as. Dann 
konstruieren wir die zwei Kreise, welche BP \\\ P berühren 
und a zur gemeinsamen Tangente haben. Ihre Berührungs- 
punkte mit a sind zwei Lagen von D. 
s) P, G und ein beliebiger Punkt P. Wir beginnen die 
Konstruktion wie bei o). Der Kreis aus B durch P schneide 
die Gerade PG in 6r*, 6?/. Dann legen wir einen Kreis 
durch GPG* und einen Kreis durch GPG^*. Auf jedem 
dieser Kreise kann D liegen, i) liegt aber auch auf dem 
Kreise, welcher BG zum Durchmesser hat. Folglich schneidet 
dieser Kreis aus [GPG*] und [GPG^*] ausser G noch zwei 
Punkte, welche Doppelpunkte einer Kurve K^ sein können, 
t) B, G und die Asymptotenrichtung. Wir ziehen a in der 
Mitte zwischen B und Gr. Ein Kreis mit dem Durchmesser BG 
schneidet a in zwei möglichen Lagen von D. 
Die Konstruktionen o), p), q) versagen, wenn die zwei beliebigen 
Punkte P, Q auf einem Kreise (P) liegen. Für diesen Fall bemerken 
wir, dass durch P, Q und i) ein Kreis geht, der in P und Q zum 
Kreise (P) orthogonal steht. Der Mittelpunkt dieses Orthogonalkreises 
liegt im Schnittpunkte der Geraden, welche in P und Q den Kreis (P) 
berühren. Zeichnen wir nun bei o) die Schnittpunkte des Orthogonal- 
kreises mit den Kreisen [QRR*] und QRR^*], so ist Q der eine 
dieser Punkte. Die zwei anderen sind Lagen von 1), Im Falle p) 
sohneidet der Berührungskreis in P an Ä"^ aus dem Orthogonal- 
kreise [PQ] zu (B) einen Punkt D aus. Im Falle q) verbinden wir P 
und Q mit den Punkten, in welchen a* den Kreis (P) trifft. Diese 
vier Verbindungslinien schneiden sich paarweise auf a*; femer in P 
und Q und überdies in zwei Punkten, welche mögliche Lagen von D 
vorstellen. 
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20. Wir untersuchen schliesslich eine spezielle Form Jf/ des 
kubischen Kreises (Fig. 6). 

Wir nehmen an, dass die Verbindungslinie c der Punkte DJi den 
Winkel der Tangenten q r halbiere. Dann ist a — d. h. die vierte harmonische 
Linie zu c in Bezug auf qr — senkrecht zu c. Also ist auch die 
Tangente ä in i? an Kg^ senkrecht zu c. Nun sind c und s ent- 
sprechende Strahlen der Büschel 6^, 56. Sei d, h ein weiteres Paar, 

so ist <)^cd= -sb d.h.: 

Der Winkel 9, den ein Strahl d mit c einschliesst, ist 
halb so gross wie der Winkel, den der entsprechende Strahl b 
mit s bildet. 

Aus diesem Satze ergeben sich einige Konstruktionen von K/. 

Wir zeichnen über DB als Durchmesser einen Kreis [BDä]. 
1) schneide diesen Kreis in P^. Dann ist <)Zsb = <)C BDFy Halbieren 



Fig. 6. 




^ir den letzteren Winkel, so ist diese Halbierungslinie die zu b ge- 
hörende Linie d und trifft b in einem Punkte P von K^^, Allgemein 
folgt daraus: 

Verbinden wir die Endpunkte D, B eines Kreisdurch. 
niessers mit einem beliebigen Punkte Pj des Kreises, so 



Digitized by VjOOQIC ^"^ 



302 ^^^ kubische Kreis mit Doppeli)\inkt. 

schneiden die Halbierungslinien des Winkels P^DB aus P^li 
zwei Punkte von Kg\ 

Treffe d den Kreis [BDd] in Pg und die Linie s in S, so ist: 

<):P^Bs = <):P^DB, 
^^«^ <): Pj DB - i <): PBS. 

^^^^ '^* P,BS^^ <): PB^, d. h. : 

Verbinden wir D und B mit einem beliebigen Punkte P, 
des Kreises [BDa] und zeichnen wir zu s die symmetrische 
Linie in Bezug auf P^By so trifft sie P^D auf Z"/ 

Weil PjB zu DPg senkrecht steht, ist PP^ = P^S, d.h.: 

Halbieren wir auf den Geraden durch D die Strecke, 
welche zwischen dem Schnittpunkte mit s und dem dritten 
Schnittpunkte mit X,* liegt, so ist der Ort dieser Mittel- 
punkte ein Kreis über BD, 

21. Fällen wir aus P die Normale auf c und sei F der Fuss- 
punkt, so ist PF=PPi, weil P auf der Halbierungslinie des Winkels 
P^DF liegt. Folglich muss ein Kreis aus P durch P^ die Linie c 
berühren. Daraus ergiebt sich folgende Darstellung von K,^\ 

Sind Dy B die Durchmesserendpunkte eines Kreises, so 
gehen durch jeden Punkt Pj dieses Kreises zwei Kreise, 
welche DP^ in Pj berühren und die Gerade DB zur Tangente 
haben. Die Mittelpunkte dieser Kreise liegen auf JTA 

Die Punkte P^ und F liegen auf einem Kreise (D), für welchen 
die Geraden P^P und PF Tangenten sind. Daraus folgt allgemein: 

Die Tangenten durch B an einen Kreis (D) schneiden aus 
den Geraden, welche in den Schnittpunkten von BD mit (D) 
diesen Kreis berühren, vier Punkte von Ä"/. 

Nach diesem Satze erhalten wir die Punkte von Z,* paarweise in 
orthogonal symmetrischer Lage zu c und in Gruppen von vier Punkten, 
welche ein doppelt zentrisches Kreisviereck bilden. Spezialisieren wir 
diese Konstruktion für den Kreis (D)By so folgt, dass er in B die 
Kurve Ä,' berührt. Die Tangente in seinem zweiten Schnittpunkte 
mit BD ist die reelle Asymptote as. Eine bequeme Darstellung von 
Kg^ ergiebt sich auch, wenn wir diese Kurve als Bild der Durch- 
dringung von zwei Kegeln zweiten Grades auffassen (16.). Die Leit- 
kurven dieser Kegel sind zwei Kreise und zwar der Kreis, welcher BD 
zu einem Durchmesser hat und der Kreis, für welchen B und die Mittv 
3/ der Strecke BD Endpunkte eines Durchmessers sind. Eine Gerade 
durch 31 schneidet beide Kreise. Indem wir diese Schnittpunkte resp. 
mit D und B verbinden, erhalten wir Punkte von KJ^. Wir bemerken 
•noch, dass BP auf MP^y senkrecht steht. Folglich lässt sich JT/ auch 
durch einen Kreis (M) so erzeugen: 
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Wir ziehen einen Durchmesser m des Kreises und ver- 
binden seine Schnittpunkte mit dem Endpunkte 2) eines 
zweiten Durchmessers. Fällen wir aus dem anderen End- 
punkte B dieses Durchmessers die Senkrechte auf w, so 
trifft sie die erwähnten Verbindungslinien in zwei Punkten 
von K,\ 

Um die Tangente in einem Punkte P von AV zu zeichnen, ver- 
fahren wir — nach 15 — wie folgt: 

Wir ziehen in P die Senkrechte zu BP, schneiden mit 
dieser DB und projizieren den Schnitt in der Richtung von 
BP auf a. Durch die Projektion C geht die Tangente in P. 



Wir haben uns in der vorstehenden Monographie einer besonderen 
Kurve dritter Ordnung vollständig auf die graphische Darstellung dieser 
Kurve beschränkt und sind allen Verallgemeinerungen, sowie allen ana- 
lytischen Betrachtungen aus dem Wege gegangen. Was die Ver- 
allgemeinerungen betriflft, so 

lassen sich aus den ent- ^r'. 

wickelten Erzeugungen und 
Eigenschaften von A'* durch 
Transformation leicht Ent- 
stehungen und Eigenschaften 
von allgemeinen Kurven drit- 
ter Ordnung mit einem Dop- 
pelpunkte herleiten. Ferner 
liegt es nahe, die zirkuläre 
Kurve dritter Ordnung ohne 
Doppelpunkt zu untersuchen, 
deren Tangenten in den 
imaginären Kreispunkten sich 
in einem Punkte der Kurve 

schneiden. Diese Kurve wäre als kubischer Kreis (ohne Doppelpunkt) 
zu bezeichnen. 

Die analytische Betrachtung knüpft bequem an die Kurve K,^ an, 
welche eine ähnliche Form hat wie das Folium von Descartes. Machen 
wir D zum Nullpunkte, a zur y-Axe und sei DB = C] <XPDB -= g? 
<Fig.7), so ist: y = xiq^^ die Gleichung von DP und 

y ^ (x-c)tg(90^+ 2g?) die Gleichung von BP. 

Eliminieren wir g?, so ergiebt sich: 

x^-x^c + y\x + c)'^0 

als Gleichung von if/. Transformieren wir diese Gleichung, indem 
wir die Tangenten q^r in D zu Axen machen, so folgt die Gleichung: 
^3_ ys_ ^2y _^ y2j. _f_ 2cy2-xy = 0. 
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Die bis jetzt behandelten elementar - geometrischen Aufgaben sind: 

a) solche, welche sich durch Lineal und Zirkel, also durch Qua- 
dratwurzeln lösen lassen; 

b) solche, deren Lösung nur durch Ausziehen höherer Wurzeln 
möglich ist, z.B. das Delische Problem, die Dreiteilung eines 
beliebigen Winkels; 

c) solche, die überhaupt nicht auf algebraische Gleichungen 
führen, z.B. die Quadratur des Kreises. 

Die Aufgabe nun, die Seiten eines Dreiecks aus den inneren 
Winkelhalbierenden zu bestimmen, ist von einer neuen Art, denn 
sie lässt sich im allgemeinen weder mit Lineal und 
Zirkel, noch mit Hilfe beliebiger Wurzelgrössen 
lösen. 
Das will ich jetzt zeigen. Der erste Teil dieser Behauptung, der 
nur ein besonderer Fall des zweiten Teiles ist, wurde schon im ersten 
Hefte der Zeitschrift für mathem. und naturw. Unterricht von Hoff- 
mann 1897 bewiesen. Dabei muss ich zuweilen das neue Werk: 
Weber, Lehrbuch der Algebra, 2 Bde (W.) anführen. 

Sind aiO^a^ die Seiten, u\w^w^ die entsprechenden innem Winkel- 
halbierenden eines Dreiecks, so ist bekanntlich: 



1) 

also 



«j««i(ai_+«s)'-«i*] 



^) C^;)-- 



fh («8 + «l)* «S-»l+«« 



■> 



setzt man nun: 
so erhält man: 



^8> 
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oder nach .ij geordnet: 

V + a^Hf»* V + iW + l)-'-s+ e,* - 1] 
5) I +^[c^^r,»+(e»*-l)V-('■.* + 2)x,-V] 

Man findet noch: 

^' V(a;.+i)'(«,-a;,+i) ' 
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6) 

oder: 



7) 



Form: 



I i^*(e,«x,»- 1) + .r, [c,*V+(f**+ S^-s^J,* - (f,* + 2)x, - ^»J 
l +e,V,-V=0. 

5), 7) sind Gleichungen für die Unbekannten j-,^,, und haben die 



wo: 



axj' + bx^* + ra;^ + rf — 0, 
aV,» + 6'jj« + c'jt + rf'= 0, 

a'=0, 6'=e,V-l, 



Versteht man nun unter (»»«') den Ausdruck mn'—m'n, so ist 
nach Salmon-Fiedler: „Vorlesungen über die Algebra der linearen 
Transformationen" S.93 die Resultante E der Gleichungen 5), 7): 

R = {ad'y-2iad'){a1/)(ed') - (ad')(ad)(bd') + (ady(cd') 



8) 



+ ibd'yiab') - (ab') ib<f){cd') = 0. 



Hierbei ist: 



«,. «. 



Cj -^s 



■1, 



(aV) 

(aO = e, V + («i* + 2e,»)x,« - (e,* + 2)j; - r,^ 
iad')=(e,'-lW, 



+ (2«,* + 5eiV-es*+4e,>,» 



+ (-2V+3Ve,^ 



5f,*- 



2V- 



3)X3» 



+ (-3f,^-3«',*)^,-e,S 



+ (^,% 






{ed') = «i V+ (<^*+ 2«,*+ «,*«,') V+ («"r«»'- ««'+ «i.*-i)V 
+ (- «i V- ^,*- 2^3*; V + (- ^»'e»')^3*- 
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Setzt man diese Werte in 8) ein, multipliziert aus und bezeichnet 
abkürzend ^ mit R^, »j mit x, ae/^e^' mit a-nin, so erhält man 
nach einer allerdings mühsamen Rechnung: 

/'Ei=(l-44-l-62)a:i« 

+(l-46-l-64-4-62-2-44+2-26+l-60+l-06-l-42-l-24y 
+(- 4-64 -3-62- 15-44 + 4-60 + 6-42-10-24)^ 
+(-6-46'- 4-64 + 8-62 -12-44 -12-26 + 2-24 + 4-60 

+ 26-42 -6-06 + 8-22- 4-40 -4-04>' 
+(-4-46 + 4-64 + 17-44 + 14-62 + 4-06 + 21-42 

+ 30-24-4-60 + 12-04- 12-40)x« 
+ (9-46+ 10 -64 + 18-26 + 13-44 + 2-62 + 11-06 -4-24- 13-42 

-10-60-9-04-18-22-9-40):c* 
+(12-46 + 4-64- 21 -44 - 14-62 - 12-06 - 30-24 

-17-42-4-60 + 4-40-404)0;* 
+ (-4-64 + 4-46 -8-26 -26-44 -8-62 + 12-42 -2-24 + 4-06 

+ 4-60 + 6-04+ 12-22 + 6-40)«» 
+ (- 4-64- 6-44+ 3-62+10-24 + 15-42 + 4-60)a;« 
+ (-1-64+1-44+4- 62+1-24+2-42+1- 60-2-22-1- 40-1-04)1 
+ (1-20-1-00)1-42 = 0. 

Im folgenden werden in einer Funktion f der Variabein x,y . . ■ 
zuweilen für letztere andeie Ausdrücke a,b... zu setzen sein; wir 
wollen dies mit f(x = a, y = h, . . .) bezeichnen. 

Die Gleichung 9) habe ich durch vielfache Proben bestätigt ge- 
funden. Man findet z.B.: 

R^, = e^ e) _ 4^3.9+ (4 e6^ I8c*)a;8+ (10c«+ 16e*- 26«*)a;' 

+ (-31 c*-51c»)a;«+ (-19e«-33e*+12e»+36)j' 

+ (-16c«+35c*+63cV 
+ (42e*- 18c«- 24)«»+ (4c«+ 3c*- 29eV 
+ (e*- 5^- 4cH 4)a;- c*+ c« 
- (2e*a;»+ ^eH^- Ax - e«)[2e*a:«+ (2e*+ &(»)x^ 
+ (2c*-c*- 9)a;H (--3«*- 96«)«» 
+ (- 4c«+ 4eH 6)«'+ (- cH öc^a; + c'-l.i, 

= 91 Vi» 

und (f>i = ist auch gerade diejenige Gleichung, welche man aus 1) 
unter der Annahme w^ ■■= «j, also im Falle eines gleichschenkhgen 
Dreiecks findet. In etwas vereinfachter Gestalt ist dies Gleichung 7) 



10) 



oder abgekürzt. 
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in meiner Bemerkung S. 82 der Hoff mannsehen Zeitschrift, Jahr- 
gang 1897. 

Wir haben nun zu beweisen, dass die Gleichung R^ «= 0, aus 
welcher sich das Verhältnis zweier Seiten durch die Winkelhalbierenden 
bestimmt, nicht auflösbar ist und zerlegen den Beweis in zwei Teile. 

a) R^ ist eine unzerlegbare Funktion von x. 

Jeder Faktor R^ müsste nämlich e^ und e^ enthalten. Denn wäre 
ein solcher Faktor z.B. von e^ unabhängig, so müsste er in allen 
Koeffizienten desjenigen Ausdrucks aufgehen, der aus B, durch Ordnen 
nach Potenzen von e^ hervorgeht. Diese Koeffizienten haben aber nur 
1 als gemeinsames Maß. Ähnliches findet man für e^. Also wäre 
Bi auch eine zerlegbare Funktion von e, und e^ fiir beliebige Werte 
Ton Xj welche nur die Dimension von R^ in Bezug auf e^ und e^ nicht 
erniedrigen, z.B. für x=^i. Dann ist aber: 

I i?,(a: = l) = 2i?, 

^^^ 1 = 2(8e,^e,« + e, V - ^^e,' + 26e,\'- 2e,\' + e,' - W)- 

J?5 müsste also zerlegbar sein. Nun beweist man wie vorhin, dass 
jeder Faktor von R^ sowohl e^ als e^ enthalten muss. Also muss Rn 
eine zerlegbare Funktion von e^ bleiben für jeden Wert von 63, der 
den Grad von R^ in Bezug auf e^ nicht erniedrigt, z.B. für e^= i. 

Dann ist aber: 

12) ^2(^3= - - 1?8= - (^'+ 66^2^+2^,^+1). 

2f3=0 hat nur komplexe Wurzeln, jeder reelle Faktor von R^ 
muss geraden Grades sein. Wie man leicht sieht, hat R^=0 keine 
rationalen Wurzeln, R^ müsste daher, weil es sechsten Grades ist, einen 
quadratischen Faktor e^^ + cie^+h haben, der in zwei komplexe lineare 
Faktoren zerfallt. & ist = + 1 , infolge des eben angegebenen Umstandes 
ist es = 1. i?3 enthält nur gerade Potenzen von ^g, dasselbe muss für 
e*2 + a^g + 6 gelten, also ist a = 0. R^ müsste also durch 6*2^+ 1 teil- 
bar sein, was nicht geschieht. Also ist R^ unzerlegbar im Bereiche der 
rationalen Zahlen und damit auch R^, 

b) i?i = ist durch Wurzelgrössen nicht auflösbar. 
Wäre i?i == algebraisch auflösbar, so wäre es umsomehr 

^ l = 2(2a^+3^2+4a;-l)(a;«+2:tH3^^-3a;^+a;^'+3:r+l)-^0, 
oder abgekürzt: 2R,^2fJ,^0. 

Da /i = als Gleichung dritten Grades auflösbar ist, so müsste 
es auch ff=0 sein. Wir beweisen nun, dass das Letztere nicht statt- 
findet. 
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bj) /j ist unzerlegbar. 

/i = hat nämlich keine rationalen und nur komplexe Wurzeln, 
müsste also, wenn es zerlegbar wäre, einen unzerlegbaren quadra- 
tischen Faktor x'+ax + b haben, der in komplexe lineare Faktoren 
zerfiele. Daher und da b eine ganze in 1 aufgehende Zahl sein soll, 
kann b nur ^1 sein, also a nur entweder =0 oder = ± 1. Keiner 
der so entstehenden Ausdrücke geht aber in f,, auf. Also ist /j un- 
zerlegbar. 

bg) /i^O ist nicht auflösbar. 

Wir hatten unter b) die Gleichung B^ = als auflösbar an- 
genommen und in a) und bj die Funktionen Rj und /j als unzerlegbar 
nachgewiesen. Wir benutzen nun den Satz (W. II, S. 296): 

Wenn eine unzerlegbare Gleichung, in deren Graders mehr 
als eine Primzahl aufgeht, durch folgeweise Adjunktiou ron 
Wurzelgrössen in Faktoren zerfällt, so wird eine Zerfällung 
in s Faktoren t^^ Grades herbeigeführt durch Adjunktiou 
der Wurzeln einer auflösbaren Gleichung r*®" Grades. 

Damach mösste R^ entweder ein Produkt /i, 5 /'s, 6 von zwei Fak- 
toren fünften Grades werden durch Adjunktion der Wurzeln einer 
quadratischen Gleichung q^ - 0, oder ein Produkt /i, 2 . . . /i, s aus fönf 
Faktoren zweiten Grades durch Adjunktion der Wurzeln einer Gleichung 
fünften Grades q^ = 0. Diese Faktoren kann man immer so einrichten, 
. dass durch die Substitution ^g — e^ == / kein Koeffizient unendlich oder 
unbestimmt wird und nicht alle Koeffizienten eines Faktors verschwinden. 
Durch diese Substitution wird dann in beiden Fällen der höchste 
Koeffizient nur eines Faktors verschwinden, da fi, dadurch eine Funktion 
neunten Grades wird. /i,5/i, 5(6,= 63= /) ist also ein Produkt aus 
einem Faktor vierten und einem fünften Grades, f\ s • • • /k, 2 («2 = <8 = 
besteht aus einem Faktor ersten und vier Faktoren zweiten Grades. 
Das Produkt 2R^, in welches nach 13) B^ durch diese Substitution 
übergeht, hat aber keine von diesen Formen, und da 

in jedem bestimmten Bationalitätsbereich eine ganze 
Funktion nur auf eine Art in unzerlegbare Faktoren 
zerlegt werden kann (Kronecker, Grundzüge einer arith- 
metischen Theorie der algebraischen Grössen, S. 13), 
so muss jeder Faktor f\ und /j von JB4 durch jede der obigen Ad- 
junktionen zerfallen. Nun ist f\ = unzerlegbar und dritten Grades, 
die Adjunktion Q2=' kann also diese Gleichung nicht zerlegen, und 
es bleibt nur die Adjunktion der Wurzeln einer Gleichung q^ -- zu 
betrachten übrig. 

Durch Q^(e^ ^ e^-^ i) ==0 muss also /^ in lineare und f^ in Faktoren 
von nicht höheren;! als zweiten Grade zerfallen, f^ ist sechsten Grades, 
und es besteht der Satz (WMI, S.296): 
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Um alle auflösbaren Gleichungen sechsten Grades in 
einem Körper Q zu erhalten, adjungiere man dem Körper Ä 
eine Quadratwurzel und bilde in dem erweiterten Körper 
alle kubischen Gleichungen, oder man adjungiere die Wurzel 
einer kubischen Gleichung und bilde in dem erweiterten 
Körper alle quadratischen Gleichungen. 

Daher muss Q^(e^ = ^3- /) = einen solchen unzerlegbaren Faktor 
dritten Grades e^ enthalten, dass die Adjunktion der Wurzeln von 
Ps = die Ausdrücke f\ und /^ zerfällt. Die Gleichungen /i =» und 
fi=^0 müssen also äquivalent sein, d.h. eine Wurzel der einen Gleichung 
ist eine rationale Funktion einer Wurzel der anderen Gleichung. Wir 
dürfen daher geradezu f\ = oder eine ihr äquivalente Gleichung als 
95=0 annehmen. 

Nehmen wir z. B. die Gleichung, die aus f\ = hervorgeht, durch 
die Substitution: 

14) X = — --- oder y = --^; 
so erhält man: 

15) 2/»-y«+2?/ + 2 = 0. 

Wir benutzen nun die Begriffe der Dedekindschen Theorie der 
algebraischen Zahlen, die sich in dem letzten Supplemente von 
Dirichlets „Vorlesungen über die Zahlentheorie" (Braunschweig 1894) 
findet. Damach sind die Wurzeln von 15) ganze algebraische Zahlen, 
und wenn y« eine derselben, so ist der Körper (//^) dritten Grades, 
und jede Zahl desselben hat die Form: 

a + hyf, + cy^iu 
"^^ k ' 

wo a, bj Cj k ganze teilerfremde Zahlen sind, deren letzte positiv ge- 
nommen werden kann. Es soll nun bewiesen werden, dass 

yn nur dann in (y^) eine ganze algebraische Zahl ist, 
wenn Je ^1 ist. 

Denn die Diskriminante von 15) ist: 

D == - 200 

und k kann nach der benutzten Theorie nur solche Faktoren enthalten, 
deren Quadrate in D aufgehen. Also kann k nur eine der Zahlen 
1, 2, 5 sein. 

Ist aber z^((i = 1, 2, 3) eine jede Wurzel der Gleichung: 

15') ^^-Ä^' + l),^-i>s=0, 

80 ist allgemein: 
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Tber das Problem der Winkelhalbierenden. 



16) 



IJ(h + «0+ vg^+ uz*^) ■- «» + [3h„+j), r + {p\ - 2p)u] m* 

" + (3 u\ + 2 [ft « + (p\ - 2ft) «•] «0 +ft r« 

+ (PiP» - Sa)««» + {v\ - ^PiPi) ««'*) «< 
+ «»+ [p,« +(|)*i - 2jJs,«]«*o+ [p»t'*+ (Pift - 3i),)r jr 
+ {P% - 2piPi)w^]Uo + Pt(v'+pyw+p,vic*+PfU-'). 
In unserem Falle ist: 

l>i = l, ä = 2 = -jPj, «0 = 



II b c 

)k A; A; 



17) 



Nach der Definition der ganzen algebraischen Zahlen müssen die 
Koeffizienten der Potenzen von u in 16) ganze rationale Zahlen sein, 
also: 

SöTjj-f 6- 3c = (mod*), 

3a*+ (26 ~ 6c)a + 26*+ 86c + Sc* -. 0(mod*2), 
aH (6 - 3c)a«+ (26*+86c+8c«)a-26»-26«c-46c«+4c' - ^ 

(modi^). 

Aus der ersten Kongruenz folgt: 
17') 6^3c-3a(mod/c), 

^^^^ 6 = 3c-3a + i6„ 

und dies in die zweite eingesetzt ergiebt: 

15a* ~ 10A;a6i + 50c* + 20ä;c6j - 60ac =e O(mod&*), 
oder da k nur 1, 2, 5 sein kann: 

18) 15a* + 50c* - 60ac = 15(a - 2c)* - 10c*- 0(Ä*). 

Ist also Ä = 2, so folgt: 

a =^ 0, b~ c(mod2), 

daher aus 17.): r ^ r./ j^n 

'^ 6 = = c = 0(mod2), 

gegen die Voraussetzung, dass a, 6, c, Je teilerfremd sind. 
Ist aber Ä = 5, so folgt aus 18): 

a(a + c) -0(5), 

a ^. 0, oder a + c _: (mod 5). 

Beides giebt auf 17^) angewandt: 

c = a = 6 .= (5), 

wiederum gegen Voraussetzung. Also ist in dem Ausdrucke m der 
Nenner Ä = 1. 



also entweder ' 
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Es ist also (1, y^, y^j?) eine „Minimalbasis'' des Körpers (y^). 

Würde nun /g durch Adjunktion der Wurzeln von 15) zerlegbar, so 
könnte man setzen: 



19) 






worin die Grössen ah rationale Zahlen sind. Wir beweisen noch, dass 
sie ganz sein müssen. 

In der That sind alle Wurzeln der Gleichung jTs = ganze Zahlen, 
also muss auch jeder Faktor der rechten Seite von 19) nur ganze 
algebraische Zahlen als Wurzeln haben. Nun besteht der Satz: 

Sind die Koeffizienten einer algebraischen Gleichung 
algebraische Zahlen und insbesondere der höchste =1, und 
hat die Gleichung nur ganze algebraische Zahlen als Wurzeln^ 
so sind alle Koeffizienten ganze Zahlen. 

Der Beweis folgt daraus, dass Summe, Differenz und Produkt 
ganzer algebraischer Zahlen wieder algebraisch^ Zahlen sind (W.II.S.491), 
und dass jede ganze Funktion n^"^ Grades in n lineare Faktoren zer- 
legt werden kann. 

Damach, und weil (1, y^, y^^) eine Minimalbasis des Körpers (y^) 
ist, müssen die Grössen a und 6 in 19) sogar ganze rationale 
Zahlen sein. 

Das Ausmultiplizieren der rechten Seite von 19) geschieht nach 
der Formel 16), wenn man darin setzt: 

t* = a?* + a^Xy Mo = ^2? V = a^a; + ^, W'' = o^x + h^^ 
also ' 

+ iSh',+ 2r,)(x + a,) + h\+[aiX + b^-3{aoX + boWi 
+ 2r,6j+2r„ 

' / ^= »•+ (3«»+ «1 - 3ao>'+ [3aj* + 3(6, - M]** 

20) +[a%+{a,-3ao)a,*]x^+mb,-b,)a*,+ U%]x' 

I + [Sb\+(a^-3ao)b\]x + b\ + (b, - 3b;)b\ + 2r„ 

wo fjfjfjr^ ganze ganzzahlige Funktionen der Grössen a, 6, x sind. 
Vergleicht man aber die beiderseitigen Koeffizienten von a;* und x*, so 
findet man: 

2 = 3«, + ffi - 3ao 

- 3 = a»ä + (o, - 3 ffo) a\ (med 2), 
oder da: 
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a\ ~(72(mod.2), 

~ ÖTj + fl^i " Oq, 

1 ^ flfg« + (a, - «o) «ä ^ ^sCö's + öfi - «o) ^- 0(mod2). 

Letztere Kongruenz ist ein Widerspruch, die Gleichung 20) kann 
also nicht bestehen, f^ ist nicht durch Adjunktion der Wurzeln von 
15) zerlegbar, also Äj == auch nicht algebraisch auflösbar. 

Dies Ergebnis können wir auch so aussprechen: 

Die Aufgabe, die Seiten eines Dreiecks aus den inneren 
Winkelhalbierenden zu bestimmen, lässt sich im allgemeinen 
weder mit Lineal und Zirkel noch durch Ausziehen beliebiger 
Wurzeln oder durch beliebige Winkelteilungen lösen. 

Damit ist die Frage des Herrn Dr. Hey mann auf S.567 der 
Hoflfmannscten Zeitschrift, Jahrgang 1896, ob das Gleichungensystem 
des Problems der Winkelhalbierenden auflösbar sei, verneinend ent- 
schieden. 
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Eine DeterminantenformeL 

Von 

Prof. Dr. E. Schulze 

in Friedenau bei Berlin. 



Die doppelt orthosymmetrische Determinante ist sowohl in dieser 
Zeitschrift (Zehfuss, 7. Bd.; Weihrauch, 26. Bd.) als auch in anderen 
< Grelle, 73. Bd., Abhandlung von Stern) wiederholt Gegenstand der 
Untersuchung gewesen. Als ihre wichtigste, auf verschiedenen Wegen 
abgeleitete Formel ist gefunden worden: 



1) 



»1 an a«-i «3 Og 

«2 öTi a^ ag 



= cf , • or. • a« . . . . an 



«2, . 



! a„>_i «2 «1 ^ 

. ttf^ sind die Werte der w -wertigen Grösse 

wo e eine der n'** Wurzeln der Einheit ist. 

In dieser Abhandlung soll gezeigt werden, dass nicht nur die doppelt 
orthosymmetrische Determinante sich in obiger Weise als Produkt von 
n Faktoren schreiben lässt, sondern eine Determinante von viel allge- 
meinerer Form, von welcher jene nur einen ganz besonderen Fall dar- 
stellt. Es ist die Determinante, welche Weierstraß in seinem an 
Schwartz gerichteten Briefe (Göttinger Nachrichten 1884) mit 



H2' 



bezeichnet hat; falls sie gleich Null ist, wird die Division zweier aus 
n Einheiten gebildeten komplexen Zahlen unmöglich, und ein Produkt 
kann verschwinden, ohne dass einer seiner Faktoren verschwindet. 

Zunächst soll der Wert der Determinante s^ den Weierstraß nur 
in obiger kurzer Form angiebt, aber nicht ableitet, genauer entwickelt 
werden. Machen wir betreffs der Multiplikation zweier komplexen Zahlen - 

ZeiUchrift f. Mathematik u. Physik. 43. Jahrg. 1897. 6. Heft. 21 
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die Annahme, dass die Produkte der Einheiten lineare Funktionen 
von ihnen sind, dass also 

^1 ' ^^ ^^ ^112 ^ » *212 ^ " *S12 ^S + • * ■ + ^«12 C» 



2) 



^ 



\ ^nnn ^m 



ist, SO ergiebt sich: 

cc'ß'=^ak€k'^brer^^akbrSf,iref,. {Jc,ii,r = 1,2,. . . w). 

ik r 

Setzen wir flf-/J = y = qpi + r^^g H h c»e„, so ist 

und daher ^^ ^^ 

Fassen wir Ä «= ~ als unbekannte Zahl auf, so haben wir zur Bestim- 
mung der Koeffizienten 6|, feg, ... 6« die Gleichungen: 

r^^kBui\ ' &i + (^ak€ik%\b2 + 1" (^ö*«i*»)6«= <?i 

(^ait£ikl\ ' &i + ^^«Af2it2)62 + • • • + (^ClkBikn'\bn = r. 

Die Determinante dieses Gleichungensystems ist: 



3) f » 



^(^k£/xkl ^^kBfiki- . '^CLk^Mkr- • .^^«Af/iit» 



^akBnkl ^akBnki' • -^ajtBnkr • • -^ttkBnkn j 



Hiemach hat - die Form: 

cc 

4) J=|(Aiq+A,^.+ --An6„). 



Aus Gleichung 4) folgt, dass für «« die Division unmöglich wirA 
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Wir wollen jetzt nach Dedekindscher Auffassung (Göttinger Nach- 
richten 1885) die Grössen e^, c^, . . . e» nicht mehr als Einheiten, sondern 
als w- wertige Zahlen ansehen. Die n Werte von i\ seien ef^W c^'l\ . . . e^j), 
Yon e^ e^l\ e^f, . . , eff u. s. f ; A*\ e^^ . . . e^^ sollen zusammengehören. Dann 
ist auch a eine w- wertige Grösse; ihre n Werte sind: 

«2 -= »i4*^ + «2^1'^ + • • • + ««e<?) 



5) 



Bringen wir Gleichung 4) in die Form s = a(p, so können wir 
sie in die n Gleichungen 

auflösen, d. h. £ enthält Oj^^cc^ . . . a^ als Divisoren, und daher ist: 
6) £ = A • «i • «j • «3 . . . • a». 

Es kommt nun darauf an, den Wert von A zu ermitteln. Führen 
wir die Multiplikation des Produkts cij^a^.^.an aus, so erhalten wir 
als ein Glied der Summe a** • a^j^^ • e^^^ . . . e^^^K 

Auch die Determinante e lässt sich, da ihre Elemente Summen sind, 
in eine Summe von Determinanten gleichen Grades zerlegen; dasjenige 
Glied, welches von den Koeffizienten a^^^a^. ,,an keinen andern als f(^ 
enthrdt, ist: 



tt*««*!, (Ik^%k2f" (^k^ikn 



- a*" 



I ^2*1 f2A2 • • • ^2*^ 



Hiernach geht Gleichung 6) in die folgende über: 

' ^1*1 fi*s • • • flJtn j 

Bik 



ak"" 



««tl ^2*2 



+ • 



= A.aJ..U).4^).. 



und daher ist: 



7) 



^Ikl «1*2 . 
«8*1 ^%k% ' 



■ £nkn 
^Ikn 
S%kn 



= k-(^^)-e'p. 



ei"). 

k ' 



,w + . 



^nkl Snk2 • • • ^nkn [ 

Zur Bestimmung der »-wertigen Grösse Ck betrachten wir die 
n Einheitsprodukte: 

Ck • €i -= £i*i e^ + «2*1 ^2 H ^■ *«*i ^» 

€k'e2= SiiiCi + «2*2^ H h fii*2^i 

ek'Bn^ Clkn^i + f2*n^2H 1" «n*n«/i 

und schreiben die Gleichungen in der Form: 

21* 
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Eine Detcrmiiiantenfonnel. 



0= 61*8 ^1+ («2*2— «*)^H h Bnk^en 

-^ eiin Ci+ f2Ari t'g H h («n*« " e*)c«. 

Aus diesem Gleichungssystem folgt die Determinantengleichung: 



8) 



(fljfcl— ^k) «1*2 «1*3- • • ^Ikn 

«2*1 («2*2— ö*)«2*8- • • «2*» 



0. 



««*1 «n*2 («nt« — ß*) 

Die Gleichung ist in Bezug auf e* vom w*'^ Grade; sie heisse: 

Bekanntlich gilt für das Produkt der n Wurzeln dieser Gleichung 
die Beziehung: ^^ • 4«) • 4») • • • e^») = (-l)"gn. 

Anderseits finden wir, wenn wir die von e* freien Glieder der 
Determinantengleichung 8) sammeln, 

«1*1 «1*2 • • «l*n 
«2*1 «2*2 • . • «2A» 



(-!)"• 2. 



««*! 



«n*« 



Vergleichen wir diese Resultate mit Gleichung 7), so ergiebt sich 
A = 1, und daher hat die Determinante s den Wert: 

9) « ^cri-ag-ffa- • ••««7 

wo e und «ijCfgj • • • «n die in 3) und 5) angegebenen Werte haben. 

Hiermit ist der Nachweis geführt, dass nicht nur die doppelt ortho- 
symmetrische Determinante, sondern eine Determinante von viel allge- 
meinerer Form, eben diö Determinante £, sich als Produkt von n Fak- 
toren darstellen lässt. Dass letztere die doppelt orthosymmetrisehe 
Determinante als besonderen Fall in sich schliesst, erkennen wir, wenn 
wir für das Gleichungssystem 2) die Form wählen: 

1) e,-fi = (?2, 2) q6^2 = e'3; 3) e.-e^^ e^, . . . 7i) e^e^-^e,. 
Diese n Gleichungen sind hinreichend zur Bestimmung der n Grössen 
^1,^2,. ..ei,; es ist: 

Ci" = 1 und e*= e^*. 

Man erkennt leicht, dass in diesem Falle e^*r entweder gleich 1 
oder gleich ist, je nachdem fi bezw. w + ft gleich oder ungleich i + r 
ist, und dass demgemäss die Determinante s doppelt orthosymmetrisch 
wird und für sie die in der Einleitung hingeschriebene Gleichung 1) gilt 

Die Determinante b ist in ihrer allgemeinen Form 3) von ziemlich 
kompliziertem Bau, und die Formel 9) liefert infolgedessen nur bei be- 
sonders einfachen Annahmen brauchbare Resultate. Ausser der doppelt 
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orthosymmetrischen Determinante, die wohl den einfachsten und inter- 
essantesten Fall darstellt, mögen noch einige andere Determinanten, die 
verhältnismässig leicht zu behandeln sind, als Beispiele für die Deter- 
minante € geboten und die Form, welche die Gleichung 9) für sie an- 
nimmt, in Kürze angegeben werden. 

Eine etwas allgemeinere Annahme als die, welche auf die doppelt 
orthosymmetrische Determinante fahrt, ist die folgende: 

1) er€^=^p^€^, 2) e^e^^p^e^, 3) e^e^^^ p^e^, . . .n) e^e^^ p^e^, 

wo Pi,i>2' • • P» beliebige reelle oder komplexe Zahlen seien. Hier ist: 

Unsere Determinantenformel 9) nimmt hier, wie ohne Schwierig- 
keit zu erkennen ist, die Form an: 

fliJJ« «,-ijp«-ii>„ a«_2jp«-sPn-ii?« fhPilh'-'Pn 

«l a^PH a^^iPn^lPn a^^2Pn-2Pn--lPn''(hP2Pd'-Pn 

:^ a, a^Pn an^lPn^lPn'.-CC^PiPA'-Pn 






anPn^.^a^PiPs'-'Pn 



fl.1-1 



iPi'.pn-i' PtPi Pi 

WO 



anPn 



Vorliegende Determinante ist nur einfach orthosymraetrisch; sie 
wird zur doppelt orthosymmetrischen, wenn 2h=^ p2 = ""^ Pn =^ 1 ge- 
setzt wird. 

Ein anderes Beispiel sei: 

1) Cißi-ßä, 

2) ^1^=^37 

3) e^e^^e^,... n-i)c^en^i=,en, 
n) 6^6«= — e^ — c^ — e^ e«. 

Zur Bestimmung von c^^e^, •••ö„ ergeben sich die Gleichungen: 

Cj bedeutet diesmal eine der n+l^^ Wurzeln der Einheit, die Eins 
nicht mitgerechnet. Man erhält nach einiger Umformung: 
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Kine Determinanten forniol. 



— an a„ -a«-i. . a^—a^ (h~^ 



a< — a, 



a, 



a. 



I 



(^s—(h ^ — »i 






=* «l«»«^' • • «*7 



WO 



»n-a 



«2 



- am 1 



2T[ir 

und (»^'■) = c''+* ist, Z.B.: 



Itto 



- «8 »3 — ^1=^ (-- ^1 — ^a — ^'3) 'K *— ^s — ^'3 

»1 "«3 1 -K^'-rt^+ösO- 



In einem weiteren Beispiele nehmen wir n = 2m als gerade an; 
die Gleichungen, aus denen e^yC^,. . e» zu bestimmen sind, mögen lauten: 

1) e^e^ = e^y 2) e^e^ = rg, ... 2m-i) ^1 • <'2m-i == <?2m5 

Aus ihnen folgt: (^j,_ i),_ ^ ^^j ^^_ ^t 

Die Determinantengleichung 9) erhält für diesen Fall die Gestalt: 



-(hm) "^im-l • 



a^4-i, -(«/»+ 2a2w), -(am-i+2ajw.i)...-(a2-+-2a«+j) 



(Oj 



-ajm -«/n+l; -(ö^m+ 2a2m) . . . -(«3+ 2a«+8) 



a^n ^2? ^1 

(2»!+ a^+i), »m «2? ^J 



Ctjm — ««4-1 

1; — (^2m — <*«+* 



a^, —ttin 



»m-j-8 



'(2a;„+i+a2„,_i), . . . (2a^+a,n^i), a^ a^, a^, - a,« 

«= f^i + «2 + «3 + • • • + Ötam)"*- («1 - «2 + «8 - «4 H Öt2,„)« 

Femer werde m=2'* als Potenz von 2 angenommen, und das 
Gleichungssystem heisse: 



1) 6,2= e« 



2) e. 



2_ 



3) 



• e, = ^. 



4) e,^=c. 



^8 • ^2 8) e^- = C;, 



5) ^5-^i = ^8'^4 6) ee-Ci- ^'8-^3 7)^7^1 

9) Cg • e^ = (^le • e^ 10) ß,o^i = ^\% f'i -- - 15) ^15^1 ^ ^la ' <2 16) «le^ = ^t 



^^ = ß^' 



Hieraus folgt: e„= 1 e^ 

Durch e^ye^jP^yr^y,.. lassen sich die übrigen Grössen e^ ausdrücken: 

^3 ^ ^ ^'i^'2^if ^5 '^ ^1^4^8; ^6 ^^ ^2 ^4^8» ^7 ^^ ^1^^8? * * * ^«—8 ^^ ^1^4>* 



eyi-2^^2^'4^ ^«-1 



e,fj. 
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«4 ^3 «3 ^1 
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o»-i 


«« 


o»-s 


o.- 


-»• 


•Oj 




»4 


«1 


ff. 


«.-» 


».-» 


o. 


««- 


-1- 


. .0, 




«1 


«4 


«$ 


a»-i 


o«-j 


««-1 


o« 




. .»1 




«» 


«. 


«'s 


«4 


«J 


«» 


«1 




.a» 




«»-1 


a»-» 


««-8 


«, 


«4 


Ol 


«» 




.«,_ 


-1 


o» 


a»-s 


o«-« 


«« 


"l 


«4 


«s 




.»»- 


-t 


a,-8 


»» 


a«-i 


«i 


«2 


«8 


«4 




.«»- 


■3 


«»-« 


a»-i 


«. 



( ^*i + ^2 + ^3 + «4 H 1- Öt«-8 + »*-« + ^—1 + »n) 

• (- «1 + o^ — ttj + «4 a«_3 + tt»-2 — a«~i -^ a„) 

' ( Ötj ~ Og - «8 + «4 H ^- ««-8 — ö^»-8 - «»-1 + ^•) 

' (— »i — «2 + 0^3 + «4 «»-8 — »«-8 + öt|.-l + «•) 



■ ( »1 + ag - a3 - »4 + 
. (- a, + o^ + «8 - «4 - 



■ + «Ä-S — »11-2 - tt«-l + ««) 



• ( (^i— (^2+ f^i— (^4-^ ^»-8 + ^«-2 — ^*-l + ^O 

• (- «i — Oj - a, - a^ h a«.-8 + a«-2 + a,-i + a«). 

Als letztes Beispiel wählen wir das Gleichungssystem: 

1) Cie^ = e^ 2) e^e^ = 64 3) e^e^ = Cg 

4) ^4^5 = ^6 • • • w_i) ßrt-i c« == Cj w) e^e^ = e^. 

Die Gleichungen sind dadurch charakterisiert; dass sie durch 
cyklische Vertauschung von ^^,«'2,^8,... ineinander übergehen. 
Für w = 6 ergiebt z. B. die Rechnung: 

«i+«3-«4-«5 + («3+«6-'^^6)^" Ötj+a44- «s+^G-K-^'e) ' • ' ' " «6+ «2+ «3" «4 + («2+ »4" 2 «J 2 

•*i+%+«4-ö^5+(ö8+»5-2a2)i rt24-a4-a5-a64-(a44-a6-2aj/... ag-a2+a3-a4+(a2-a4)i 

«r«3+«4-«5 + (^3-«5)' -a2 + «44-a5-a64-(a4+r/6-2rt3)/. .. ^/6-»2-^3+«4+(V«4)«* 

«r«3-«4+«5) + (V«5)'* «2-Ö4+«5-«6 + («r«6)^' • ■ " «6" «2+ «8+ «4" K' «4V' 

•«r 09+04+ 05- («2- «5) ' ^'2 " ^'4" ^^5+ ^6 +(^4" ^^c) ' • • ^6+ ^2+^*3 + « 1 * («2 " "4) ' 

• [(«2- «5)+ («4- «6+ «1+ «3) '1 • [(«r ^^l) + («3- «5+ ^6+^ä) ' J • [l^'e- ^3) + («2- «4+ «5+ «1) ' J 
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320 Ei^ö Determinantenformel. 

Diese Beispiele mögen genügen, um die Anwendbarkeit der Formel 9) 
zu zeigen. Von den Koeffizienten f^jtr, welche durch das Gleichungs- 
system 2) eingeführt sind, sind nur n^ unabhängig, denn zur Bestim- 
mung der n Grössen e^, ^g,. . . e« genügen n Gleichungen, z. B.: 

^1^2 — ^112 ^1 • ^212 ^S 1 ■ ' I ^ni2^H 



mit den /r Koeffizienten ^111,^211? • • • *«i«' I^^® übrigen Gleichungen 
des Systems 2) müssen identisch erfüllt sein. Weil aber die Berech- 
nung der abhängigen Koeffizienten Sf^ir durch die n^ unabhängigen nur 
bei besonders einfachen Annahmen leicht zu bewerkstelligen ist und 
ausserdem zur Auffindung der Wurzeln e^^\ef\. . . e^^'^^ eine Gleichung 
^jten Grrades (8) gelöst werden muss, ist die Ausnützung der Formel 9) 
eine beschränkte. 

Im Prinzip freilich lässt sich nicht nur die Determinante s, sondern 

jede beliebige Determinante ^ ± aj^ 0^2 »33 • • . '»n« als Produkt von n 
Faktoren darstellen, man muss zu diesem Zwecke die n^ unabhängigen 
Koeffizienten Sfiir durch die w^ Elemente ff^l, a^g, . . . a^^ ^^ Determinante 

//± ötjii «22 • • ■ ^«» ^i^ Hilfe der n^ Gleichungen: 

»11 = »l«lll + «2«112 + • • • + (^n^nn, 

berechnen und die erhaltenen Werte in die Gleichung 8) einsetzen, wo- 
durch die Wurzeln c^^\ ef\. . . e[^^ gefunden werden können. 

Weil in den obigen m^ Gleichungen ausser den Koeffizienten f^^r 
noch die Grössen a^yCi^y . - > (JI^h vorkommen, lässt sich sogar aussprechen, 
dass jede Determinante auf unendlich viele Weisen als Produkt von 
n Faktoren dargestellt werden kann, da wir über diese Grössen oder 
statt ihrer über ebensoviele von den Koeffizienten f^^r beliebig ver- 
fügen können. 

Für w = 3 wollen wir dies durch ein Beispiel erläutern. Da a^ 
unbeschadet der Allgemeinheit gleich eins angenommen werden kann, 
sind zwei willkürliche Annahmen erlaubt. Es sei z. B. s^^^ = ^3,3 = 0. 

Dann ist: 

Ol -6^ = fiii^i + ^211^3 + ^811^8 
^l'^^ ^112^1 + ^212^2 + ^812^3 

Aus der dritten Gleichung folgt: e^ == fj^ und daher ist: 

^2 ' ^3 "^ ^113^ 2 ^3 * ^3 "^ ^113^3 ^2 * ^^ ^^ ^122^1 ' ^222^^2 • ^322^8' 

Wählt man fi22;%2;%2 ^^^ die abhängigen Koeffizienten, so 
findet man: 
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Von Prof. Dr. E. Schulze. 

^122 "^ Z \ß2 5*112 I ^812*118/; 

%2 **' Z (*2ll ^112 + *«« "~ ^212 *lll ~" *81l ^U2h 

^322 ^ r ~ (^811*112 + ^312*212 ~ *812*lll)' 

^111 

Aus den 9 Gleichungen: 

^11 == ^111 + ^2*112 + ^3*113 ^'l2 "" ^112 + ^2^122 



'18 



«=118 



^211 I ^'a*2 



^211 "T "2^212 ^^22 — ^212 » ^'2 ^222 • ^'3*118 ^23 — ^'s^llS 

^32 "^ ^312 ' ^'2*322 ^'33 ^^ ^*3*113 

ergeben sich für die 9 Unbekannten a2,«3i*iiu*2iu*8ii;*n2? *2i2;*8i2;*ii3 
die Werte: „ „ 



^'31 — ^311 + ^h *812 






*^118 



= a 



h% 



wo 



^112 '^ ;; (^J2^2i öfoCtjg^ji + % ^'12^*33 ^'23^32); 

*2I2 — ^" V^I%2 "~ ^21^33 + ^8^31 "" ^2^12^'2l); 

^812 ^ q (^21^32 " " ^2^]2%)> 

q^ a^l + 0^022— (h^iX— <^*^12) 



^111 — ^11 " öt«o anf. 



«^111 



'38 



'*2Cii2, 



*21I '" ^1 ^2*212» 



''SU 



= da 



^o£, 



2«812- 



Hiernach ist: 

<hl ».» «1» i =. (cf) + J-» 40 + «„) . (,f ) + ^«? Cf + «33) 

^ rt /» . tS '*13 

"18 



*22 "23 1 



*32 



*33 



4^^,cf^,e(*) sind die Wurzeln der kubischen Gleichung: 



1 *ni ~" ^1 ^211 



^112 



*^118 







«'S!! 



*^812 



= 0, 



^i\^\ef^ findet man aus einer der Gleichungen: 
h'h^ ^111 • ^1 + fsn • ^2 + «811 • «18 oder e^ • e^ == £,i,Ci + fgigCg + £3,2 a^j. 
Beispielsweise ist: 

• 7 -2 1| 

10 22 2 = (1 + 2. 2+ 3). (2+2- J+ 3). (3 +2- 4 +3) = 1120. 
-19 -26 3: ' 



(( UNIVE.n. I Vf '] 
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322 



Eine Detemiinantenfonnel. Von Prof. Dr. E. Schulze. 



Falls 



«12 = «21 == «»8 = ^1 



*13- 



♦81- 



ist, wird die Determinante doppelt orthosymmetriscli, und die Rechnung 
ergiebt für diesen Fall: 



a b c 
b c a 



\c a b 



(|/a^ + b^ + c^ — ab — ac — bc =^ r gesetzt) 

^^(c+a+h)'lc - + «/ TT T-^+i) 

^ ' ' ^\^ c — a {c — a){a — C'\-r)* ) 

■( 



c^iiJL-zi + „ ;-«)(«-;-^) ^A 



c — a 



(c — ä) (a — c — r) 

Die Form, in welcher die doppelt orthosymmetrische Determinante 
hier als Produkt auftritt, weicht von der bekannten Form, wie sie 
Gleichung 1) liefert, nämlich: 



a b c 
b c a 
c a b 



b,a c\ 
c b a ^ 
a c b' 



_ -(c+a+i.).(«:^i±t»^ + »--lr'X«+i) 



.(»-'V'- 



+ a 



--i + iys 



+ h 



erheblich ab. 

Erstere Form wird für den Fall, dass b = c ist, besonders einfach 
es ist: 

a b b\ 

=- {a + 26) {a -b){-a + b). 



) 



a 


h 


b\ 


b 


h 


a 


h 


a 


b 
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über eine von Abel untersuchte Funktionalgleiohung. 

Von 

Paul Stäckel 

in Kiel. 

In einer im ersten Bande von Grelles Journal veröflFentlicliten Ab- 
handlung* hat Abel die Aufgabe behandelt, zu untersuchen, bei 
welchen Funktionen f{x, y) der Ausdruck: 

eine symmetrische Funktion der drei unabhängigen Veränderlichen 
X, y, z wird, und ist zu dem eleganten Resultate gelangt, dass zu 
jeder Funktion f{x, y) der verlangten Beschaffenheit eine Funktion 
^•(m) gehört, für die identisch: 

1) ^[/(^, y)] = il;{x) + ^(y) 

ist. Nimmt man aber umgekehrt die Funktion ^{ti) willkürlich an 
und bezeichnet die inverse Funktion mit ^i(m), sodass 

2) 7l>U>,{u)\Ti^u 
ist, so wird durch die Gleichung: 

die allgemeinste Lösung der Aufgabe gegeben, denn es ist: 

n^y f{^y y)] - ^i [^ W + H^) + ^(y)] 

eine symmetrische Funktion von x,y,z. 

Gegen die Herleitung dieser Lösung lässt sich indessen mehr als 
ein Einwand machen und da in den Anmerkungen, die Sylow und 
Lie den gesammelten Werken Abels hinzugefügt haben, über die 
betreffende Abhandlung nichts bemerkt wird, so sei es gestattet hierauf 
genauer einzugehen. 

•Wieder abgedruckt in den Oeuvres compl^tes, I.Ausgabe S. 1-4, 
•2. Ausgabe S. 61-65. 
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324 Über eine von Abel untersuchte Funktionalgleichung. 

Abel bemerkt zuerst, dass infolge der Symmetrie 
4) f[^,f{x,y)-\=flz,f(i,,x)\ 

sein muss. Wenn er aber daraus den Schluss zieht, dass notwendig 

tX^y y) = f{y, ^) 
sein müsse, so ist zu bemerken, dass durch diese Annahme allerdings 
die Gleichung 7) erfüllt wird, dass es jedoch sehr gut noch andere 
Lösungen von 4) geben könnte. Wäre z.B.: 

und dieser Ausdruck genügt der Gleichung 4), so wird 4) auch durch 

f{^7 y) = - f(y, »0 

befriedigt. 

Glücklicherweise lassen sich jedoch die folgenden Entwickelungeu 
Abels ohne Mühe so umgestalten, dass man die Gleichung :| 

f(^y y) = f(,^, y) 

gar nicht zu benützen braucht. Wenn nämlich Abel behauptet, in- 
folge dieser Gleichung reduzierten sich die fünf Bedingungsgleichungen 
für die Symmetrie von f[^,f{^'yy)] auf die beiden: 

I f[^, fi^', y)] = f l^j fiy, ^)] , 

\f[^J(^^y)] = f[y>f(^,x)l 

so braucht man dafür nur zu sagen: Soll 

symmetrich in .r, //, ^ sein, so ist sicher notwendig, dass die beiden 
Gleichungen: ^^.^ ^(^^ ^^j ^ ^^^^ ^(^^ ,^-,^ 

bestehen. Die erste der Gleichungen 6) ist mit der ersten der Gleich- 
ungen 5) identisch, die zweite der Gleichungen 6) enthält rechts 

/•(.r, 2) statt f{z, x), 

und dadurch wird bewirkt, dass man die Gleichungen 6) genau ebenso 
behandeln kann, wie die Gleichungen 5) von Abel behandelt werden, 
aber ohne die Symmetrie von f(Xf y) in x und y benutzen zu müssen. 
In der That, setzt man zur Abkürzung 

so ergiebt sich durch Differentiation nach Xj y, ns: 



8) 
und hieraus folgt sofort 



dt dx dö ' dx ' 



dg dy dz dy 

df{y, g) ^ cj(_ ^ cfjx, q) dQ 

da cz dq dz 
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Von Paul Stäckel. 325 

Q\ rp do dz Cq dö Ör 

^ dy dz dx cz dx ry 

Legt man der Veränderlichen z einen festen Wert Zq bei, so wird: 
10) 



da da / s f/ V 



und aus 9) folgt: _ . nr / \ ■ / m 

wo Q eine willkürliche Funktion bedeutet. Das ist aber — von der 
Bezeichnung abgesehen* — genau das Ergebnis, zu dem Abel in 
seiner Gleichung 7) gelangt. 

Die gesuchte Funktion f{x^ %j) hat also notwendig die Gestalt: 

11) /•(x,</) = Q[9>(x) + qp (!/)]. 
Bildet man jetzt /(^; t), so kommt: 

12) f\ß, f(x, y)] =Q[ipg + ipQ(q>x + spy)], 

und dieser Ausdruck muss symmetrisch in jc, y, z sein. Wenn aber 
Abel hieraus folgert, dass das Argument: 

q>z-^(pQ[(p{x) + (p{y)\ 

selbst in x, y, z symmetrisch sein muss, so geht er wieder zu weit. 

— und dieser Ausdruck genügt der Gleichung 11) — , so könnte jenes 
Argument bei den Vertauschungen von x^y, z sehr wohl sein Vorzeichen 
ändern, ohne dass die Funktion sich änderte. 

Aber auch wenn man hiervon absieht, lässt die Untersuchung 
der Gleichung 12) zu wünschen übrig. Abel sagt nämlich, der Ver- 
änderlichen z möge ein solcher Wert beigelegt werden, dass 

q>{z) = 
ist. Setzt man aber z.B.: 

fp{z) = e% 

so lässt sich diese Forderung nicht erfüllen, und es bleibt daher frag- 
lich, ob man auf diesem Wege alle Lösungen der Aufgabe erhält. 

Am einfachsten dürfte folgendes Verfahren zum Ziele führen. 
Setzt man zur Abkürzung: 

13) ^{x)==l, q>(y) = V7 9W = 5 
so muss die Identität bestehen: 

14) QK + 9^^ + V)] = Q[l + 9^{V + 5)]. 

* Abel schreibt V statt Ö, da er jedoch das Zeichen V nachher in einem 
andern Sinne verwendet, schien es zweckmässig, hier die Bezeichnung zu ändern. 
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326 t^er eine von Abel imtersucbto Funktionalgleichung. Von Pail Stäckel. 
Differentiiert man nach x und y, so kommt: 

= Q'ri + 9>Q(.? + {:)]-^fQ(ij + O-v'O/) 

und da 

ist; so muss 

^«pQ(, + 5) = l, 

mithin, wenn i? + 5=i> gesetzt wird: 

15) (pQ{p)=p + c 

sein, wo c eine Konstante bedeutet. Das ist aber genau die Gleichung, 
zu der auch Abel gelangt. 

Führt man jetzt, nach dem Vorgange von Abel, statt (p(x) eine 
neue Funktion ^(rr) durch die Gleichung: 

16) <p{x) ^ tl^Qc) - c 
ein, so wird vermöge 15): 

17) ^ß(p)==2>, 
und es ist daher: 

1) tfQc, y) = ilfx + ^y. 

Damit ist aber nachgewiesen, dass die von Abel gegebene 
Lösung der Aufgabe auch die allgemeinste Lösung ist, wofern man 
die Differentiierbarkeit von f(xj y) nach x und y voraussetzt. 
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Zum Gesetz der elastischen Dehnungen. 

Von 

R. Mehmke 

in Stuttgart. 



Die Grundlage der Elastizitäts- und Festigkeitslehre bildet auch in 
den neuesten Darstellungen^ die ihr zu Teil geworden sind, noch immer 
der 1660 von Robert Hook e gefundene, 18 Jahre später von ihm veröflFent- 
lichte Satz, dass die Kraft, mit der ein elastischer Körper die natürliche 
Lage seiner Teile wieder herzustellen sucht, dem Betrage proportional 
sei, um den jene Teile, einerlei ob durch Zug oder durch Druck, 
daraus entfernt worden waren. Auf einen in seiner Längsrichtung ge- 
zogenen oder gedrückten Stab angewendet und durch eine Gleichung aus- 
gedrückt heisst dies: ^ _ ^^ ^^^^ ^ _ ^^^ 

wo ö die in dem Stab hervorgerufene (positive bezw. negative) Spann- 
ung, 8 die zugehörige (positive bezw. negative) Dehnung, J? eine für 
jedes Material konstant vorausgesetzte Grösse, den sogenannten Elastizi- 
tätsmodul, a ^1: E den „Dehnungskoeffizienten"* bezeichnet. Das 
„ Hook e sehe Gesetz" oder, wie es auch genannt wird, das Gesetz der 
Proportionalität zwischen Spannung und Dehnung, oder das lineare 
Spannungs-Dehnungs- Gesetz, hat zwar zu keiner Zeit unbedingte An- 
erkennung gefunden; führten doch die, namentlich von selten der 
Ingenieure in überaus grosser Zahl angestellten Zug-, Druck- und 
Biegungsversuche immer wieder — namentlich bei einzelnen für die 
Technik wichtigen Stoffen, wie Gusseisen, Stein, Holz — mehr oder 
minder bedeutende, auf keinen Fall zu übersehende Abweichungen vor 
Augen. Nachdem aber durch die Experimente mehrerer Physiker 
(Wertheim 1848, Morin 1862, Edlund 1861, 1865, Miller 1882) 
das Hookesche Gesetz scheinbar bestätigt worden war, drohte es zum 
Dogma zu werden; hat man es doch sogar schon als selbstverständlich 
oder aus Gründen allgemeiner Art folgend hingestellt.** Und während 
die Techniker dasselbe längst einer erneuten Kritik unterzogen hatten, 
ist dies seitens der Physiker erst 1891 geschehen. In diesem Jahre 
ist nämlich von J. 0. Thompson durch Zugversuche mit 23 m langen 
Kupfer-, Stahl-, Messing- und Silberdrähten, die er unter F. Kohl- 
rausch im physikalischen Institut der Universität Strassburg aus- 
geföhrt hat, nachgewiesen worden, dass auch bei geringen Belastungen 
<]as Proportionalitätsgesetz nur eine Annäherung an das wirkliche 

♦ C.Bach, Elastizität und Festigkeit, § 2, I.Auflage. Stuttgart 1889. 
** Siehe z.B.: F. Auerbach in Winkelmanns Handbuch der Physik, Bd. I, 
S 218, 1891. 
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328 ^""1 Oeßetz der elastischen Deliuungen. 

Elastizitätsgesetz darstellt* Thompson zeigt unter anderem, dass die 
(dem spannungslosen Zustand entsprechenden) wahren Elastizitätsmoduln 
bis 10 Prozent grösser sein können als die auf dem früher üblichen Wege 
ermittelten, weshalb er es für notwendig hält, physikalische Kon- 
stanten, die von dem Elastizitätsmodul abhängen, neu zu berechnen. 
Wenn, wie oben erwähnt wurde, die Ergebnisse einiger früheren 
Beobachter mit dem Hookeschen Gesetze sich scheinbar im Einklang 
befinden, so erklärt dies Thompson auf sehr glaubhafte Weise da- 
durch, dass jene Beobachter gewisse Fehlerquellen (Krümmimgen und 
Knicke in den Drähten, elastische Nachwirkung) nicht zu beseitigen 
verstanden haben. Wir sehen hier den eigentümlichen Fall, dass die 
Physiker eine Zeit lang den Fortschritt in der Erkenntnis der Wirk- 
lichkeit gehemmt und indirekt die Entwickelung eines wichtigen 
Zweiges der Ingenieurwissenschaften aufgehalten haben. Nach einem 
Ausspruche, den C. Bach neuerdings gethan hat,** „gestatten die 
Anforderungen, welche die Technik an den Ingenieur stellt, heute 
nicht mehr — wenigstens in verschiedenen Fällen der Anwendung — j 
die Beziehung £ = «<?, welche nur für eine Minderheit von Stoffen i 
innerhalb gewisser Grenzen als zutreffend erscheint, als allgemeines 
Gesetz anzusehen und zur Ginindlage der gesamten Elastizitäts- und 
Festigkeitslehre zu machen." 

Es fehlt nicht an Versuchen, an Stelle obiger Gleichung eine dem 
thatsächlichen Verhalten elastischer Körper besser entsprechende zu 
setzen und für die Festigkeitslehre nutzbar zu machen, aber keiner 
scheint in weiteren Kreisen Beachtung gefmiden zu haben. Nun hat 
im Anfange dieses Jahres C. Bach ein allgemeines Gesetz der elasti> 
sehen Dehnungen veröffentlicht,*** das von einem seiner Schüler, 
Herrn W. Schule, aus den Ergebnissen umfangreicher, sich über 
mehr als ein Jahrzehnt erstreckender Versuche Bachs abgeleitet 
worden ist. Es lautet: ^ ^ ^^, 

a und m bezeichnen Konstanten, die vom Material abhängen und Im 
einem und demselben Material für Druck andere Werte haben, als für 
Zug. Als eine die Form andeutende Benennung dafür schlage ich 
„Potenzgesetz" vor.f Der Exponent m liegt in der Regel — bei Guss- 
eisen, Kupfer, Körpern aus Cement u.s.w. — zwischen 1 und 2, seltener, 

• Joseph Osgood Thompson, Über das Gesetz der elastischen Dehnung. 
Wiedemanns Annalen der Physik und Chemie, Neue Folge Bd. 44, S 555 bis 
576, 1891. 

•• C. Bach, Abhandlungen und Berichte, S. 294, Stuttgart 1897. 
**• Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, Bd. 41, S. 248 bis 252, 1897. 
übrigens ist, wie ich allerdings erst nachtraglich bemerkt habe, das gleiche 
Gesetz schon früher in Vorschlag gebracht worden, 1729 von BtLlffinger und 
1822 von Hodgkinson (siehe die später folgende Zusammenstellung). 

t Vergl. A. Steinhauser, Die Lehre von der Aufstellung empirischer 
Formeln, 8 173, 1889. 
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Von H. Mkiimkk. H29 

wie bei Leder, zwischen und 1. Nur bei einer nuUvsigen Zahl der 
in der Technik verwendeten Stoffe — Schmiedeisen und Stahl ge- 
hören zu ihnen — nähert sich m in betriichtlichem (irade dem (irenz- 
wert 1, für den das Potenzgesetz in das llookesche ül)ergeht. 

Das Potenzgesetz besticht durch seine Eleganz und giebt, wie 
sich zeigen wird, in den wichtigen Fällen des Gusseisens und der 
Körper aus Cement und Cementniörtel die Versuchsergebnisse besser 
wieder, als andere empirische Formeln mit nur zwei Konstanten. Es 
hat zugleich eine fiir die logarith mische Rechnung bequeme Gestalt 
und wird sich deshalb für niJinche Anwendungen vermutlich sehr gut 
eignen. Wenn man jedoch versucht, auch nur die Lehre von der 
Bi^ung gerader Balken diesem Gesetz gemäss umzugestalten, stösst 
man auf mathematische Schwierigkeiten. Nicht allein treten an Stelle 
des statischen und des Trägheitsmomentes, mit denen man in der alten 
Biegungslehre auskam, Integrale, die schon bei ganz einfachen Quer- 
sehnittformen sich nicht mittels l)ekannter Funktionen auswerten lassen, 
es versagen auch bei diesen Integralen, die eine Art höherer Momente 
bilden, die meisten Methoden zur graphischen und mechanischen Be- 
stimmung von Momenten hr)herer Ordnung, weil sie nur l)ei Momenten 
mit ganzzahliger Ordnung anwendbar sind. Die Aufgabe lässt sich 
zwar durch Benützung graphischer Hilfsmittel lösen, es schien mir 
jedoch von Wert, zu untersuchen, ob nicht innerhalb derselben Grenzen, 
zwischen denen das Potenzgesetz in guter Übereinstimmung mit den 
Beobachtungen gefunden worden ist, letztere mit hinreichender Genauig- 
keit durch eines der anderen früher vorgeschlagenen, dem fraglichen 
Zweck sich leichter anpassenden Gesetze, insbesondere das parabolische, 
dargestellt werden könnten. Indem ich mir vorbehalte, auf die Folger- 
ungen für die Biegungslehre später einzugehen, beschränke ich mich 
heute darauf, sämtliche mir bekannt gewordenen Formeln, durch die 
man die Abhängigkeit der elastischen Dehnung von der Spannung 
teils JiUgemein, teils bei einzelnen bestimmten Stotten hat ausdrücken 
wollen, zusammenzustellen und die Ergebnisse meiner, zur Prüfung des 
Potenzgesetzes unternommenen Rechnungen, die ich zu gelegenerer Zeit 
fortzusetzen gedenke, mitzuteilen. 

I. Zusammenstellung der bis jetzt vorgeschlagenen empirischen 

Formeln zur Darstellung der Abhängigkeit der elastischen 

Dehnung von der Spannung.' 

(Krgänzun^en vorbehalteiu 
Des leichteren Vergleiches wegen sind die Bezeichnungen der ver- 
schiedenen Verfasser nicht immer beibehalten und ihre Gleichungen 
zum Teil umgeformt worden. Wo keine Materialien genannt sind, ist 
^ betreffende Gesetz von seinem Urheber als fiir eine Vielzahl von 
solchen oder allgemein giltig gedacht, und zwar, wenn die Angabo der 
Art der Beanspruchung fehlt, für Zug sowohl als fiir Druck. 

Z«iUchrift f. Mathematik u. Physik. 42. Jahrg. 1»97. 6. Heft. '2'2 



Digitized by VjOOQIC 



330 7.\im Gesetz der elantiRclioii Deliiinnjft^u. 

s = elastische Dehnung oder Zusammendriickung (Stauchung), 
bezogen auf die Längeneinheit; 6 =- Spannung bezw. Pressung, bezogen 
auf die Flächeneinheit des Querschnittes; a, j8, y, a, fc, c, d, iw Toni 
Material (und in der Regel auch von der Art der Beanspruchung) ah- 
hiingige Konstanten. 

1. Lineares Gesetz: 8 ^ aö. Hooke 1678. 

2. Potenzgesetz: £ =- a<f». Bülffinger 1729 (Zug). Ilodg- 
kinsonl822. Bach-Schüle 1897. 

3. Parabolisches Gesetz: ö -^- ae -bs^, Hodgkinson 1849 
(G usseisen). H a r t i g 1893 (Gusseisen, Cement u. Cementmöi-tel). 

4. Hyperbolische Gesetze: 

^ fh — ha 

Cox 1850 (Gusseisen). Lang 1896 (Gusseisen, Steine, Mörtel). 

b) f?^a6^+h6, 

Wertheim 1847 (organische Gewebe). 

5. Kubisch- und biquadratisch-parabolisches Gesetz: 

a) <y -= a« + hh^ + ca^ Cox 1850 (Gusseisen). 

J. 0. Thompson 1891 (Metalle, Zug). 

b) a^ ae + ht^ + ct^+ dt^. Hodgkinson 1841) (fi usseisen). 

(). Exponentialgesetze: 

^ 1 

a) = cc *. Riccati 1731. 

b) f - e^« — 1. Imbert 1880 (Kautschuk). 

c) <y = 0(6»"*— 1). 

Hart ig 1893 (Leder, Zug; gebrannter roter Thon, Druck). 

d) s^ö{a + fte»»«). Poncelet 1839 (Messing, Zug). 

e) .._ _±_.em* H artig 1893 (Kork, Druck). 

liitteratar und BemerkuDgen zu Torstehender Zasainmenstellaug. 

1. -;• Robert Hooke, De pot^ntia restitutiva, Lomlou 1678. Die Arbeiten, 
deren Titel y vorgesetzt ist, Hind mir bis jetzt nicht zugänglich gewesen; i^'^i 
führe dieselben grösstenteils na<rh folgendem ungemein reichhaltigen Werke an: 
1 s a a c T d h u n t e r - K a r 1 P e a r s o n , A history of the theory of elasticity an<l 
of the strength of materials from Galiloi to the present time, vol. 1.1886, 
vol. II. 1893. 

2. De solidonim resistentia specimen G. B. Bulffingeri, CommentÄrii Aca- 
demiae Petropolitanae , t. 4, ad annum 1729, p. 164-181. Petropoli 1785. — 
Katon Hodgkinson, On the transverse strain, and strength of materials, 
Memoirs of the Literaiy and Philosophical Society of Manchester, Second seiie;*, 
vol. 4, S. 225— 2H9. London 1824 (gelesen 1822). - C. Bach, Allgemeines (lesetJ 



Digitized by VjOOQIC 



Von R. Meiimke. 331 

der elastiscben Dehnungen, Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, Bd. 41, 
S. 218 — 252, 1897. 

S« t E. Hodgkin'son, Report of the Commissioners appointed to inquire into 
the applicatiou of iroii to railwuy structures. Appendix A, p. 47- 67. Lon- 
don 1841). — E. Hartig, Der ElaBtizitätsmodul dos geraden Stabes als Funktion 
der spezifischen Bean.spnichuug , Civilingenieur Bd.S9, 8.113-188,1893. Derselbe, 
Da,s elastische Verhalten der Mörtel und Mörtel bindematerialien. Ebenda 8.425 bis 
472. - Im Gegensatz zu Hodgkin son giebt Hartig den Koeffizienten a, h bei 
Druck dieselben Werte, wie bei Zug. 

4« a) Homersham Cox, The deflection of imperfectly elastic beams and 
{\ie hYx>erbolic law of elasticity, Transactions of the Cambridge Philosophical 
Society, vol. 9, part. 2, p. 177 190, 1851 (gelesen 1850). - (f. Lang, Der Schorn- 
steinbau, Heft 2, S. 127,1896. Lang berilcksichtigt auch die Temperatur; er nennt 
t!=a:f das Elastizitütsmaß und setzt: 

E ^ E^^—C't — d^c^ 

wo K^ das Elastizitätsmuß für den spannungslosen Zustand bei 0" (' bezeichnet, 
c und d Erfahrungszahlen sind. Die Spannungs-Dehnungs- Formel ^nrd dann 

^~ AV- ?"•'<-' i/^f"* 
Föppl giebt in ^seiner soeben erschienenen Festigkeitslehre (3. Bd. seiner 
Vorlesungen über technische Mechanik) auf S. 54 (unter Hinweis auf eine Ab- 
handlung von Lang in der deutschen Bauzeitung, Jahrgang 1897, 8. 54) als 
„Lang sehe Formel*' die Gleichung E= E^—co. Er sagt, der Elastizitätsmodul 
E sei von Lang anscheinend im Sinne von A' = dafdi verstanden worden, und 
leitet dementsprechend durch Integration die Gleichung 

1 E 

C E^^—GG 

ab; daneben stellt er auch im Anschluss an die zweite mögliche Definition des 
Elastizitätsmoduls, A^d:», die (Ueichung 

a 

auf (a.a.O. 8. 55, Gleichungen 26) und 27*. Die erste dieser Gleichungen stimmt 
inhaltlich mit dem von Hartig bei Leder und rotem Thon gebrauchten Ex- 
iwnentialgesetz (7c der obigen Zusammenstellung) überein. Dass aber Lang 
nicht dieses Gesetz, sondern das hyperpolische im Auge gehabt hat, geht daraus 
hervor, dass er in der von Föppl zitierten Abhandlung in einem Beispiel als 
Bild der Rpannungsverteilung eine aus zwei Hyperbelbögen zusammengesetzte 
Kurve angiebt und zeichnet, und es ist mir dies auch auf meine briefliche An- 
frage von Herrn Lang bestätigt worden. 

4. b) f G. Wertheim, Memoire sur Telasticite et la cohdsion des princi- 
l»eaux tissus du corps huma in. Annales de Chimie, t. 21, p. 355 — 414. Paris 1847. 
A.W. Volkmann (t über die Pllastizität der organischen Gewebe, Archiv für 
Anatomie, Physiologie u. s.w, Bd. 1, S. 293 — 313, Leipzig 1859) hat gefunden, 
dass bei Seidenfäden, menschlichem Haar, Arterien, Nerven der Koefficient n 
positiv ist, bei Muskeln dagegen negativ, in welchem Falle also die Spannungs- 
Dehnungs- Kurve eine Ellipse wäre. 

5. a) Cox a.a.O. (siehe unter 4a). - Joseph Osgood Thompson, Cber 
«lag Gesetz der elastischen Dehnung, Wiedemanns Annalen der Physik und Chemie, 
Neue Folge Bd. 44, S. 555— 576, 1891. b) Hodgkinson, siehe unter 3. 

Ca) J a c b i R i c c a t i , Verae et germanae virium elasticarum leges ex phaeno- 
menis demonstratae , De Bononiensi Academia Commentarii. t. 1, p. 528—544, 
B<m(miae 1731. — b) y A Imbert, Recherches thdoriques et experimentales sur 
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relasticite du caoutchoiic. Lyon 1880 (nach Hartig angefahrt). - c) H artig in 
der unter 3 angeführten Abhandhing „ I >('r Ehistizitatsmodul des geraden Stabes . . .-. 
— d) J. V. Poncelet, Introduction a hi mecanique industrielle, physique et 
cxp^rinientale, 2«»"« edition, p. 848. Metz 1830. 

Zu den in obiger ZuKaninienstellung gelirauchten Benennungen sei folgendes 
bemerkt. Xach einer aus dem Jahre 1«50 stammenden Angabe von Cox »siehe 
unter 4a) trug damals sclu)n die Voraussetzung, dass Proportionalitat zwischen 
Spannung und elastischer Dehnung bestehe, in England den Namen ..I>r Hooke*^ 
law". Cox hat i a.a.O.) die Namen „parabolic law und „hyperbolic law ein- 
geführt, Pearson, der Herausgeber der unter 1 erwUhnten History of tlie theory 
of elasticity den ähnlich gebildeten „linear law'* für das Hookesche Gesetz 
hinzugefügt. Natürlich sin«l alle dies<» „(iesetze'' nur Annriheningen an das nt>ch 
unbekannte i^in der Überschrift dieser Mitteilung gemeinte) wahre Elastizitits- 
gesetz und es wäre deshalb gegen die Er>etzung obiger Namen durch weniger 
hochtönende gewiss nichts einzuwenden, nur nuisste dann gleichzeitig mit den 
übrigen auch die Hezeichnung „Hookesches Gesetz" fallen, weil letzteres ja den 
engsten (TÜtigkeitsbereicIi hat. 

Es ist nicht meine Absiclit, liier schon in weitere Erörterungen über die 
obigen empirischen Formeln einzutreten, dieselben z. B. bezüglich ihrer Brauch- 
barkeit und der Grenzen ihrer (iiltigk<*it zu vergleichen, vielmehr betrachte ich 
diese Mitteilung nur als Vorläuferin 4*iner Reihe weiterer, die nachfolgen sollen. 
Um Ingenieuren und Matliematikern die Wiederholung längst ausgeführter Unter- 
suchungen zu ersparen, scheint es mir z.B. angezeigt zu sein, die ganz in Ver- 
gessenheit geratenen älteren Bestrebungen, Aufgaben der Festigkeitslehre ohne 
die Hookesche Annahme zu lösen, wieder ans Licht zu ziehen. 

II. Beiträge zux Prüfung des FotenzgesetBes. 

Für die sämtlichen Beispiele, die C. Bacli in der wiederholt an- 
geführten Arbeit (Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure Jahrg. 1897) 
zur Stützung des Potenzgesetzes heranzieht, habe ich aus den gegebenen 
Werten von ö und den zugehörigen })e()bacliteten Werten von 6 die Kon- 
stanten des in der Form s ^- aa + ßö^ 

angenommenen parabolischen Gesetzes nach der Methode der kleinsten 
Quadratsummen bestimmt, für ein Beispiel auch die Konstanten des 
hyperbolischen und des kubisch -parabolischen Gesetzes. Die hiernacli 
berechneten Werte von £ sind im folgenden mit den beobachteten und 
denjenigen, die das Potenzgesetz liefert, zusammengestellt, und zwar 
habe ich die letzteren (von W. Schule berechneten) Werte einfach der 
Bachschcn Arbeit entnommen. In den mit /' überschriebenen Spalten 
stehen die Fehler (Differenzen aus den beobachteten und berechneten 
Werten) und am Fuss dieser Spalten die als Maß für die Brauch))ar- 
keit der einzelnen Fonneln dienenden mittleren Fehler. Die Spann- 
ungen sind in kg/qcm ausgedrückt. 
! Die Notwendigkeit derartiger Vergleiche, die leider sehr zeit- 

i raubende Kechnungeu erfordern, leuchtet ein. Cox hat schon 1850 

solche angestellt (nämlich zwischen dem parabolischen und dem von 
I ihm vorgeschlagenen hyperbolischen Gesetz an den Ergebnissen der Zug- 

i und Druckversuche mit Gusseisen von Hodgkinson) und Föppl hat 

sie neuerdings (a.a.O.) für die „Schülesche^' und „Langsche'* Formel 
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(also das Potenzgesetz und das hyperbolische Gesetz nach der hier ge- 
brauchten Benennung) gefordert. 

1. Gusseisen, Druck. 
Die £ sind in 1/600 cm ausgedrückt und beziehen sich auf 75 cm Länge: 

Potenzformel: s = —{^^iföb" ^^'^^^ ? 

parabolische Formel: s == 0,04661 • (f + 0,000004969 • ö^] 

hyperbolische Formel: e « -^ Z S^^^^ . ä' 

kubisch-parabol. Formel: € = 0,04385-^ + 0,04343. ff^ - 0fl^o910'6\ 



s beob. 



Potenz- ! 
gosety. 



parab. 



6 berechnet 
f \ liyperb.' 



/• 



kub- 
parab. 



IGö 
333 
4tiU 
660. 
83-J 

9ys 



7,60 

•24,00 
33,42 

4-.>,:u 

51.31 



7,59 



O.Ol 



15,iU -0,0G 

•24,54 O.OG 

33,3h 

42,32 

51,3s 



Mittlere Fehler: 



0,04 

02 

- 0,07 

0,06 !, 



<,s< 
16,07 
24,50 
33,25 

51,47 



-0,27 , 


7,90 ' 


- 0,30 


-0,19 


16,09 


- 0,21 


0,10 


24.50 


0,10 


0,17 


33,23 


0^19 


0,12 


42. -20 1 


0,14 


-0,16 


51.47 ; 


- 0,16 


0,22 


1 


0.'24 



7,65 
15,89 
24,54 
33,44 
42,42 
51,31 



- 0,05 
-0,01 

0,06 
- 0,02 

- 0,0S 
0,00 

0,057 



Die Genauigkeit der Potenzformel ist hier auffallend gross 
und ungefähr gleich derjenigen der drei Konstanten enthaltenden 
kubisch -parabolischen Formel. Weil in diesem Beispiel die parabolische 
und die hyperbolische Formel annähernd gleich genau sind, habe ich 
letztere in den folgenden Beispielen nicht mehr berücksichtigt. Erst 
nach Beendigung meiner Rechnungen lernte ich die Vergleiche von Cox 
kennen, der die hyperbolische Formel 3 bis 4 mal genauer als die para- 
bolische findet. Es bedarf dieser Punkt noch der Aufklärung. 

2. Gusseisen, Zug. 
Messlänge 15 cm, s in 1/1000 cm. 
Poteuzformel : 
parabolische Formel: 



15. 1000 .„or 



1132700 

0,01112.<y + 0,00001017. a^. 



Spannungsstufe 



103,52 — -258.80 
103.52 - 414,08 
103,52 - 569,30 
103.52- 724.61 



6 1)eol». 



•2,27 

5.07 

8.33 

12.08 



Putenz- 
gosetz 



£ b e 1" e c li u e t 
f piiral». 



/• 



5,07 

8..-;8 

12,08 



Mittlere Fehler: 



0,05 

0,00 

- 0.05 

0,00 

0,05 



2.30 

5,09 

8.87 

12.05 



- 0.03 

i — 0,02 

-O.Ol 

(►.03 

0,041 



I 



Das parabolische und das Poteuzgesetz stehen sich hier ziem- 
lich gleich. 
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3. Körper aus reinem Cement, Druck. 
Es ist E ausgedrückt in 1/600 cm auf die Länge 75 cm. 
Formeln : 

xr.. T 76-600 , ,,q,.« 1,6715 , 0,06214 , 

Korper la: ^ ^ ^^^^ <,i.oou3 ^ , ^_i__^ +_'__. <,.. 



Ib: 



«=- 



75 -600 
259131^ 



1,6998 , 0,05136 , 



„vau.VD. «- 231416« • , «- 7,, a+ 7j,, o 







Körper la 


k. 








Körper Ib. 






f 


fi berechnet 




€ 


s berechnet 




a 


beob. 


gesell f parab. 


f 


a 


beob. 


Poten/.-« . ;; 
gesetz , / ;|parab. 


/ 


7.« 


1,67 


1,66 ' O.Ol 1,72 


- 0,05 


8,0 


1,70 


1,6H3 0,017 1 1,751 - 


- 0.0.^1 


15,7 


3,52 


3,54 i-0.02 


3,56 


-0.08 


15,9 


3,60 


3,593 0.007 1 3.605 - 


- O.OOo 


23.5 


5,56 


5.53 i 0,03 


5,48 


O.Ofci 


23,9 


6,60 


5,610 -0,010 1 5,562 


O.03S 


31,3 


7,56 


7.55 0,01 


7,52 , 


0,04 


31,8 


7,62 


7,677 -0.057 ' 7.621 - 


- I>,001 


39.2 


9.59 


9,68 -0,04,, 9,66 | 


-0,07 


39.8 


9.77 


9.804 - 0.031 ii 9,783 '- 
0,040 ! 


-0,013 


Mittlere Fehler: 0,032'! 


0.074 






O.03S 



Körper Va und Vb. 



Ü 


c beob. 


Püteiu- 

gesetx 


e berechnet 
f 1 i>arab. 


/• 


7,0 


1,865 


1,859 


1 0,006 j 


1,927 


; -0,062 


15,8 


3,915 


3,965 


[ -0,020 


3,976 


-0,031 


23,7 


6,175 


6,178 


-0,003 


6,142 


0.033 


31,6 


8.485 


8,460 


0,025 


8,430 


0,055 


39,5 


10,795 


10,796 


-0,001 


10.838 


— 0,043 



Mittlere Fehler; 



0,019 



(».06O 



Die Pütenzformel giebt liier durclischnittlicli die bessere Annäheruug. 



4. Körper aus Cementmörtel, Druck. 
Federung s in 1/600 cm auf 75 cm Länge. 
Formeln: 



75 . 600 



1,3025 ^ , 0,04779 , 



Korper IIa, b, c: ^ ^ ^^^^^<,Moom^ ,.^_i_._^+ ..^ ^^__.,, 



75 • 600 



1.5769 0,07640 j^ 



T-rr , -5-600 ,,,.^., 1,6351 , 0,0823St . 



229026 



f«,l 



«.1' 
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Körper IIa, b, c (1 Cement, 1% Sand). 



a 


£ beob. 


Potenz- 
gpset/ 


£ berec 

f , 


hnet 
parab. 


/' 


Ki 


1,297 


1,293 


0,004 ! 


1,350 


- 0,053 


10,2 


2,790 


2,791 


0.005 


2,796 


+ 0,000 


24,3 


4,366 


4,377 


-0,011 


4,338 


0,028 


32,3 


6,023 


6,024 


1 -0,001 


5,976 


0,048 


40,4 


7,703 


7,716 


' -0,013 


7.707 


-0,004 



Mittlere Fehler: 



0,011 



0,044 



Körper III a, b, c (1 Cement, 3 Sand). 






£ beob. 


Potenz- 
gesetK 


s berecl 

1 


1 net 
paral). 


j /• 


8,0 


1,650 


1.550 


+ 0.000 


1,646 


- 0,096 


16,0 


3,457 


3,435 


0,022 
0,013 ! 


3,459 


- 0,002 


24,1 


5,483 


6,470 


5,418 


0,065 


32.1 


7,587 


7,610 


1 —0,023 


7.530 


0,057 


40,1 


9,783 


9,831 


! -0,048 


9.795 


-0,012 



Mittlere Fehler: 



0,034 



I 0,075 



Körper IVa, b, c (1 Cement, 4^^ Sand). 



a 


£ beob. 


Potenx- 
geaotz 


f berechnet 
f parab. 


f 


8,1 


1,625 


1,624 


0,001 


1,717 ' 


- 0,092 


16,1 


5,605 


3,573 1 


0,032 


3,600 ! 


0,005 


24,2 


5,725 


5,813 


- 0,088 


5,647 


0,078 


32,2 


7,875 


7,938 


- 0,063 , 


7,859 


0,016 


40,3 


10,245 


10,248 , 


- 0,003 1 


10,235 


0,010 



Mittlere Fehler: 



0,065 



0.071 



Auch hier giebt die Potenzformel die bessere Annäherung; auf- 
fallend ist die absolute und relative Abnahme ihrer (Genauigkeit mit 
der Menge des Sandzusatzes. 

5. Körper aus Beton, Druck. 
Federung a ausgedrückt in 1/600 cm auf 75 cm Länge. 

Formeln: 
IT.. v^n 1 75-600 -,.,.,.., 2.2237^ , 0,1433 ,. 

Korper XVIa, b, c: £ = __aM.b.>i^ £ = ___<,+ ;^^^ ö- 



217260 



7,9 



7.9« 



„ AVUa, D^C. *-367oigö' , «- 7,9 ^ ^ 7,9^ ^• 
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Zum Gesotz der elastisclien I>elinungen. 
Körper XVI a, b, c. 



a 


t beol». 


P».t.«n/- 

gl'HftZ 


8 berec 
f 


hnet 
parab. 


. /' 


7,1> 


2.2S7 


•2.26:j 


0.024 


2,:i67 


- O.OöO 


lö,9 


5.017 


5,045 


- 0.028 1 


5.021 


-0.00 t 


23.8 


s,oi;{ 


8,0Gr» 


- 0.()5:J 


7,961 


0.052 


;uj 


ll,liKl 


11.250 


- 0,057 


1J.188 


0,005 


8y,6 


14,680 


14,53(> 


0,144 1 


14.702 


- 0,022 



Mittlere Fehler: 



0,097 



0.057 



Körper XVII a, b, c. 



a 


£ beol). 


Potoiiz- 
geaetz 


t beree 


h 11 e t 
parab. 


: f 


7.9 


1,487 


1.497 


-0.010 


1.571 


— (>,084 


15.8 


3,400 


3,414 


- 0,014 


3.400 


4- 0,000 


2^,7 


5,523 


5,570 


- 0.047 


5.489 


0.034 


31,6 


7.867 


7,881 


-0,014 


7,836 


1 0,031 


39,5 


10,410 


10,317 


1 0.01)3 


10.441 


! -0.031 



Mittlere Fehler: 0,062 

Hier ist die Potenzformel im Nachteil. 

6. Granit, Druck und Zug. 
a) Druck: 



Körp.I: «in] 600cm auf 75em: £ =-^77:77^0^ 

* ' 249540 

„ II: £ in l/600cm auf 50cm; s — —.t^tl- e 

Körper I. 



£ --- 



1.109 



0.058 



3,3928 . 0,2167 . 

"^3;r^+ 13;«^"^^' 

1,7218 , 0,0911 . 
14,9 ^ 14,9 = 



13,8 

27,75 

41.3 



g beob. 



3,50 

7,76 

12.09 



Püteuz- 
geseix 



t V» e r e c h n e t 
f paral). 



f 



3.50 
7.76 

__ ^^'^^ 
Mittlere Fehler: 



+ 0.00 
± 0,00 
— 0,08 

0,08 



3.61 

7.65 

12.13 



-0.11 

O.U 

- 0.04 

0.16 



Körper II. 



14,9 
29,7 
44.6 



f l»eob. 



1.77 

3,85 
5,97 



Piitetiz- I 
geaetz 



£ berechnet 
f parab. 



1.77 
3.79 
5.96 



Mittlere Fehler: 



40.00 1.81 

0.06 3,81 

O.Ol _ 5.99 

0,06 ; 



- 0,04 
0,04 

- 0,02 

0,06 
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*>) Zug: Körper ni: € in 1/1200 cm auf 50 cm; 



_ 60. 1200 
* "~ •23460Ö' ^ 



1,874 . 



1,4983 
3,50 



<f + 



0,2135 
3,50*' ' 



a 


s beob. 


Potenz- 
gesctz 


B berec 


hnet 
parab. 


f 


3,50 


1,43 


1,43 


+ 0,00 


1,71 ! 


-0,28 


7,00 


3,82 


3,71 


0,11 : 


3,85 


-0,03 


14,00 


9,G1 


9,61 


+ 0,00 : 


9,41 


0,20 


21,01 


16,60 


16,78 


-0,18 ;! 


16,68 


-0.08 



Mittlere Fehler: 



0,15 



0,25 



7. Kupfer, Zug. 
Federnde Ausdehnung s in 1/1000 cm auf 10 cm. 



Formeln: e 



10 1000 
'' 2084000 



^,1,093^ 5 



1,3537 ^ , 0,0219 » 
~~75^+16ÖJ5"«^- 



160. 









B berec 


hnet 




Spannungsstufe 


B beob 


Potenz, 
geaetz 


f 


1 parab. 


/■ 


160,75 — 321,5 


1,40 


1,40 


-f 0,00 


1,42 


-0,02 


160,75- 482,25 


2,89 


2,87 


0,02 


2,88 


0,01 


160,75 643,0 


4,39 


4,39 


4- 0,00 


4,39 


±0,00 


160,75-803,76 


5,95 


5,94 


0,01 


' 5,94 


0,01 


160J5 964,6 


7,53 


7,53 


-f 0,00 


7,54 


-0,01 



Mittlere Fehler: 



0,013 l i 



0,014 



8. Leder, Zug. 
Federnde Ausdehnung e in Millimetern auf 780,7 mm Länge. 



Formeln: e 



_780,7 
~~415 



öO,7 



_ 3,092 



0,0954 

"3,88- 



Spann ungsstufe 


s beob. 


Potenz- 
gesetz 


s berechnet 
f 1; parab. 


/' 


3,88 - 11,65 
3,88 — 19,4 
3,88 — 27,2 


5,5 
10,0 
14,0 


5,6 ' 
10,1 i 
14,1 


- 0,1 5,4 
-0,1 ; 10,1 
-0,1 14,0 


0,1 
-0,1 
+ 0,0 




Mittlere ] 


Fehler: 


0,17 !1 


0,14 



In den letzten Beispielen halten einander die parabolische und die 
Potenzformel beinahe die Wage. 

Das Ergebnis dieser Untersuchungen ist, dass bei den betrachteten 
Materialien und innerhalb der angenommenen Spannungsgrenzen das 
Potenzgesetz die Beziehung zwischen Spannung und elastischer Dehnung 
im ganzen genauer zum Ausdruck bringt, als das parabolische. Jedoch 
genügt, wie mir scheint, auch beim letzteren die Genauigkeit für etwaige 

22* 
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Anwendungen in der Festigkeitslehre. Zwei Bemerkungen sind noch zu 
machen. Erstens kommen die Versuchsergebnisse von Bach durch die 
obigen Näherungsgleichungen nicht voll zum Ausdruck, weil jedesmal 
der Vergleich nur bis zu einer Spannung fortgeführt ist, die ungefähr 
mit der höchsten, in der Technik bei dem betreflFenden Material für 
zulässig gehaltenen übereinstimmt. Es können z.B., worauf Bach selbst 
bereits hingewiesen hat (in den schon erwähnten gesammelten Abhand- 
lungen und Berichten, S. 294) die bei manchen von Bach gezeichneten 
Spannungs-Dehnungs- Kurven auftretenden Wendepunkte durch das 
Potenzgesetz ihre Erklärung nicht finden; allerdings, wie wir hin- 
zufugen müssen, durch das parabolische, hyperbolische und manches 
andere Gesetz ebenso wenig. Zweitens fehlt noch die Prüfung in der 
Nähe des Nullpunkts, wozu in den Ergebnissen der mit sehr kleinen 
Belastungen vorgenommenen Zugversuche J. 0. Thompsons ein vor- 
zügliches Material vorhanden ist, das durch neuere Versuche Bachs, 
deren Veröffentlichung bevorsteht, eine willkommene Ergänzung er- 
halten wird. Die angedeuteten Lücken auszufüllen, soll in einem späteren 
Aufsatze versucht werden. 



Konstruktion der Trägheitsaxeii eines Dreiecks. 

Von Dr. Otto Bichter in Leipzig. 
In der graphischen Statik wird die Haupttragheitsellipse („Zentral- 
ellipse") eines Dreiecks mit Hilfe konjugierter Durchmesser und Tangenten 
ermittelt, worauf sich die Hauptträgheitsaxen als Hauptaxen der Ellipse 
ergeben. Im folgenden ist die Aufgabe gelöst, die Hauptträgheitsaxen 
eines Dreieckes direkt zu konstruieren. Mit Hilfe der Ellipse: 

^ j ' = 1 



worin J, t; die Hauptträgheitsaxen, und p^, jjg, 2h ^® Projektionen der 
Verbindungslinien des Schwerpunktes mit den Seitenmitten auf die |-Axe, 
(Zu 5-2» % *^ ^^^ ?y-Axe bedeuten, kann man auf Grund des Satzes von 
C.Xeumann u.C leb seh die Trägheitsaxen für einen beliebigen Punkt finden.* 
Bezeichnungen für das folgende: Gegebenes Dreieck -4j, Ä^y A^\ 
Schwerpunkt S\ SAi^ 5<(^ = 1, 2, 3); das in S auf SAt errichtete Lot li\ 
a?, Iß zwei rechtwinklige Axen durch S^ und zwar soll x mit \, y mit s^ 
zusammenfallen; a:,-, Pi Koordinaten von At. Dann ist aj^«» 0. Femer sei 
Vi =^ ^*) ^2 = ^'j Vi = ^^' Hieraus folgt {SXi = £yi= 0) 
a-g = - r , «/j. =- - u — w, 

* A. Clebsch, Zur Theorie der Trägheitsmomente etc., Grelles Journal Bd. 57, 
und R. Mehmke, Über die Bestimmung von Tr^igheitsmomenten etc., Math. 
Aunal. XXni. 
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Die Bedingung dafür, dass 5, ^ die Hauptträgheitsaxen sind, ist 2? J; i^, = 0,* 
oder wenn der Winkelnder J-Axe mit der x-Axe tp genannt wird: 



1) 



Die Gerade: 



tan 2 g) — 



IL 

X 










l— I- 



verde mit i^ bezeichnet Dann sind |, ri die Halbierungslinien der 
^on /j und t^ gebildeten Winkel. Wie t^ der Ecke A^, so entspricht 

* R. Hoppe, Das Dreieck bezogen auf die Hauptträgheitsaxen, Hoppes 
Archiv Ser. 2 Bd. XH. Hieraus folgt übrigens , dass die Hauptträgheitsaxen eines 
^rpieckes diejenigen rechtwinkligen Axen durch den Schweiiiunkt sind, für die 
^^^■\Si\-Si]\\ ein Maximum ist. ^ j 
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eine Gerade t^ der Ecke A^, und t^A^^ sodass £, tf auch die Halbienmgs- 
linien der von 2^ und ^, sowie der von Z, und t^ gebildeten Winkel sind. 
Stellt man nun (durch Eoordinatentransformation) in demselben Axensysteme 
.r, y die Gleichungen von ^ und t^ auf, so findet man: 
y r(w* — r* — w*) 



2) 
3) 



X {v--{-w *) {U + «') -\-u*w 

?/ _ — r (2 M «• + 1'*+ to*) 

Fällt man von Ai auf ^« das Lot m«-, so findet man, dass sich diese 
drei Lote m, in einem Punkte treffen. Dieser Punkt sei 0. Er hat also 
mit Beziehung auf S und irgend zwei Ecken, z.B. A^ und ^, folgende 
Eigenschaft: Verbindet man ihn mit -4^, A^ (tn^^ fw^), fallt von *S^ auf diese 
Linien die Lote (^1,^2)» ^^^ errichtet auf 5^, s^ in 5 die Lote (Z|, /,), so 
fallen die Halbierungslinien der von l^ imd t^ gebildeten Winkel mit denen 
der Geraden Z^, t^ zusammen. Welches ist der geometrische Ort eines 
Punktes 0, der bei gegebenen 6', A^^ A^ diese Eigenschaft hat? 

Durch ganz elementare Betrachtungen (mit Hilfe des Sehnenviereckes 
m^^titn^t^) findet man als geometrischen Ort den Kreis, der sich durch 
Spiegelung des dem Dreieck SA^A^ umbeschriebenen Kreises 
an A^A^ ergiebt. Spiegelt man also die Umkreise von SA^A^, SA^Ä^^ 
SA^A^ an A^A^^ -^-^s» -^s^n ^^ gehen die drei neuen Kreise durch 
einen Punkt (dies gilt selbstverständlich, auch wenn S nicht der 
Schwerpunkt ist). 

Man gelangt also zur folgenden Konstruktion der Hauptträgheitsaxen : 

Spiegele die Umkreise der Dreiecke SAiAj^ an den zugehörigen Seiten 
AiAjc (es genügen zwei solche Kreise; in der Figur sind alle drei ge- 
zeichnet). Der Schnittpimkt dieser Kreise sei 0. Verbinde mit einer 
Ecke Ai] fälle von 6' das Lot ti auf OA,-, errichte auf SAi in S das Lotl,, 
halbiere die Winkel (?,-, ^,); die Halbierungslinien sind die gesuchten Axen. 

In der Figur sind Bi die drei Umkreismittelpunkte, Ci die Mittel- 
punkte der Ortskreise , D,- die Seitenmitten. Da sich nun z. B. die Kreise 
^2, Cj in A^ und treffen, so ist C^C^ das Mittellot von A^O u.s.w. 
Hieraus folgt als einfachste Konstruktion diese: 

** ' Zeichne von zwei Seiten, z.B. A^A^ und -4.^^43, die Mittellote. 
Verbinde die Seitenmitten Dj, 2>2 mit A^^ A^^ Schnittpunkt S. 
Errichte das Mittellot auf A^S^ das die beiden ersten Mittellote 
in B^y i?3 treffe. Trage auf B^D^ 

J)^C,^B,D^, auf^gD, 

ab. Ziehe durch S zu C^C^y ^2^s ^^^ Parallelen (^, /j). Die 
Halbierungslinien der Winkel dieser Linien sind die Haupt- 
trägheitsazen. 

Auf viele sich hier anschliessende rein geometrische Beziehungen kans 
der Kürze wegen nicht eingegangen werden; die Spezialfölle sind leicht zu 
erledigen. 
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Historiscli-litterarisclie Abteilung, 



Wilhelm Sohrentzel. 

Von 

Prof. Dr. L. Sc^hlestnger 

in Herliii. 



Am 26. Januar 1896 ist Dr. Wilhelm Schrentzel, ordentlicher 
Lehrer anicler städtischen Viktoria -(Mädchen-) Schule zu Berlin, inDavos- 
Platz einem chronischen Brustübel erlegen. Mit ihm ist in jungen 
Jahren ein Mathematiker hingeschieden, dessen Inauguraldissertation 
„über die Integration der Differentialgleichung zweiter Ordnung der 
Fuchs sehen Klasse mit drei im Endlichen gelegenen singulären 
Punkten" mit der er im Jahre 1893 bei der philosophischen Fakultät 
der Berliner Universität promovierte, von dem ernsten Streben und 
der nicht geringen Begabung des Verfassers für mathematische 
Forschung Zeugnis ablegt, und tief beklagen lässt, dass es nun 
Anderen überlassen bleiben muss, die schönen und originellen Unter- 
suchungen, die Schrentzel in dieser Arbeit in Angriff genommen 
hat, weiter zu führen. 

Wir woUen kurz die Gesichtspunkte hervorheben, die Schrentzel 
in seiner Arbeit geleitet haben, und die Resultate angeben, zu denen 
er gelangt ist. 

Unoi die Bedeutung des Problems, mit welchem sich die Arbeit 
befasst, deutlich hervortreten zu lassen, schicken wir folgendes voraus. 

Wenn man eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter 
Ordnung der Fuchs sehen Klasse mit den ö im Endlichen gelegenen 
singulären Punkten ^ ^ 

^0> M; • • • ^a — i 

von dem Gliede mit der ersten Ableitung der abhängigen Variabein 
befreit, so hat dieselbe bekanntlich die Form: 

WO die Äq, A^y . . . Aia—2 Konstanten bedeuten. Denkt man sich die 
Differenzen: 

Hiit.-Ut. Abt. d. Zeitscbr. f. Math. u. Phyi. ii, Jahrg. 1897. 1. Heft. 1 
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2 Historisch -litterarische Abteilung, 

der Wurzeln der zu den singulären Punkten 



gehörigen determinierenden Fundamentalgleichungen gegeben, so be- 
stimmen diese 6 + 1 Gleichungen zwischen den Aq, ä^^ , . , A^a — ij so 
dass also abgesehen von den singulären Stellen selbst im allgemeinen 
noch (j — 2 Parameter in den Koeffizienten der Differentialgleichung 
unbestimmt bleiben. Nur wenn er =- 2 ist, wird die Differential- 
gleichung durch Angabe der k^, k^, A vollkommen bestimmt, und zwar 
kennt man dann unmittelbar nicht nur die Koeffizienten der Differential- 
gleichung, sondern auch die Koeffizienten der Substitutionen, die ein 
Fundamentalsystem erfahrt, wenn die unabhängige Variable x Umläufe 
um die singulären Punkte vollzieht. Es entspricht dieser Fall be- 
kanntlich der Differentialgleichung, der die Gausssche Reihe -F(a,/J,y,a;) 
Genüge leistet. — Schon der nächste Fall ö = 3, eben der, mit dem 
sich Schrentzels Arbeit beschäftigt, bietet dadurch, dass bei ihm 
durch Angabe der Aq,Ai, Aj,^ weder die Koeffizienten der Differential- 
gleichung noch die Umlaufsubstitutionen vollkommen bestimmt sind, 
Veranlassung zu einer Reihe tiefer und schwieriger Probleme, die zum 
grössten Teile von einer Lösung noch weit entfernt sind. 

In einer im Jahre 1875 auf Anregung von Hen-n Fuchs in 
Göttingen verfassten Dissertation, hat Herr Seifert einen interessanten 
Beitrag zur Behandlung des Falles (y = 3 geliefert, in welchem er, 
Analogieen mit der Differentialgleichung der Gauss sehen Reihe ver- 
folgend, sein Augenmerk hauptsächlich auf die Bestimmung jener Um- 
laufssubstitutionen richtet, aber zu keinen abschliessenden Ergebnissen 
kommt. 

Schrentzel geht in seiner Arbeit von einer Form der Differential- 
gleichung aus, die der von Herrn Seifert benützten ähnlich, aber 
allgemeiner ist als diese, von der Form nämlich: 



a) 



dx^ "^ 4 1 X* "^ (x-r,y "^ {x-r^y 

"^ xix-r,)(x-r,) " " p '^ 

wo rQ=^0 angenommen wurde und (Iq, i^i, (I2 Konstanten bedeuten, die 
mit den Wurzeldifferenzen Aq, A^, A„ A der determinierenden Fundamental- 
gleichungen durch die Beziehung 

1) ^0'+ f*i*+ f*2*-= V+ V+ V+ ^*- 1 
verknüpft sind. Macht man dann in a) die Substitution: 

2) ri^o(f-(x- r^y^ (x - r^)«« y, 
wo die Konstanten Uq, a^, «j durch die Formeln: 
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Wilhelm Schrentzel. 3 

3) ax='-±|^, V=l, (« = 0,1,2) 

in zweideutiger Weise bestimmt werden, so genügt y einer Differential- 
gleichung, die Schrentzel in die Form setzt: 

D) z*D,^{ti) - r.xBM - »-««ACy) + r,r,I)(ii) = 0, 

worin 

Aö^) - x«g + 2 K+ «,)-2 +[(«0+ -,- i)*- ^]y, 

ZU nehmen ist. Diese vier Differentialausdrücke sind von der Lage 
der singulären Punkte r^, r^, r^ unabhängig. 

Statt nun wie gewöhnlich die Lösung der Differentialgleichung D) 
in Form einer einfachen nach Potenzen von x fortschreitenden Reihe 
darzustellen, versucht Schrentzel die Differentialgleichung durch 
eine Reihe von der Form: 

flP W 4« 

^ ^ ♦'i'" ^s" 
m=:On=rO 

zu befriedigen, wo y^^n von r^, r^ unabhängige Funktionen von x be- 
deuten mögen. Dank der durch die Gleichungen 3) gekennzeichneten Wahl 
der Grössen «q; ^i? ^2 ergiebt sich, dass die y^,« so eingerichtet werden 
können, dass die obige Entwickelung die Differentialgleichung befriedigt 
und die Form annimmt: 

m n 

WO die Cm,n Konstanten bedeuten, die sich durch eine Rekursionsformel 
bestimmen lassen, und 

,.v XX 

f)) H = --} V = — 

gesetzt wurde. Die Rekursionsformel für die Cm,» versagt niemals, 
wenn die Entwickelungen der Integrale der Differentialgleichung D) in 
der Umgebung von a: = keine Logarithmen enthalten; diese Be- 
schränkung wird im folgenden festgehalten. 

Nun konvergiert die Reihe 4) für unbestimmte Werte der u, r. 



wenn 



t*^'|<l, 



u-\-v 



<1 



ist; also, wenn für h,' v ihre Werte 5) genommen werden, für 

1* 
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4 Historisch -litterarische Abteilung. 

Die erste dieser Ungleichungen repräsentiert das Innere eines Kreises, 
die letztere das Äussere einer Kurve vierter Ordnung in der Ebene der 
komplexen Variabein x. 

Die zweideutige Bestimmung der Grössen «q, a,, or, durch die 
Gleichungen 3) bewirkt, dass sich acht verschiedene Entwickelungen 4) 
ergeben. Je vier derselben, die den verschiedenen Werten 

dW±l, *,= ±1 
entsprechen, unterscheiden sich nur durch einen konstanten Faktor-, 
dagegen entsprechen bei fixierten 8^, dg, den beiden Wahlen 

*o= + l und do 1 

zwei linear unabhängige Entwickelungen, die also ein Fundamental- 
system von D) bestimmen. 

Der grösste Teil der Arbeit ist dem Konvergenzbeweise für die 
Reihe 4) gewidmet, einzelne Details des Beweises sind, wie der Ver- 
fasser bemerkt, aus dem der Fakultät vorgelegten Manuskripte bei der 
Drucklegung weggelassen worden. Der Konvergenzbeweis bedient sich im 
wesentlichen der Methoden von Gauss (Disquisitiones circa seriem 
etc.). Zum Schlüsse bemerkt der Verfasser, dass die R^ihe 4) für 
unbestimmte w, v, der partiellen Differentialgleichung 

f («-«-« + i)(«*IS + 2«.,?^|, + .«|^.) 

+ [2(ao+ «1 + a,)MU - («0+ «i) « - («o+ ««) «' + «ol (« |-^ + i'g-^ 
+ [(«0 + «1 + «2 - I) - j] « t' - [(«« + a, - 2) - "4*] «* 

Genüge leistet, die durch die Substitution: 

ri = u^i v^t {u -- l)»i {v - 1)«» y, ßi + ß^^ «0; 

aus einer der Gleichung a) analog gebildeten partiellen Differential- 
gleichung für ri hervorgeht. Man erhält diese letztere partielle Differential- 
gleichung direkt aus a), wenn man a) zunächst so umformt, dass der 
Koeffizient von ri nur von den Verbindungen 



X X 



r, r, 



a 



abhängt, und dann berücksichtigt, dass 

dx* du* duov ' ov* 

ist. Es ergiebt sich, dass für diese partielle Differentialgleichung den 
Grössen ; ; 3 3 

Aq, Aj, Ag, A, ^Q, (li, ^2 ^ 

eine ähnliche Bedeutung beigelegt werden kann, wie sie den A^, /Ij, Aj, A 
für die Differentialgleichuug a) zukommt. 
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Wilhelm Schrentzel. „Eppur si muove." 5 

Dem der Dissertation angefögten Curriculum vitae zufolge ist 
Schrentzel im Jahre 1861 in Stettin geboren, studierte seit 1880 in 
Berlin und bestand 1886 das Examen pro facultate docendi. Seine 
Prüfungsarbeit löst in trefflicher Weise die Aufgabe, die Fälle, in 
welchen die Gauss sehe Reihe F(a, ß, y, x) eine algebraische Funktion 
von X definiert, mit Hilfe der Methoden aufzuzählen, die Herr Fuchs 
für die Entscheidung der allgemeineren Frage, wann das allgemeine 
Integral einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit rationalen Koeffizienten eine algebraische Funktion ist, gegeben 
hat. Wahrscheinlich ist Schrentzel durch Beschäftigimg mit dieser 
(yon Herrn Fuchs gestellten) Aufgabe auf die Studien hingelenkt 
worden, deren Ergebnisse seine Dissertation enthält. 

In nahen Beziehungen hat Schrentzel zu Eronecker gestanden, 
dem er während acht Jahren bei der Redaktion und Drucklegung seiner 
mathematischen Arbeiten behilflich war. Dem Andenken Eroneckers 
hat Schrentzel auch seine Dissertation gewidmet. 

Berlin, .SO. Jauiiar 1896. 



„Eppur si muove." 

Von 

Dr. med. ö. Bekthold 

in Itonsdorf. 



In einem beachtenswerten, übrigens in sehr gereiztem Tone ge- 
schriebenen Artikel* hat bekanntlich seinerzeit E. Heis in Münster das 
Cnhißtorische des obigen Ausspruches, welchen Galilei bei Gelegen- 
heit seiner Abschwörung gethan haben soll, nachzuweisen versucht. 
Auf Grund seiner Nachforschungen,** bei welchen Heis von dem 
Jesuiten Dr. E. Braun unterstützt wurde, war er zu dem Resultate 
gelangt, „dass der Ursprung jener historischen Lüge im verflossenen 
Jahrhunderte bei unserem Nachbarvolke, den Franzosen, zu suchen 
sei" Indem er ausführt, dass es ihm nicht gelungen sei, den Aus- 
spruch früher ausfindig zu machen, schreibt er: „Zum ersten Male 

* Xutur und Offenbarung. Münster 1868. Band XIV, Heft 8, S. 871 -376. 
*• Zu den von Heis zitierten historischeu Wörterbüchern, welche die Legeuih» 
noch nicht bringen, von Zedier 1 1735', Moreri (20 Auflagen von 1673-1759, 
BarraM758'. ist Chaufepie's Nouveau Dictiounairc historique et critique 1 1 750") 
hinzuzufügen; die Wörterbücher von Bayle und von Marc band enthalten keinen 
Mkel Galilei. 
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g Historisch -litterarißche Abteilung. 

treflFen wir in dem „Dictionaire historique ou histoire abregee . . . par 
une societe. 7. edition Caen Leroy" im vierten Bande von 1789, bei 
Gelegenheit der Abschwörung, die folgende Stelle: Au moment quil se 
releva, agite par le remord d'avoir fait un faux serment, les yeux 
baisses vers la terre, on pretend, qu'il dit en la frappant du pied, 
E pur si muove." Schliesslich zeigte Heis, dass der Ex- Jesuit Feller 
in der zweiten Auflage seines Dictionnaire historique (Band IV vom 
Jahre 1794)* das „on pretend" einfach fortgelassen hatte. 

Später wurde von P. H. Grisar nachgewiesen,** dass sich die 
Legende bereits 1774 bei Fr.N.Steinacher findet, indem es bei letzterem 
heisst:*** jfDie Abbitte des Galilei war weder ernstlich noch stand- 
haft genug; denn in dem Augenblicke, da er wieder aufstand und sein 
Gewissen ihm sagte, dass er falsch geschworen habe, schlug er die 
Augen nieder, stampfte mit dem Fusse und sagte: E pur si muove, 
sie bewegt sich doch." Gestützt auf dieses von P. Grisar beigebrachte 
Zitat aus Stein acher ist in neuester Zeit die Vermutung ausgesprochen:^ 
„Anscheinend eignet dieser Sage ein deutscher Ursprung." Hierbei 
ist übersehen, dass Herr F. H. Reusch in scharfsinniger Weise be- 
reits darauf aufmerksam gemacht hatte ,^^+ dass der Schlusssatz bei 
Steinacher „wie eine Übersetzung des oben französisch angeführten 
Satzes klingt, vielleicht nach einer älteren Auflage des Dictionnaire." 

Es handelt sich hier um das von dem Abbe Chaudon heraus- 
gegebene Dictionnaire historique, dessen erste Auflage im Jahre 1766 
erschienen ist, und dessen siebenter Auflage von 1789 Heis sein 
Zitat entnommen hatte. Bereits die erste Auflage bringt denn auch 
in der That die Legende (ohne „on pretend"): „Galil^e a läge de 
70 ans demanda pardon d'avoir soutenu une verite, & labjura les 
genoux ä terre & les mains sur TEvangile comme une Absurdit^, 
une Erreur & une Heresie. Au moment qu'il se releva, agite par 
le remords d'avoir fait un faux serment, les yeux baisses vers la 
terre, il dit en la frappant du pied: Cependant eile remue, e pur 
si move."W 

Ferner wurde inzwischen auf eine Fundstelle hingewiesen, welche 
weiter als das Jahr 17G6 zurückreicht, indem Herr Gretschel er- 



* Die zweite Auflafre erschien Augsbourg ot Li^ge 1789-1794. 
** Zeitschrift fiir katholische Theologie. Zweiter Jahrgang. Innsbmck 1878. 
S. 124. 

*** Lehrbuch der philosophischen Oeschichte. Würzburg 1774. S. 336. — Auoh 
hier fehlt das „on pr(?tend". 

t S. Günther, Kepler. Galilei. Berlin 1896. S. 144, S. 217 flg., An- 
merkung 197. 

tt Der ProzesH Galilei's und die Jesuiten. Bonn 1879. S. 334, Anmerkung 1 

ttt [Dom Chaudon) Xouveau Dictionnaire historique -portatif, ou Histoire 

a>)regee de tous les hommes qui se sont fait un nom . . . Par une Societe (!<* 

(lens de Lettres. A Amsterdam, Chez Marc -Michel Key, Libraire. 1766. t. II 

p 207. — Ein P^xemplar dieser seltenen Ausgabe befindet sich in meinem Besitx 
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„Eppur si muove." 7 

wahnt^* dass die Legende ,,sich anscheinend zuerst im dritten Bandoi 
der „Querelies litteraires" Ton Irailh (Paris 1761) findet." 

An der betreffenden Stelle,** in einem Essay, betitelt: Le Systeme 
du Monde, schreibt der Ganonicus Irailh: 
fp. 48] „11 [sc. Galilee] ne dut sa delivrance qu a la foiblesse qu*il 
eut d*abjurer ses opinions & de blasphemer contre la verite. 
II jura sur les saints evangiles de ne plus croire au mouve- 
ment de la terre: les inquisiteurs re^urent eux-memes ses 
sermens.(^) 

(X) Aux pieds b<?nits de la docte assemblee, 
Voyez-vous pas le pauvre Galilee 
Qui, tont contrit, leur demande pardon, 
Bien coiidamne pour avoir eu raison. 

[p. 49J Au moment, assure-t-on, qu'il fut mis en liberte, 
le remords le prit. II baissa les yeux vers la terre, 
& dit, en la frappant du pied: Cependant eile remue. (^) 
(X) B pur 8i move." 

Aus dem Wortlaut ergiebt sich ohne weiteres, dass Chaudon 
auf Irailh fusst;*** aber ein Punkt ist wohl zu beachten. Während 
der Kanonikus Irailh einfach berichtet, Galilei habe, wie man ver- 
sichere, den Ausspruch gethan: „au moment, qu'il fut mis en 
liberte", bringt der Abbe Chaudon die Legende in pointiertester 
Form, Galilei habe nach der Abschwörung, welche er knieend geleistet, 
beim Aufstehen die Worte gesprochen. Wir sehen, wie sich hier 
Tor unseren Augen die Legende bildet, indem der Abbe Chaudon 
den angeblichen Ausspruch Galilei's mit dem legendenhaften Zu- 
sätze ausschmückt, der vor allem in neuerer Zeit den Zweifel geweckt 
hat, da sämtliche Berichte über den Prozess Galilei's nichts von der 
Sache melden; und zum anderen, hätte Galilei den Ausspruch gethan 
unter den Umständen, wie es die Legende berichtet, „so hätte er 
leicht das werden können, was er nicht geworden ist, ein Märtyrer 
seiner wissenschaftlichen Überzeugungen", wie Herr Keusch sehr 
richtig bemerkt. 

Soweit es sich um diese Legende handelt, bleibt demnach die 
Behauptung von Heis in voller Kraft, dass die Legende französischen 
Ursprunges, und der Abbe Chaudon der Urheber derselben ist, wie 
denn auch in erster Linie der Abbe Chaudon, mid später der Ex- 

* Lexikon der Astronomie. Leipzig 1882. S. 165. — Woher die Notiz ent- 
nommen, ist nicht angegeben. Eine Auskunft war nicht zu erlangen. 

** [Irailh, Augnstin-Simon] Querelies littdraires , ou Mdmoires Tour 
»»crvir a THistoire des R^volutions de la R^publique des Lettres, depuis Homere 
jnsqua nos jours. A Paris, Chez Durand, Libraire, nie du Foin. 1761. 12°. 
t. III. p. 48 8. 

*** In einem dem vierten Bande von Chaudons Dictionnaire historiquc an- 
gefiigten Verzeichnisse der benutzten Werke werden ausdrücklich die Querelies 
litt^raires des Abbe Irailh aufgeführt. Yergl. t. IV, Catalogue etc. p. 11. 
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8 Historiöch- litterarische Abteilung. „Eppur ei muove.*' 

Jesmt Fe 11 er durch ihre historischen Wörterbücher der Legende die 
allgemeinste Verbreitung verschafft haben * 

Ist nun der so berühmt gewordene Ausspruch gleichfalls in das 
Reich der Legende zu verweisen, oder lässt er sich auf Galilei 
zurückführen? Da ergiebt sich denn, dass es trotz sorgföltigster 
Nachforschungen nicht gelungen ist, den Ausspruch weiter als bis 
zum Jahre 1761 zurück zu verfolgen. Es liegt kein Grund vor an- 
zunehmen, dass der Kanonikus Irailh, welcher den Ausspruch zuerst 
durch den Druck veröffentlicht hat, die Sache erfunden habe; es hegt 
vielmehr die Vermutung nahe, dass er durch mündliche Tradition 
davon Kenntnis erlangt hat. Da bekannt ist, mit welch' ängstlicher 
Scheu sowohl Galilei selbst als auch dessen nächsten Freunde imd 
ergebensten Schüler es vermieden, selbst in vertrauten Briefen, die 
heikle Frage der Bewegung der Erde zu berühren, so könnte es nicht 
auffallend erscheinen, dass von dieser Seite eine so kompronaittierende 
Äusserung, falls sie wirklich gefallen wäre, nicht in die Öffentlich- 
keit gelangte, sondern dass sie nur in den vertrautesten Kreisen 
mündlich zirkulierte. Jedoch das späte Auftauchen des angeblichen 
Ausspruches, und gerade der Umstand, dass durch den Satz fär die 
innerste Überzeugung Galilei's, die zu verschweigen die Vorsicht ge- 
bot, eine so prägnante Formel gegeben wird, lassen an dem legenden- 
haften Ursprünge kaum einen Zweifel aufkommen. Wir sind denmach 
nicht berechtigt, den Satz als einen Ausspruch Galilei's zu zitieren. 
Nichts steht aber im Wege, das „Eppur si muove" als einen der 
innersten Überzeugung Galilei 's adäquaten Satz auch femer zu ver- 
wenden, wenn es gilt, im Namen der Wissenschaft Protest zu erheben 
gegen jegliche klerikale Anmassung, komme diese nun von katholischer 
oder von protestantischer Seite. 

• Die neunte und letzte Ausgabe von Chaudons Dictionnaire historique 
erschien Paris 1810. — Fellers Dictionnaire historique wurde viermal aufgel^. 
1781, 1789, 1797 und 1818. Gegenüber der Diatribe von E. Heis verdient 

hervorgehoben zu werden, dass nicht etwa von Seiten der Freidenker, sondern 
durch katholische Priester der Ausspruch zuerst verbreitet, und die legendenhaft«' 
Ausschmückung erfunden ist. 
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Rezensionen. 



Taschenbneli ffir Mathematik, ßeodflsie and Astronomie von Dr.B. Wolf, 
Professor. Sechste, durch dessen Nachfolger, Professor A. Wolfer, 
Direktor der eidgenössischen Sternwarte in Zürich, vollendete Auf- 
lage. Zürich 1895. Druck und Verlag von Friedrich Schulthess. 
XXIV, 388 S. 

Wir haben im 22. Bande dieser Zeitschrift, Historisch -litterarische 
Abteilung S. 185—186 die fünfte Auflage von 1877 unseren Lesern an- 
zeigen, beziehungsweise empfehlen dürfen. Die nach Verlauf von achtzehn 
Jahren nötig gewordene neue Auflage hat Herr Wolf er besorgt, der ja 
auch in anderen Veröffentlichungen das Erbe seines verstorbenen Amts- 
rorgangers angetreten hat. R. Wolf hatjte übrigens schon umfassende Vor- 
bereitungen zu dem Neudrucke getroffen, so dass es nur galt, in seinem Sinne 
fortzuarbeiten und zusanmien zu drängen, denn dahin lässt Wolfs Programm 
für die neue Auflage sich aussprechen. Die leisen Bemerkungen unseres 
Berichtes im 22. Bande sind nicht berücksichtigt worden. Cantor. 



Das Daalitatflgesetz von Theodor Schmid. Sonderabdruck aus dem Jahres- 
berichte der kaiserl. königl. Staats - Oberrealschule in Steyr für das 
Schuljahr 1894—1895. 25 S. 

Wenn Gergonne bei Gelegenheit seines bekannten Streites mit 
Poncelet über die Erfindung des Dualitatsgesetzes ein besonderes Gewicht 
darauf legte, er habe gezeigt, dass jenes Gesetz schon bei den ersten 
Schritten des Studiums der Geometrie hervorgehoben werden könne, so hat 
er damit den Lehrwert dualistischer Auffassung deutlicher als sein Gegner, 
dem es auf Erfindung von Sätzen in erster Linie ankam, erkannt. Herr 
Schmid hat nun in einer eigenen Progranmiabhandlung duale Sätze aus 
Gebieten der Elementargeometrie zusammengestellt, welche zu verschiedenen 
Zeiten aufgetreten sind, und hat gezeigt, wie sie im Unterrichte verwertet 
werden können. Da überall die Quellen angegeben sind, so hat die Ab- 
handlung auch Wert in geschichtlicher Beziehung. Am verhältnismässig 
amfthrlichsten sind die dualen Sätze der sphärischen Trigonometrie be- 
handelt. Cantor. 
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Die Ornndgebilde der ebenen Geometrie. Von V. Eberhard. Erster 
Band. Mit fünf Figurentafeln. Leipzig 1896. B.G.Teubner. XLVIII 
und 302 S. 14 Mark. 

Dieses Werk, dessen erster Teil uns vorliegt, giebt die Grundlage einer 
rein aus der Anschauung entwickelten Geometrie und in dieser Hinsicht 
beschäftigt sich auch der erste Teil der ausführlichen Vorrede (III — XXIX): 
„Über die Grundlagen und Ziele der Raumlehre", der auch als Separat- 
abdruck erschienen ist und von jedem Lehrer der Mathematik gelesen zu 
werden verdient, mit der Frage, inwieweit die Anschauung im stände ist, 
die Natur der Raumgebilde zu erkennen. 

Es wird zunächst dargelegt, wie die Grundgebilde: Fläche, Linie, Funkt 
aus der Erfahrung sich ergeben, wie sie durch Abstraktionsvorg&nge ent- 
stehen, die sich auf die Kritik der Sinne gründen, und in dieser Bedeutung 
ist auch der erste Satz der Vorrede zu verstehen, in dem es heisst: „Unsere 
Erkenntnis unterscheidet vier Anschauungsformen: Den Raum, die Fläche, 
die Linie, den Punkt", ein Satz, der sonst wohl Widerspruch finden dürfte, 
da ja Flächen, Linien und Punkte uns nicht durch die Anschauung gegeben 
sind, vielmehr erst aus ihr abstrahiert werden müssen. Eingebend wird 
behandelt, wie die Abstraktionen der Ebene und der Geraden aus den Er- 
scheinungen der Natur in uns entstehen und welche Bedeutung ihnen zu- 
kommt. Sehr beachtenswert sind die Ausführungen über die Beschreibung 
der Gestaltsverhältnisse einer ganz beliebigen (endlichen) Fläche. Während 
die Anschauung im stände ist, die unmittelbar oder mittelbar hervor- 
tretenden Diskontinuitäten eines Gebildes zu erkennen, zeigen die durchweg 
stetigen Elementarteile eines solchen keinen näher angebbaren Charakter. — 
Nachdem kurz der Anteil festgestellt worden ist, welchen einerseits die An- 
schauung, anderseits die Rechnung an der Entwickelung der Raumlehre 
in unserem Jahrhunderte genommen hat und die Wechselwirkung beider 
festgestellt ist, wird die Frage , ob die Anschauung allgemeine Kriterien 
besitzt, um einen einförmigen Flächen- oder Kurventeil als einen geseta- 
mässigen zu erkennen, dahin beantwortet: Eine Fläche oder eine Linie ist 
allemal dann und nur dann als ein einziges gesetzmässiges Punktkontinunm 
aufzufassen, wenn zwischen irgend einem festen Systeme einer endlichen, 
wenn auch noch so grossen Zahl diskreter Elemente der Mannigfaltigkeit 
und einem frei in letzterer beweglichen Punkte eine konstante anschaunngs- 
gemässe Abhängigkeit statthat. Freilich sind dadurch nur algebraische 
Gebilde bestinmit und der Referent muss gestehen, durch die dahin gehenden 
Erörterungen (S. XXIX) nicht überzeugt zu sein, dass bei Aufrechterhaltang 
des vorher genannten Satzes unsere Raumanschauung durch die Vorstellungen 
der transzendenten Flächen und Kurven bereichert werden kann. 

Da an Stelle der Flächen und Linien (vorläufig wenigstens der 
algebraischen) das System der bestimmenden Punkte gesetzt werden kann, 
so stellt sich die urprün gliche Frage in der Fassung dar: Unter welchen 
Bedingungen erkennt die Anschauung ein beliebiges im Räume gegebenes 
Punktsystem als ein unabhängiges oder als ein abhängiges an? Eine un- 
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mittelbare Antwort lässt sich fUr das einfachste räumliche Punktsystem, 
Tier Punkte in tetraedraler Lage, geben. Es besteht das durchgängig unter- 
scheidende Charakteristikum für die allgemeine und die besondere Lage von 
Grundelementen dann, dass die erstere bei ganz beliebigen, die letztere 
aber nur bei ganz bestimmten stetigen Bewegungen jedes einzelnen Elementes 
erhalten bleibt. — Von dem Tetraedralsysteme werden dann noch einige Eigen- 
schaften und zugleich der Begriff von abgeleiteten Punktsystemen entwickelt. 

Der zweite Teil der Vorrede enthält eine genetische Schilderung des 
Gedankenganges und eine Übersichtliche Zusammenstellung der hauptsäch- 
lichsten Resultate des Bandes, so dass es natürlich ist, wenn sich der 
Referent in seiner Darstellung des Inhaltes mit dieser mannigfach begegnet. 

Nach den vorigen Ausführungen lassen sich „alle gesetzmässigen Raum- 
gebilde auf sie bestimmende elementar abhängige Punktsysteme zurückführen, 
und es muss sich daher die Natur jener aus der Eigenart dieser entwickeln 
lassen. Die Frage nach dem Zusanunenhange und den Singularitäten einer, 
nach dem Durchschnittssysteme respektive der Berflhrung zweier und mehrerer 
gegebenen Flächen oder Kurven wird an letzter Stelle durch den differenzierten 
Charakter der das einzelne oder das zusammengesetzte Gebilde ersetzenden 
Punktgruppe entschieden. Es wird daher die Theorie der räumlichen Punkt- 
ünd Ebenensysteme und ihrer planaren Netze für die Lehre der doppelt 
gekrümmten Flächen und Kurven, die Theorie der ebenen Punkt- und 
Geradensysteme und ihrer linealen Netze für die Lehre von den ebenen 
Kurven die natürliche Grundlage bilden." Und der Herr Verfasser sagt an 
anderer Stelle mit Recht: Falls eine Theorie der algebraischen Flächen 
rein auf dem Boden der Anschauung möglich ist, wird sie ihren Ausgang 
von den räumlichen Punktsystemen nehmen. 

Das uns vorliegende Werk beschäftigt sich mit der Natur der ebenen 
Punktsysteme. 

Um den Charakter eines ebenen Punktsystemes festzustellen, werden 
zunächst die Eigenschaften eines Punktetripels zusammengestellt und zwar 
sowohl die inneren oder absoluten, die, welche lediglich auf der gegen- 
seitigen Lage der Punkte des Tripels beruhen, wie auch die äusseren oder 
relativen, nämlich die, welche die räumliche Stellung des Tripels zu dem 
Beobachter kennzeichnen. Die ersteren erstrecken sich auf die Teilung der 
Ebene in Punkt- beziehentlich Strahlenkontinua und deren Beziehungen zu 
einander, die zweiten auf die positive und negative Richtung in einer Ge- 
raden und den positiven und negativen (links- und rechtsseitigen) Drehungs- 
sinn eines Strahles in einem Büschel. Umschreitet man das Dreieck ^if'^t'ff 
in der Reihenfolge seiner Ecken und liegt dabei die Dreiecksfläche links, 
so bezeichnet man dieses durch die symbolische Gleichung 

im entgegengesetzten Falle dm-ch 

wahrend man für den Fall, dass die drei Punkte in gerader Linie liegen: 
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setzt und nennt diese Zahl + 1,-1 oder die Charakteristik des Punkte- 
tripels. Haben zwei Punktetripel gleiche Charakteristiken, so werden sie 
isothetische Systeme genannt. Für dieselben gilt der Satz: Zwei isothetische 
allgemeine Punktetripel können unter Erhaltung ihres beiderseitigen Charakters 
stets stetig ineinander übergeführt werden. Der Herr Verfasser fasst nun 
„in Bezug auf irgend ein vorgelegtes ebenes Punktsystem 

die Gesamtheit der Charakteristiken 

(^(PhPk,pi)- + l, -1, 

aller seiner Punktetripel u *, u 

^ Ph Pk, Pi 

als das Fundament oder die erste Stufe in dem Charakter des Punkt- 
systemes auf." Es ergeben sich da die fundamentalen Aufgaben: 

1. alle diejenigen Systeme von Punktetripeln zu ermitteln, welche die 
für die Gesamtheit der Tripel notwendigen und hinreichenden Be- 
stimmungen enthalten, 

2. aus einem solchen Fundamentalsysteme von Punktetripeln die 
Charakteristiken der übrigen abzuleiten. 

Vorher wird jedoch in § 2 erörtert, wie vielen einfachen Singularitäten 
die in einem gegebenen Punktsysteme vorhandenen Singularitäten gleich- 
wertig sind, wenn eine einfache Singularität oder einfache Bedingung die- 
jenige ist, bei welcher drei Punkte pi^ pt^ pi in gerader Linie liegen, also 
^(Ph Pii ^) = ist. 

Da bei einer grösseren Zahl von Punkten die Charakterisierung eines 

ebenen Punktsystemes durch die Charakteristiken seiner ( ) Tripel wegen 

der grossen Zahl der Bedingungen sehr wenig übersichtlich wird und da- 
durch dem Studium grosse Schwierigkeiten in den Weg gelegt werden, so 
wird das Indexsystem oder Ortszeichensystem eingeführt. Denken wir uns 
einen Punkt pi des Systemes als Mittelpunkt eines Strahlenbüschels, gehen 
von einem Strahle aus, auf dem etwa der Punkt p^W liegt und lassen von 
hier aus einen Strahl das Strahlenbüschel links (oder rechts) herum durch- 
laufen, so werden die einzelnen Punkte des Systemes in einer gewissen 
Reihenfolge getroffen, die nur für diejenigen Punkte unbestimmt ist, welche 
auf einem und demselben Strahle liegen. Diese Punktefolge wird der 
Index des pi genannt und bei linksseitigem oder positivem Drehungssinn 
gesetzt: ,j-(p.) _ ^(Op«. . . (pw. . . ,,(0) ...^l„ 

bei rechtsseitigem oder negativem Drehungssinne: 

wo jede eingeklammerte Reihe eine Punktreihe bezeichnet, die auf einer 
durch pi gehenden Geraden liegen. Ist der Drehungssinn ein unbestimmter, 
so wird der Index J{pi) geschrieben. Einem gegebenen Punktsysteme ent- 
spricht ein unzweideutig bestimmtes Indexsystem: 
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'APiI 'J(p») ■ ■ ■'Ji.p^) 

und dieses wird als die erste . Charakteristik des gegebenjen Punktsystem es 
bezeichnet. Es stehen nun in einem ebenen Punktsysteme 

5ß„ = Pl, P,,.,, Pn 

das Oharakteristikensystem der I j Punktetripel 

^» P2> ^8? Pl) Pii ^4? • • • ♦'«-2» Pn-U Pn 

und das System der fi Indices 

'j{px), '-np.)- ■■'■npn) 

in eindeutig umkehrbarer Abhängigkeit. Mittelst des Begriffes der Indices 
wird dann die Aufgabe gelöst: „Die durch ein beliebig gegebenes Punkt- 
system bedingte Einteilung des ebenen Strahlenfeldes in ein System ein- 
ander ausschliessender Strahlenbereiche vollständig zu beschreiben/^ Der 
Begriff des primären Strahlenbereiches ist dadurch definiert, dass „zwei 
ausserhalb der w - Punkte des Systems beliebig in der Ebene gewählte Gerade 
den nämlichen oder verschiedenen Strahlenbereichen angehören, je nachdem 
sie entweder ohne oder nur mittelst eines Durchganges durch einen Punkt pi 
stetig ineinander überführbar sind/^ Die Punktgruppe, die einen solchen 
Strahlenbereich abgrenzt, heisst primäre Punktgmppe. Dabei findet sich 
zum Schluss des § 4, dass in allen ebenen Punktsystemen mit der gleichen 
Singularität A (Zahl der entsprechenden einfachen Singularitäten) der Aus- 

wo it,n die Zahl der primären m-Ecke bezeichnet, einen von der Anzahl 
und der gegenseitigen Lage der Punkte des Systemes völlig unabhängigen 
invarianten Wert 4 + 2A hat. 

Die Methode zur Bestimmung aller Primärvielecke einer gegebenen 
Punktgruppe ^^ ergiebt die wichtige Eigenschaft, dass sämtliche Primär- 
polygone von 5|J„ bereits aus n — 1 beliebigen Indices abgeleitet werden 
können. Es wird dieses an einem bestimmten Beispiele erläutert, das zu- 
gleich Anlass zu einer anderen allgemeinen Untersuchung giebt, deren Er- 
gebnis ist, dass in einem allgemeinen Punktsysteme ^n höchstens w- Primär- 
flachen in ihren Indices übereinstimmen können. Zugleich werden weitere 
Abhängigkeiten zwischen den Indices der Elemente eines Punktsystemes ab- 
geleitet und im § 6 die Grundgesetze des Indexsystemes entwickelt, aus- 
gehend von der durch die Anschauung gegebenen Beziehung 

Pi I Pi, Pk i + Pk\ Ph Pi 1 = Pi\ Ph Pk , + 2 A(^, pk, pi), 
^^ Px ps, pg j die Fläche ist, welche von einem von p^ ausgehenden Strahle 
bei positiver Drehung von p^ nach p^ beschrieben wird. Als allgemeines 
wichtiges Beispiel dient die Ableitung des n^^ aus gegebenen w — 1 Indices 
emes Punktsystemes $n. 

Unter allen primären Punktgruppen sind die Pundamentaltripel für 
das Punktsystem von grundlegender Bedeutung und sie werden daher im 
§ 7 besonders eingehend behandelt. Ihre Zahl beträgt im Punktsysteme ^„ 
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mindestens n. Besonders wichtig ist der Satz, dass ein ebenes Ponkt- 
System ^ß^ l>ei einer stetigen Bewegung seiner Elemente so lange einen 
invarianten Charakter bewahrt, wie das System seiner primären Punktetripel 
bestehen bleibt. „Die ausgezeichnete Stellung der primären Punktetripel 
legt es nahe, in ihnen die notwendigen und hinreichenden Bestinunnngs- 
stücke für die Charakterisierung aller Punktetripel zu vermuten und unter 
Angabe ihrer Charakteristiken und Hauptpunkte die vollständige Beschreibung 
des Punktsystemes zu versuchen." Diese Untersuchungen werden zunächst 
an den verschiedenen Punktsystemen ^ß^,, 5ßß und ^ß^ ausgeführt, und dann 
wird in den §§ 11 — 13 allgemein bewiesen, dass ein Indexsystem durch 
die Gruppe seiner vollständig definierten Fundamentaltripel unzweideutig 
bestimmt ist, wobei sich eine grosse Zahl von Sätzen über Indexsysteme 
ergiebt, in betreff deren wir jedoch bei der Eigenartigkeit und Neuheit 
der Untersuchungen auf das Buch selbst verweisen müssen. 

Im § 14 wird als Beispiel aus der Gesamtheit der Fundamentaltripel 
eines Systems 5ßg das Indexsystem desselben bestimmt. 

Im Anhange behandelt der Herr Verfasser zunächst das endliche ebene 

Qeradensystem: ri — ^ ^ 

^n — yn y 2 • • • y«) 

das sich dem endlichen Punktsysteme 

koordiniert gegenüberstellt. Es tritt dabei freilich die Schwierigkeit ein, 
dass sich die Fortschreitungsrichtung in einem Strahle bei einer Drehung 
um 180^ umkehrt, und es fehlt darnach zunächst ein Mittel, die Fort- 
schreitungsrichtungen auf der einzelnen Geraden unterscheiden zu können. 
Da diese Schwierigkeit auch nicht dadurch gehoben wird, die linksseitige 
Rotation ein für aUemal als Übergangsweise zu wählen, so führt der Herr 
Verfasser einen Punkt ^)q, der ausserhalb der n Geraden des Systems ge- 
legen ist, als Grenzpol ein. Ein in positivem Sinne um p^ sich drehender 
Strahl bestimmt auf einer Geraden g eine Folge von Punkten und diese 
Fortschreitungsrichtung heisst die positive. Dadurch ist der Index einer 
Geraden g als Aufeinanderfolge der Geraden bestimmt, welchen ein die 
Gerade g in positiver Richtung durchlaufender Punkt begegnet und auch 
die Definition der Charakteristik eines Geradentripels ist damit genau ge- 
geben. Es lassen sich darnach die Gesetze eines endlichen Punktsystemes 
ohne weiteres auf ein endliches Geradensystem übertragen. — Der letrte 
Paragraph ist einer Besprechung der gemischten Grundgebilde, der ans 
Punkten und Geraden zusammengesetzten gewidmet. 

Hoffen wir, dass wir recht bald eine Fortsetzung des trefflichen und 
klar geschriebenen Werkes begrüssen können, das uns in ganz neue Unter- 
suchungen einführt, die unsere Anschauungen wesentlich bereichem, und möge 
uns der Herr Verfasser später auch mit einer Anwendung auf die Theorie 
der ebenen Kurven erfreuen, die dadurch von einem ganz neuen Gesichts- 
punkte aus würden dargestellt werden. g ^h^lgrod. 
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La (r^metrie reglee et ses Applications. Von G. Koenig. Paris 1895. 
Gauthier-ViUars et Fils. 4^. 148 p. 

Dieses Buch ist eine teilweise Reproduktion einer Vorlesung, welche 
der Herr Verfasser 1887/88 im College de France gehalten hat und be- 
absichtigt, den Leser in die analytische Geometrie der geraden Linie und 
ihrer Systeme einzuführen. Es werden zwar auch, wo sich die Gelegen- 
heit bietet, Sätze auf synthetischem Wege abgeleitet, doch werden dieselben 
dann allemal noch analytisch bewiesen. Infolge seiner klaren und leicht 
verständlichen Darstellung, dem durchsichtigen Aufbau der Lehre von den 
linearen Komplexen ist das Buch recht geeignet, in die analytische Geo- 
metrie der geraden Linien einzuführen und eine Vorstufe für das Studium 
der neueren Arbeiten auf diesem Gebiete, besonders der Herren Klein 
und Lie, zu bilden. 

Um ein Bild Ton der Methode des Buches zu geben, muss sich der 
Referent erlauben, auch auf die einleitenden allgemein bekannten Kapitel 
etwas genauer einzugehen. 

L Die Koordinaten der geraden Linie. Allgemeines. S. 3 — 15. 
Nach einer kurzen Einleitung über die Bedeutung der Geraden in der 
Geometrie werden die Koordinaten der Geraden abgeleitet, indem dieselbe 
sowohl als Ort von Punkten wie auch als Durchschnitt zweier Ebenen be- 
trachtet wird. Beide Formen erweisen sich als identisch. Da die quadra- 
tische Fundamentalform: 

HBd die Polarform: i ^n da>ix) , 

bei einer linearen Transformation erhalten bleiben, so kann man jetzt vom 
Punktraume ganz absehen und als Grunderklärung, aus welcher sich alles 
Weitere ergiebt, den Satz aufstellen: Jedem Systeme von sechs Variabein 
*n*b-..^«) die durch eine quadratische Relation »(a?) «= verbunden 
sind, deren Diskriminante nicht Null ist, kann man eine bestimmte Gerade 
des Baumes entsprechen lassen, wobei die Gleichung f(?(x*, xf) = aus- 
<hilckt, dass sich die Geraden x^x^ schneiden. Daraus ergiebt sich dann 
sogleich, dass Xi=' kai+ fibi die Gleichung eines Büschels ist, wenn 
ö(a,6)«=0 und dass, wenn a, h und c sich schneiden, aJ/= >lö;-f /it&, + vci 
^e Gleichung eines Strahlenbündels oder eines Strahlenfeldes ist. Für 
beide wählt der Herr Verfasser, da sie analytisch durch dieselbe Gleichung 
^gestellt werden, den glücklichen Namen „hyperfaisceau", dem wir nach 
dem Wissen des Referenten einen deutschen nicht gegenüberzustellen haben. 
Allgemein hängt eine Gerade von vier Parametern ab und je nach der 
Zahl der Bedingungsgleichungen erhalten wir einen Komplex, eine Kon- 
gnienz, eine Regelschar und eine endliche Zahl von Geraden. Als Grad 
^es Komplexes wird die Zahl der Geraden bezeichnet, welche ein be- 
Uebiges Strahlenbüschel mit demselben gemein hat. 
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IL Die linearen Komplexe von Geraden. S. 16 — 24. Die 
linearen Komplexe (Strahlengewinde)* sind diejenigen, die mit einem be- 
liebigen Büschel nur eine Gerade gemein haben, bei denen infolgedessen 
die Bedingungsgleichung linear ist. Die Geraden, die von einem Punkte 
eines solchen Komplexes ausgehen, bilden einen Büschel und die Ebene 
dieses Büschels nennt man die Polare des Punktes (Nullpunkt, Nullebene). 
Die Polaren der Punkte einer Geraden schneiden sich in einer Geraden, 
wobei das Doppelverhältnis der Punkte gleich dem der entsprechenden 
Ebenen ist, und die beiden Geraden heissen konjugiert (Polare). Die 
synthetisch ge^mdenen Sätze werden auch analytisch abgeleitet und dabei 
der aus der Kl ein sehen Invariante sich ergebende Begriff des speziellen 
linearen Komplexes (Strahlengebüsch) entwickelt, bei welchem alle Gerade 
eine bestimmte, die Leitgerade, schneiden. 

m. Die Systeme von linearen Komplexen. S. 25 — 56. Nach 
einleitenden allgemeinen Bemerkungen über Beziehungen zwischen den 
Punkten einer Geraden und den durch dieselbe hindurchgelegten Ebenen, 
das Chaslessche Korrespondenzprinzip, die anharmonischen und invola- 
torischen Beziehungen, werden zwei lineare Komplexe {A^B) betrachtet. 
Die beiden konjugierten Geraden, welche dieselben gemeinsam haben, ge- 
hören zugleich allen Komplexen des Systemes XÄ-^- (iB an. Dieselben 
gehen in den beiden Spezialkomplexen des Systemes in die Leitgeraden 
über. Die Geraden, welche diese beiden konjugierten Geraden schneiden, 
bilden die gemeinsame lineare Kongruenz des Systemes, deren Inyariante 
aufgestellt wird. Ist dieselbe gleich Null, so ist die Kongruenz singalär. 
Ausser diesen gemeinsamen Eigenschaften des ganzen Systemes werden noch 
diejenigen abgeleitet, welche den einzelnen Komplexen zukommen. Die 
Pole einer durch eine Gerade der gemeinsamen Kongruenz des Systemes 
Ä -\-1cB =- gehenden Ebene in den Komplexen, welche den Werten 
k = a, ß^y, ö entsprechen, bilden ein Doppel Verhältnis, gleich dem Doppel- 
verhältnisse der Grössen a, j?, ^, 8, Ninmit man nun als zwei der Komplexe 
die beiden Spezialkomplexe des Systemes, so ist der Wert des Doppel- 
verhältnisses für zwei gegebene Systeme konstant, und es ergiebt sich aus 
ihm der Winkel der beiden Komplexe, wohei allerdings der Begriff Axe 
nicht definiert wird. Ist der Winkel ein rechter, so sind die beiden Komplexe 
in Involution. — Nach Untersuchung der Systeme XÄ + (iB « werden 
die drei-, vier- und fünfgliedrigen Gruppen von Komplexen behandelt und 
ihre Eigenschaften hergeleitet. 

IV. Grundlehren der Geometrie des Unendlich-Kleinen in 
Geradenkoordinaten. S. 57—91. Es wird von der linearen singulären 
Kongruenz der Tangenten einer windschiefen Fläche längs einer Erzeugenden 
ausgegangen. Zwei benachbart« dieser Kongruenzen haben die eine 



* Die Bezeichnungen in Klammem sind die bei uns gebräuchlichen nach 
R. Sturm: „Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie m 
synthetischer Behandlung.'' 



Digitized by VjOOQIC 



Rezensionen. 17 

schar des oskolierenden Hyperboloids der Fläche gemeinsam. Die andere 
Schar desselben gehört den Komplexen an, welche eine Berührong zweiter 
Ordnung mit der Fläche haben, und zwar bilden dieselben ein dreigliedriges 
System. Auch die Systeme von linearen Komplexen, welche eine drei- 
ond Tierfache Berührung mit der Fläche haben, werden untersucht, sowie 
das eskalierende Ebenenbüschel. Eine oskulierende Ebene und der Be- 
rührungspunkt bilden ein Liesehes Berührungselement. Nach einer kurzen 
Besprechung von Ebenenbüscheln, die von mehreren Parametern abhängen, 
werden die einen linearen Komplex berührenden linearen Komplexe be- 
handelt. Ist die dabei auftretende Kl ein sehe Invariante gleich Null, so 
ist die betreffende Gerade eine singulare Gerade und die Ebenenbüschel, 
die zu allen singulären Geraden gehören, umhüllen die Singularitätenfläche, 
von welcher jede Begelfläche des Komplexes in einer gewissen Anzahl von 
Ponkten berührt wird Es werden dann die schon länger bekannten 
differentiellen Eigenschaften der linearen Kongruenzen abgeleitet, auf die 
wir der mannigfachen Einzelheiten wegen hier nicht eingehen. 

V. Kleinsche Koordinaten. Anallagmatische Geometrie. 
Ö. 92 — 146. Die Gleichungen <o{x) = 0, a:, = (t eine der Zahlen 1 bis 6) 
stellen bei PI ücker sehen Koordinaten singulare Komplexe dar, deren Leit- 
gerade die Kanten eines Tetraeders sind. Aus diesen Plück ersehen Koordi- 
naten ergeben sich die Kl ein sehen durch Umformung. Setzt man: 

4a)(r) = 4r^ir„ + r.^r^^ + r,^r,^ 

+ W- 1 0-.I - r«)J* + W" 1 0« - h,)Y + W- 1 0-45 - ^2)1* 

so erhält man aus diesen Grössen x, durch allgemeine orthogonale Sub- 
stitation die Klein sehen Koordinaten «//. Von diesem eigentümlichen sechs- 
fach orthogonalen oder involutorischen Koordinatensysteme, welches fünfzehn 
Parameter enthält, werden die Haupteigenschaften abgeleitet, die zehn 
Fundamentalflächen zweiten Grades, sowie die fünfzehn Fundamentaltetraeder, 
die sich dabei ergeben, genauer untersucht. Der bei der Transformation 
dieser Koordinaten zuletzt abgeleitete Satz: „Wenn die Gleichungen der 
lineareu Transformation: 

x\ = üi^x^ -f a/jÄg + h a/ßXß (i = 1 , 2 . . . 6) 

<v(j?) = <t>(^') ergeben, so stellen sie zwischen den Geraden x und x' eine 
Homographische oder eine dualistische Beziehung her^', ist für Herrn Klein 
der Ausgangspunkt gewesen für eine sonderbare Beziehung zwischen der 
Geometrie der Geraden im Räume und derjenigen der metrischen Eigen- 
schaften in einem Räume von vier Dimensionen. Es giebt derselbe auch dem 
Heim Verfasser Gelegenheit auf Räume von n Dimensionen einzugehen 
^d dabei besonders die anallagmatischen Transformationen zu berück- 

'^'^^^^- H. WiLLGHOD. 

Hlit.-Ht. Abt. d. Zeitachr. t. >r»th. u. Phy9. 4« Juhrg. 1897. 1. Heft. 2 
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8ur la geiieratiou des coarbes par roalement. Von Bbni^ de Saussure. 
Genive 1895. Aubert Schuchardt. gr. 8^ 94 p. 2 Tafeln Figuren. 

Eine jede ebene Kurve kann man sich durch die Bewegung eines 
Punktes in der Weise erzeugt denken, dass eine mit ihm fest verbundene 
Gerade auf einer Kurve rollt oder umgekehrt eine fest mit ihm verbundene 
Kurve auf einer Geraden. Beide Erzeugungsarten sind auf einfach unendlich 
verschiedene Weisen möglich. Die erste Art wird eine bestimmte, wenn 
die Gerade gezwungen ist, zur entstehenden Kurve stets senkrecht zu sein, 
es muss dann der Punkt auf der Geraden liegen und die erzeugte Kurve 
ist eine Evolvente der festen Kurve, letztere die Evolute der ersteren. 
Bei der zweiten Art ist die Erzeugung nur in begrenzter Zahl möglich, 
wenn die Gerade eine Basis der erzeugten Kurve sein, das heisst sie in 
sämtlichen Schnittpunkten senkrecht treffen soll. Die erzeugte Kurve heisst 
Rollkurve, und während man gewöhnlich die Gleichung der RoUknrve sucht, 
ist hier ausserdem das inverse Problem gelöst, aus der Gleichung der Roll- 
kurve die der Erzeugenden zu bestimmen. Diese Aufgabe wird fftr die 
Kegelschnitte eingehend behandelt, nachdem dem Rollen zweier Kurven 
aufeinander und insbesondere den cjkloidischen Linien die nötige Auf- 
merksamkeit gewidmet ist. Es stellt sich dabei heraus, dass beim Rollen 
eines Kreises vom Radius r auf einem solchen vom Radius li auch för 
imaginäre Werte von r eine reelle Kurve entstehen kann, nämlich wenn 

r — -- -\- gi, wo o einen beliebigen Wert hat. Die in diesem Falle ent- 

stehenden Kurven nennt der Herr Verfasser Paracykloiden. 

Im zweiten Teile geht der Herr Verfasser auf den Raum über, wobei 
definiert wird, dass eine Raumkurve auf einer Ebene rollt, wenn ihre 
Tangentenfläche auf der Ebene rollt, sodass an Stelle der Kurve die ab- 
wickelbare Flache treten kann, deren Rückkehrkante die Kurve ist. Zur 
Vorbereitung des allgemeinen Falles lässt Herr Saussure eine ebene 
Kurve auf einer festen ebenen Kurve so rollen, dass ihre beiden Ebenen 
einen Winkel einschliessen, der sich nach einem bestimmten Gesetze ändert 
Es werden dann nacheinander behandelt das Rollen eines Cjlinders auf 
einer Ebene, das eines Kegels auf einer Ebene und umgekehrt und einer 
allgemeinen abwickelbaren Fläche auf einer Ebene und umgekehrt. Beim 
Rollen zweier abwickelbaren Flächen aufeinander kommen je zwei gerad- 
linige Erzeugende nur dann zur Deckung, wenn die Rückkehrkanten beider 
in entsprechenden Punkten gleiche erste Krümmung haben, sonst findet die 
Berührung nur in einem Punkte statt. In Bezug auf den letzteren Fall 
wird auf das Rollen eines Kegels auf einem Cylinder eingegangen. 

- H. WiLLOROD. 

Le^ons snr la i*esolntioii al^ebriqne des eqnations. Par H. Vogt. Avec 
une pr^face de Jules Tannery. Paris 1895 .201 p. 
Herr H.Vogt, welcher bereits in seinen früheren selbständigen Arbeiten 
mehr den analytischen, als den geometrischen Untersuchungen zuneigte. 
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ist mit seinem hier vorliegenden Buche offenbar auf das richtige Feld 
seiner Beanlagung gelangt. Der Herr Verfasser bietet zwar in seinen „Vor- 
lesungen über die algebraische Auflösung der Gleichungen" nichts Neues; 
aber die wirklich in die Tiefen des behandelten Gegenstandes eindringende 
Darstellung, die reife Disposition im grossen wie im einzelnen, sowie vor 
allem eine fast überall klare und präzise Ausdrucksweise machen die Lektüre 
des Buches zu einer wahrhaft genussreichen. Dass auch einmal Ausnahmen 
vorkommen, zeige etwa der vorletzte, mit den Worten „Toute equation 
dont les coefQcients . . ." beginnende Absatz S. 62. Der Sinn des ersten 
Satzes in diesem Absätze ist überhaupt unverständlich: Die Koeffizienten 
einer Gleichung bilden denselben Rationalitatsbereich, wie die symmetrischen 
Funktionen der Wurzeln; dieserhalb ist die im gedachten Satze gegebene 
Definition der „equations particulieres" nicht verständlich. Die weiterhin 
an die Gleichungen mit rationalen Koeffizienten geknüpften Betrachtungen 
sind gleichfalls nicht recht glücklich gewählt. Weit lieber möchte man hier 
den gegenteiligen Satz finden, dass wenigstens für jeden Primzahlgrad 
unendlich viele „affektlose" Gleichungen mit rationalen Koeffizienten existieren ; 
auch im weiteren Verlaufe des Buches habe ich diesen Satz nicht gefunden. 
Doch dürften derartige Stellen , in denen eine Präzisierung des Gedankenganges 
wünschenswert erscheint, im vorliegenden Buche sehr selten sein; und sie kommen 
gegenüber den schon genannten Vorzügen des letzteren kaum in Betracht. 

Der vom Verfasser behandelte Stoff deckt sich fast vollständig mit 
dem Inhalte des bekannten und geschätzten Werkes von Herrn Netto über 
Substitutionentheorie; letzteres Werk ist sogar mehrfach direkt vorbildlich 
gewesen. Daneben macht sich eine etwas grössere Einwirkung Krön eck er s 
geltend, als sie bei Netto vorliegt, so z. B. in der Theorie der Reduzibilität 
der Gleichungen. Dieser Umstand ist natürlich durch die verschiedene 
EntstehuDgszeit beider Werke begründet. 

Betreffs der Anordnung des Stoffes möchte Unterzeichneter auf einen 
Ponkt hinweisen. Einer der Hauptsätze der Galois sehen Theorie, nämlich 
derjenige über Auflösung der Gleichung durch Lösung einer Kette von 
Resolventen (den Faktoren der Zusammensetzung der zugehörigen Gruppe 
entsprechend), ist vom Verfasser erst auf der vorletzten Seite des Buches 
aufgestellt. Die allgemeine Theorie der algebraisch auflösbaren Gleichungen 
auf Grundlage Abel scher Sätze wird weit früher behandelt. Die letzteren 
Entwiokelungen müssen natürlich in dieser Form durchaus bestehen bleiben 
und sind überdies vom Verfasser vorzüglich dargestellt. Dagegen ist wohl 
kein Zweifel, dass ein Leser, der sich bereits im Besitze des vorgenannten 
Satzes der Galois sehen Theorie befindet, weit leichter den Überblick über 
die vielfältigen algebraischen Deduktionen des Ab eischen Beweises gewinnt. 
Diese Bemerkung ist um so schwererwiegend, als der fragliche Satz der 
Galois sehen Theorie ein fast unmittelbares Ergebnis aus den vorentwickelten 
Begriffen von Gruppe und Bationalitätsbereich einer Gleichung ist. 

Folgende kurze Inhaltsangabe möge die Besprechung abschliessen. Die 
^f ersten Kapitel sind den substitutionentheoretischen Grundlagen gewidmet. 

2* 
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Der Begriff der Permutationsgmppen wird vorangestellt, die Untergruppen 
und ihre Artunterscheidungen werden eingeführt, die Zerlegung einer Gruppe 
in eine Kette jeweils ausgezeichneter Untergruppen wird besprochen, und 
endlich die Einfachheit der alternierenden Gruppe für w > 4 bewiesen. 
Weiter werden die zu den einzelnen Gruppen gehörenden rationalen und 
ganzen Punktionen betrachtet. Für diese ist dann das Theorem von 
Lagrange über Darstellung aller Funktionen einer Gruppe durch eine unter 
ihnen fundamental; speziell kommt der Fall einer Galois sehen Funktion 
zur Behandlung. Das fünfte Kapitel ist den cyklischen und metacyklischen 
Gruppen und Punktionen gewidmet. Nun wird weiter von den Begriffen 
des Bationalitätsbereiches und der Beduzibilität gehandelt. 

Im folgenden Teil des Werkes, welcher aus den Kapiteln VlI bis XIII 
besteht, ist die Anwendung der vorhergehenden Entwickelungen auf die 
Theorie der Gleichungen gegeben. Zuvörderst wird der Begriff der Be- 
solventen und der Gruppe einer Gleichung behandelt. Im Anschlüsse an 
die Besprechung der Gleichungen zweiten bis vierten Grades finden die 
Untersuchungen von Lagrange ihren Platz. Es folgt sodann das Kapitel 
über die algebraisch lösbaren Gleichungen, welches wir bereits oben er- 
wähnten ; und ihm schliessen sich drei Kapitel mit speziellen Untersuchungen, 
nämlich über Abel sehe Gleichungen, über Kreisteilungsgleichimgen und 
über Galois sehe Gleichungen an. Das letzte Kapitel ist wieder all- 
gemeineren Auffassungen der Galoisschen Theorie gewidmet. 

Robert Fricke. 

Theorie der doppeltperiodisclien Fnnktioneu einer veränderliclien GrSsse. 

Von Dr. Martin Krause, Professor an der technischen Hochschule in 
Dresden. Leipzig, B. G. Teubner 1895. Erster Band, Vm und 328 S. 

Die Besprechung des vorliegenden neuesten Buches über doppelt- 
periodische Funktionen ist deshalb ein wenig erschwert, weil nur erst die 
erste Hälfte des zweibändig geplanten Werkes erschienen ist, das doch als 
Ganzes beurteilt sein will. Freilich giebt der Verfasser im Vorworte zum 
vorliegenden ersten Bande die im zweiten zu behandelnden Gegenstande 
kurz an; derselbe soll nämlich die Anfänge der Transformationstheorie aof 
neuer Grundlage, sowie trigonometrische Reihen und Differentialgleichnngen 
für die Funktionen zweiter und dritter Art behandeln. Vielleicht darf man 
hoffen, dass die Grundlagen der Transformationstheorie, welche Herr Krause 
solcherweise verspricht, neue und interessante Gesichtspunkte in diese Theorie 
hineintragen. Das vorliegende Werk könnte dann vielleicht, als Ghuues 
betrachtet, originell erscheinen und würde sich der sehr entwickelten Litteratur 
über elliptische Funktionen als neues wertvolles Glied anreihen. Diese 
Hoffnung darf jedoch nicht hindern, den allein erst zugänglichen ersten 
Band für sich zu acceptieren und die Behandlung der in ihm zur Sprache 
konmienden Gegenstände gegen den sonstigen hierfür in Betracht kommenden 
Fntwickelungsstand der Theorie zu orientieren. 
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Auf den ersten Abschnitt (Einleitang in die Fonktionentheorie nach 
Weierstrass) braucht nicht eingegangen zu werden, da es sich hier nur 
um bekannte und längst festliegende Dinge handelt. 

Im zweiten Abschnitte wird die Theorie der doppeliperiodischen Funk- 
tionen auf Grundlage der gewöhnlichen <&- Funktionen behandelt. Herr Krause 
wählt hier den Eingang zu seinen eigentlichen Betrachtungen in eleganter Weise 
von der Theorie der „linear -periodischen Funktionen" aus. Dabei muss aller- 
dbgs der S. 39 aufgestellte Lehrsatz, die Theorie dieser Funktionen lasse sich 
auf die Theorie der multiplikativ und die der additiv periodischen Funktionen 
zurückführen, beanstandet werden. Die linear -periodischen oder automorphen 
Fnnktionen umfassen einen viel weiteren Bereich und besitzen eine ungleich 
reichhaltigere Theorie. Der fragliche Satz bezieht sich vielmehr einzig auf die- 
jenigen elementaren Funktionen, welche nur gegenüber einer einzigen Sub- 
stitntion und ihren Potenzen invariant sind. Im Verfolge des Überganges zu den 
^-Funktionen macht sich wiederholt der Mangel geometrischer Vorstellungen 
fahlbar. Insbesondere wäre es wünschenswert gewesen, dass der Übergang von 
den multiplikativ periodischen Funktionen zu den doppeltperiodischen in seiner 
geometrischen Bedeutung als Abbildung eines von zwei Kreisen begrenzten 
Bmges auf ein Parallelogramm erfasst wäre. Ich will bei den nächsten 
Angaben das gänzliche Fehlen geometrischer Anschauungen nicht . immer 
wieder erwähnen (ist doch vor allem die Vorstellung des Periodenparallelo- 
grammes nirgends explicit entwickelt); dagegen ist ausdrücklich zu betonen, 
dass es sich hierbei nicht etwa ausschliesslich um eine Frage des Ge- 
schmackes handelt. Den geometrischen Vorstellungen wohnt zum mindesten 
eine weitgehende didaktische Bedeutung inne; und es hätten zumal bei 
Heranziehung Biemann scher Anschauungsweisen gewisse späterhin noch zu 
nennende Grundsätze der Transformationstheorie weit klarer und weit 
weniger unbestimmt ausgesprochen werden können. 

Die Entwicklung des Buches nimmt nun zunächst den Fortgang, 
dass die multiplikativ periodischen „Primfunktionen" in unendliche Produkte 
entwickelt werden, liir welche dann nach Jacob i die Umsetzung in un- 
endliche Reihen dargeboten wird. Letztere werden späterhin unmittelbar 
zom Ausgange ffüc die Aufstellung der ^-Reihen. Demnächst werden die 
Eigenschaften der doppelt -periodischen Funktionen aus denen der multipli- 
kativ «periodischen abgeleitet; die Unmöglichkeit dreifach periodischer ein- 
deutiger Funktionen (dies ist die passendere Wendung an Stelle der vom 
Verfasser Seite 53 flg. gewählten Ausdrucksweise) wird nach Jacobi be- 
wiesen; die vier gewöhnlichen ^-Funktionen werden durch ihre Produkt- 
entwickelungen und ihre Periodeneigenschaften definiert, und mit Hilfe dieser 
Funktionen werden die doppelt periodischen Funktionen zweiter und dritter 
Art eingefühi-t und näher untersucht. 

Von besonderer Wichtigkeit sind die nun folgenden Entwickelungen über 
0-Fnnktionen w*" Ordnung und über den zugehörigen Salz Hermites von den 
«hnear- unabhängigen ö* -Funktionen w*°^ Ordnung der einzelnen Charakteristik. 
Von diesem Satze macht Herr Krause in der Transformationstheorie den aus- 
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gedehntesten Gebrauch und benennt denselben dieserhalb schon hier als das 
„Hermitesche Transformationsprinzip^^ Es handelt sich hierbei um einen Satz, 
der als Spezialfall in dem allgemeinen Riemann-R ochschen Satze enthalten ist. 
Der vom Verfasser gewählte Beweis stützt sich auf die Reihenentwickelungen 
der ^-Funktionen; es ist dies der ursprüngliche Hermitesche Gedankengang. 

Es folgen nun ausgedehnte Entwickelungen über die ^-FunktioneD 
erster Ordnung , über die zwischen ihnen bestehenden quadratischen Relationen 
und ihre Additionstheoreme auf Grundlage des Her mit eschen Satzes. Auf 
der gleichen Grundlage erwachsen auch die Darstellungen der d- Funktionen 
rt'*"^ Ordnung in denen der ersten Ordnung. Der Rest des zweiten Ab- 
schnittes ist im wesentlichen der Einfährung der Moduln A, k\ der Weier- 
stra SS sehen Funktionen AI (w) und der Ja cobi sehen Funktionen sin amu^ 
cos a WM, JaniH gewidmet, für welche eine Reihe von Fundamental- 
eigenschaften entwickelt wird. 

Der dritte Abschnitt „Die Transformation der elliptischen Funktionen 
nebst Anwendungen" gliedert sich in folgender Weise: 

1. Einführung des Transformationsproblemes und Transformation ersten 
und zweiten Grades (S. 102 bis 122). Das Problem der rationalen Trans- 
formation wird in allgemeiner, wenn auch nicht allgemeinster Form ent- 
wickelt. Die nächsten Anwendungen beziehen sich auf die lineare und die 
Landen sehe Transformation. Überall liegt der Hermitesche Satz der 
funktionentheoretischen Schlussweise zu Grunde. 

2. Anwendungen zur Ausgestaltung der analytischen Theorie der ellip 
tischen Funktionen (S. 122 bis 156). Es werden hier die Ableitungen der 
doppeltperiodischen Funktionen nach dem Argumente u rational in sin a m h 
etc. dargestellt. Die Potenzreihen für sin am u etc. werden nun explicite 
behandelt, und nebenher wird auch der Weierstrassschen j:;- Funktion ge- 
dacht. Es folgen weiter Differentialrelationen für die -^-Funktionen, die 
Funktionen Äl{ii) ^ den Modul k etc., sowie Formeln für die Berechnung 
des Moduls und des Periodenverhältnisses. 

3. Multiplikation der elliptischen Funktionen (S. 156 bis 173), Für die 
Lösung des Multiplikationsproblemes, die Funktionen sin am n u , cos'a m « w, . . . 
rational in den ursprünglichen darzustellen , werden insgesamt fünf Methoden 
angegeben. Die erste Methode gründet sich auf den Hermite sehen Satz, 
während bei der zweiten eine interessante Differentialgleichung von Jecobi 
zur rekurrenten Berechnung der Koeffizienten in den gewünschten Formeln 
herangezogen wird. Weiterhin kommen die Teilwerte von sin am ii etc. zur 
Verwendung; auch die bekannte Kiepert sehe Determinante findet Erwähnung. 

4. Transformation höheren Grades mit Ausführungen für n = 8 und 
n = 5 (S. 174 bis 191). Vergleiche die Ausftlhrungen unter Nr. 6. 

5. Modulfunktionen, Modular- und Multiplikatorgleichungen (S. 191 bis 
246). Um die Theorie der Hermiteschen qp-Funktion, sowie diejenige 
der Modular- und Multiplikatorgleichungen durchführen zu können, sendet 
der Herr Verfasser eine drei Seiten füllende Besprechung des Begriffes der 
Modulfunktionen voraus. Hierbei hätte doch gesagt werden sollen, dass die- 
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jenigen Untergruppen (r, zu welchen im Sinne des Verfassers Funktionen ^(t) 
gehören, einen verschwindend kleinen Bruchteil aller Untergruppen G bilden. 
Dem Satze, dass geradezu nur eine endliche Zahl solcher Funktionen i^(t) 
and Gruppen G in der Transformationstheorie existiert, galten nachhaltige 
Bemühungen Giersters, der diesen Satz für Primzahltransformation wirklich 
nachwies. Die allerdings nicht recht deutlich ausgesprochene Meinung des 
Verfassers, es existiere eine unendliche Fülle solcher Funktionen tf; (r) (cf. S. 1 94, 
zweiter sowie letzter Absatz) dürfte demnach dem Thatbestande nicht ent- 
sprechen und ist jedenfalls nicht bewiesen. Die späterhin zur Geltung 
kommenden Funktionen, an welche der Verfasser zu denken scheint, sind 
nur in Ausnahme^Uen von der Art der Funktionen tj;(r). 

6. Allgemeine Ansätze zur Transformationstheorie (S. 247 bis 262). 
Hier interessieren vor allem die Darlegungen S. 254: Der Herr Verfasser 
entwickelt dort, was er für den eigentlichen Inhalt der Transformations- 
theorie ansieht. Zuvörderst liegt das Problem vor, die transformierten 
doppeltperiodischen Funktionen oder auch ^-Funktionen in den ursprüng- 
lichen darzustellen. Die Koeffizienten in den gewünschten rationalen Aus- 
drücken sind zwar von ?f unabhängig, stellen aber Funktionen des Perioden- 
quotienten T vor, nämlich allgemein zu reden Nullwerte transformierter 
0- Funktionen. Bei der Aufstellung der zuerst erwähnten allgemeinen Trans- 
forroationsgleichungen (vermöge einer Methode der Heihenentwickelungen) 
stellen sich nim unendlich viele Relationen zwischen den fraglichen O-NuU- 
werten ein, und in der Aufstellung dieser Relationen in möglichst grosser 
Zahl sieht Herr Krause die zweite Hauptaufgabe der Transformations - 
theorie. In diesem Sinne ist die Transformationstheorie bereits bei den- 
jenigen Entwickelungen gehandhabt, welche vorhin unter Nr. 4 rubriziert 
wurden. Die Meinung des Herrn Verfassers ist jedoch, dass die an letzter 
Stelle benutzten Regeln nicht ausreichen, um für allgemeine Trans formations- 
grade n die formulierten Aufgaben zu lösen, dass indes eine etwas weitere 
Fassung des Problemes die Lösung anbahnen möchte. Die Erweiterung 
soll darin bestehen, dass Transformationsgleichungen beliebiger Gestalt und 
zwar nicht nur für einen, sondern für mehrere neben einander vorkommende 
Repräsentanten aufgestellt werden sollen. Ihnen gehen dann auch wieder 
entsprechende Relationen zwischen den -^- Nullwerten parallel. Dieser An- 
satz findet für « = 3 und ?? = 5 nähere Ausführung. 

Weitere Beiträge zur Lösung des Transformationsproblemes im an- 
gedeuteten Sinne soll der vierte Abschnitt ,, Die Theorie der doppeltperiodischen 
Fanktionen auf Grund der ^-Funktionen mit gebrochener Charakteristik'' 
liefern. Bis auf Exponentialfaktoren handelt es sich hierbei um die 

Funktionen ^a ( ^< + ^^—^— ) » und damit treten im weiteren nun auch die 

Teilwerte der 0- Funktionen explicit in die Untersuchung ein. Die Be- 
gehung dieser d- Funktionen mit gebrochener Charakteristik zu den früher 
bereits betrachteten elliptischen Funktionen w**''' Ordnung wird betrachtet 
und an den Beispielen w = 3 und n = 6 illustriert. Es werden auf Grund 
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des Her mit eschen Satzes gewisse lineare Relationen zwischen den n*^ Po- 
tenzen jener <&- Funktionen mit gebrochener Charakteristik entwickelt, za- 
gehörige Additionstheoreme werden aufgestellt etc. Letzten Endes werden 
Anwendungen auf die Theorie der doppelt periodischen Funktionen zweiter 
und dritter Art vollzogen. — 

Um nun, wie schon oben in Aussicht genonunen, die Darstellung des 
Herrn Verfassers gegen sonst verbreitete Auffassungen der Theorie der 
elliptischen Funktionen zu orientieren und mit denselben zu vergleichen, so 
dürften zunächst die grosse Menge und Eleganz der analytischen Ent- 
^vickelungen die Stärke des vorliegenden Buches ausmachen. Natürlich sind 
diese Entwickelungen grösstenteils nicht neu, doch stellen namentlich die 
der Transformationstheorie in oben skizzierter Weise entspringenden ^- 
Belationen das eigene Gebiet des Herrn Verfassers dar, auf welches sich 
zahlreiche Publikationen desselben und seiner Schüler beziehen. 

Gegenüber analytischen Rechnungen treten funktionentheoretische Über- 
legungen der Entwickelung überall stark in den Hintergrund. So ist denn 
auch die funktionentheoretische Bedeutung der Beihendarstellungen vielfach 
nur zu kurz angedeutet. Man vergleiche in dieser Hinsicht als ein 
charakteristisches Beispiel die Art, wie S. 99 die Beihenentwickelungen far 
sin amu eingeführt werden. Es bleibt hier dem Leser überlassen, die 
Berechtigung der gemachten Ansätze, die Konvergenzbezirke der ent- 
springenden Beihen und dergleichen aus eigener Kraft zu ergänzen. 

Im übrigen ist der funktionentheoretische Standpunkt des Herrn Ver- 
fassers in Ansehung der engeren Theorie der elliptischen Funktionen der- 
selbe, wie er sich zum Beispiel in dem seinerzeit so ausgezeichneten Werke 
von Königsberger ausspricht. Nur liegt der allerdings sehr weittragende 
Unterschied vor, dass Herr Königsberger seinen Entwickelungen in aus- 
gedehnter Weise die Vorstellungen Biemanns zu Grunde legt, während 
diese dem Kraus eschen Buche fremd bleiben. Bei dieser Sachlage bleiben 
denn auch diejenigen drei Momente, welche Itlr die neuere Fortentwickelung 
der Theorie der elliptischen Funktionen besonders folgenreich wurden (ich 
meine die Weierstrasssche Theorie, die Gewinnung der Gruppentheorie 
für die gesamte Lehre von den elliptischen Funktionen und speziell der 
Theorie der algebraischen Funktionen fttr die Transformation), ohne wesent- 
lichen Einfluss auf das Krause sehe Buch. 

Die Vorzüge der Weierstrassschen Theorie namentlich bei der Trans- 
formation ersten und höheren Grades brauchen heutzutage nicht mehr ver- 
teidigt zu werden. Auf der anderen Seite kann der Herr Verfasser freilich 
mit Becht hervorheben, dass die Transformationsgleichungen in der Jacob i- 
schen Theorie formell einfacher ausfallen. In einem Buche, in dem mehr 
nur auf die formale Seite der Endresultate in der Transformationstheorie 
Gewicht gelegt wird, werden demnach die Fortschritte der Weierstrass- 
schen Theorie wirkungslos bleiben. 

Etwas weniger zur allgemeinen Kenntnisnahme ist bislang der zweite 
Gesichtspunkt gelangt, in welcher Weise die Begriffe der Gruppentheorie 
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sowie der Riem annseben Theorie der algebraischen Funktionen innerhalb 
der Kl ein sehen Theorie der Modalfunktionen von fortbildender Wirkung 
tur die elliptischen Funktionen geworden sind. Die Gruppentheorie hat 
ihre klärende Wirkung in der That auch innerhalb der Theorie der ellip- 
tischen Funktionen im Yollen Umfange bezeugt; und es ist nicht zweifelhaft, 
dass jemand, der den wunderbaren Organismus des gruppentheoretischen 
Aufbaues dieser ganzen Theorie deutlich erfasst hat, hiermit den besten 
Überblick gewonnen hat, sowohl über den Gesamtumfang der Theorie, sowie 
auch über das gegenseitige Verhältnis der einzelnen Teile, z. B. dasjenige 
der Weierstrasssehen zu den Jacobischen Schöpfongen. Den Einwand, die 
Gmppentheorie betreffe stets nur Formalien und könne nie die Sache selbst 
erschöpfen, will ich hier gleich nennen; den Vergleich mit der durch die weiter 
folgenden Bemerkungen berührten Sachlage wird der Leser selber vollziehen. 

In der That bleibt nun noch ein, und zwar besonders wichtiger Ge- 
sichtspunkt zu besprechen. Es handelt sich um die Krause sehe Auffassung 
der Transformationstheorie; und ich gehe dabei gleich zu dem Hauptgegen- 
stande, nämlich zu den oben wiederholt genannten Relationen zwischen den 
NuDwerten der ^-Funktionen, welche bei Transformation und Teilung 
höheren Grades n auftreten. Der Herr Verfasser stellt für die Anfangs- 
werte n Relationen dieser Art von eleganten formalen Gesetzen in grosser 
Zahl auf und betont oft wiederholt, es gäbe bei jedem einzelnen Grade eine 
unendliche Menge weiterer ähnlicher Relationen. Zugleich kennzeichnet er 
als sein eigentliches Ziel, für beliebig grosse n allgemein Transformations- 
gleichungen und im besonderen d- Relationen dieser Art zu erkennen. 

Es hat nun unter anderen auch diese ^-Relation betreffend die El ein- 
sehe Theorie der Modulfunktionen ausserordentlich aufklärend gewirkt. Nach 
derselben steUen alle die unendlich vielen ^-Relationen des gleichen Grades n 
und des gleichen Systems der Theta immer nur wieder in wechselnder Ge- 
stalt ein und dasselbe algebraische Gebilde beziehentlich ein und dieselbe 
algebraische Korrespondenz auf einem solchen Gebilde dar. Die auf die 
prinzipielle Auffassung ausgehende Untersuchung muss demnach nicht nach 
den „möglichst allgemeinen" Relationen des einzelnen Falles suchen (für 
welche überhaupt eine korrekte Definition schwerlich gegeben werden möchte), 
sondern vielmehr nach der „einfachsten" und sieht dann in den übrigen Rela- 
tionen immer kompliziertere Ausdrucksformen desselben zu Grunde liegenden 
Gebildes. 

Man ist es seit lange gewohnt, einen Hauptcharakter der modernen 
Mathematik darin zu sehen, dass sie bestrebt ist, wo es angeht, den Ge- 
danken an die Stelle der Rechnung zu setzen; man meint, die Mathematik 
sei nicht dazu da, um möglichst viel, sondern um möglichst wenig zu 
rechnen. Darf ich dies als eine berechtigte und anerkannte Tendenz an- 
sehen, so ist weiter nicht fraglich, dass die rein rechnerischen Entwicke- 
lungen zahlreicher, dasselbe Gebilde oder dieselbe Korrespondenz darstellender 
Relationen in der algebraischen Theorie dieses Gebildes beziehentlich dieser 
Korrespondenz ihren eigentlicjien^ Gedankeninhalt gewinnen. Es ist freilich 
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ein Anderes mit der Absicht des Verfassers, bei allgemeinen Geraden n 
zur Kenntnis von Transformationsgleichungen und ^-Relationen zu gelangen. 
Die explicite Kenntnis dieser Relationen ist bisher auf die niedersten Grade 
eingeschränkt, und es ist dieserhalb nur zu wünschen, dass die Bemühungen 
des Verfassers in dieser Richtung von Erfolg gekrönt sein möchten. Aber 
das alleinige Betonen der formalen Seite des Gegenstandes, sei es im all- 
gemeinen Falle, sei es bei niederen Transformationsgraden, ohne Darlegung 
der inneren funktionentheoretischen Bedeutung kann nur ein Zurückbleiben 
hinter der heutigen Ausbildung der Theorie genannt werden. Man kann 
bei dieser Sachlage nicht, wie es wohl gelegentlich gehört wurde, von zwei 
einander parallel gehenden Methoden der Herren Klein und Krause 
sprechen; sondern man kann es eben nur bedauern, dass die ausgezeichnete 
analytische Kraft, welche der Herr Verfasser in seinem Buche dokumentiert^ 
das weite und wichtige Terrain, welches für die ftmdamentale Auffassung 
der behandelten Gegenstände von anderer Seite gewonnen wurde, sich nicht 
zu eigen machte. — 

Wie ich hoffe, wird der Kundige mein BemiÜien, bei den vorstehenden 
Erörterungen nur sachliche Rücksichten walten zu lassen, nicht verkennen. 
Aber ich sehe mich leider genötigt, hier am Schlüsse noch eine persön- 
liche Bemerkung anzufügen, die meinen Anteil an der Fortbildung der 
Theorie der Modulfunktionen betrifft. Das im B. G. Teubnerschen Verlage 
erschienene zweibändige Werk über die Modulfunktionen ist zum guten Teile 
auf Grund meiner eigenen mehr als lünfj ährigen Arbeit entstanden, und 
was in dieser Beziehung namentlich in der Vorrede zum ersten Bande des 
genannten Werkes gesagt ist, erfreute sich damals wie noch heute des 
vollen Einverständnisses meines hochverehrten Lehrers und Freundes F. Klein. 
Herr Krause zitiert das fragliche Werk an verschiedenen Stellen und über- 
geht meinen Namen dabei vollständig. Zu meinem Bedauern sehe ich mich 
genötigt, dieses Verfahren als eine durch nichts begründete Missachtnog 
meiner Rechte zu charakterisieren. Robert Fricke. 

Handbuch der Vermessungskunde. Von W. Jobdan. Erster Band: Aus- 
gleichungs- Rechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. 
4. Auflage. Stuttgart 1895. 
Ich habe mich in letzter Zeit wiederholt und nachdrücklich dafür aus- 
gesprochen, dass die Mathematiker alle Ursache haben, sich um die An- 
wendungen ihrer Wissenschaft in höherem Masse zu kümmern, als in den 
letzten Jahrzehnten durchschnittlich der Fall gewesen ist; insbesondere habe 
ich betont, dass beim akademischen Unterricht eine Mitberücksichtigung 
der hauptsächlichen Anwendungsgebiete, wie namentlich auch der Methoden 
der mathematischen Exekutive — des Zahlenrechnens und des Zeichnens — 
eine unabweisbare Forderung der Zeit ist.* Von diesem Standpunkte au» 

* Vcrgl. verschiedene Aufstltze und Vortrage, die man am bequemsten in ^Jeii 
Jahrgängen 1895 1896 der Hoff mann sehen Zeitschrift für mathematischen etc 
Unterricht beisammen findet. 
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mochte ich nicht ablehnen, als ich aufgefordert wurde, dem in neuer 
Auflage erscheinenden ersten Bande des Jordan sehen Werkes einige Zeilen 
der Besprechung zu widmen. Selbstverständlich kann es sich dabei in 
keiner Weise darum handeln, dass ich die Bedeutung des Jord ansehen 
Handbuches für die eigentlichen geodätischen Kreise darlege: Ich würde 
dazu durchaus inkompetent sein; es wäre dies aber auch vollkommen über- 
flüssig, insofern das Jord ansehe Werk innerhalb der Fachlitteratur längst 
seine anerkannte Stellung besitzt. Mein Ziel kann einzig dieses sein, dass 
ich meine engeren mathematischen Kollegen auf den Inhalt und die all- 
gemeine methodologische Bedeutung der Jordanschen Darlegungen auf- 
merksam mache. 

Es handelt sich bei dem vorliegenden Bande um ein in sich ab- 
geschlossenes Lehrbuch der Ausgleichungsrechnung, bei welchem die Interessen 
der Geodäsie in erster Linie berücksichtigt sind. Aber mit dieser unseren 
Inhaltsangabe ist die Eigenart des Werkes und seine besondere Bedeutung noch 
in keiner Weise bezeichnet. Dieselbe liegt darin, dass die Theorie von 
Anfang an im genauen Anschlüsse an die Praxis entwickelt wird, 
deren genaue Details der Verfasser als ein Meister beherrscht. Es ist 
durchweg der Grundsatz bestätigt: exempla plus prosunt, quam praecepta. 
Beispielsweise wird zu Anfang, wo es sich um die Ausgleichung über- 
zähliger Beobachtungen linearer Funktionen irgend welcher Unbekannten 
handelt, der Fall zweier Unbekannter vorweg genommen und an ihm sofort 
die Rechnung mit allen numerischen Einzelheiten durchgeführt, und zwar 
in der Art, dass die herangezogenen Beispiele nicht vnllkürlich gebildet, 
sondern wirklichen Beobachtungsreihen entnommen sind. Die prinzipiellen 
Auseinandersetzungen über die Berechtigung der Methode der kleinsten 
Quadrate treten im ersten Kapitel überhaupt zurück, es handelt sich durch- 
aus darum, den Leser zunächst zur vollen Beherrschung der in Praxi vor- 
kommenden Zahlenangaben zu befähigen. Die so im allgemeinen gegebene 
Anleitung wird dann im zweiten und dritten Kapitel noch erst nach 
geodätischer Seite spezialisiert, indem jetzt unter Heranziehung voller Be- 
obachtungsserien die Abgleichung der Dreiecksnetze in ausführlichster Weise 
zur Darstellung kommt. Nun erst, im vierten Kapitel, nimmt die Be- 
trachtung mit einer ziemlich kurz gehaltenen Theorie der Fehler Wahrschein- 
lichkeit eine abstraktere Wendung. Aber dieselbe wird nicht lange fest- 
gehalten, vielmehr folgt im fünften (Schluss-) Kapitel noch ein historischer 
Bericht über wichtigere, insbesondere in Deutschland ausgeführte geodätische 
Vermessungen und die bei ihnen erreichte Genauigkeit. 

Es braucht kaum gesagt zu werden, dass eine solche Darstellung 
neben der sonst üblichen abstrakten auch dem reinen Mathematiker eine 
Fülle der Anregungen bietet. Ich will dabei nicht einmal so sehr betonen, 
dass der Leser nebenbei in das wichtige Gebiet der Geodäsie einen Einblick 
erhält, als vielmehr, dass keine Disziplin geeigneter sein dürfte, in die 
eigentliche Bedeutung der Ausgleichungsrechnung direkter und tiefer ein- 
znfahren, als eben die Geodäsie. Denn in ihr hat diese Rechnung ihre 
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feinste und weitestgehende Ausbildung erfahren. Wenn dann weiter der 
Herr Verfasser davon redet, wie sehr im Gebiete der Geodäsie durch die 
systematische Ausgleichungsrechnüng die wissenschaftliche Moral ge- 
wonnen hat, die Ehrlichkeit den eigenen Beobachtungen gegenüber, die 
Treue in der Darstellung des Erlangten und des Grades seiner Zu- 
verlässigkeit, so muss dies jedem Leser einen bleibenden Eindruck hinter- 
lassen. Ein Weiteres aber ist, dass der Studierende in nachdrücklichster 
Weise angeleitet wird, neben dem Wissen das Können nicht zu vernach- 
lässigen. In dieser Hinsicht lässt der an den Hochschulen übliche mathe- 
matische Unterricht ja vielfach einen bedauernswerten Mangel erkennen. 

Indem ich in solcher Weise die Vorzüge der Jordan sehen Darstellung 
anerkenne, darf ich nicht verschweigen, dass ich allerdings eine freiere 
und tiefer eindringende Behandlung der allgemeinen mathematischen Prin- 
zipien gewünscht haben würde. Beispielsweise dürften sich manche Ent- 
Wickelungen klarer und präziser geben lassen, als bei Jordan geschieht, 
wenn man in allgemeiner Form über die Lehre von den Determinanten 
und ihrer Bedeutung für die Auflösung linearer Gleichungen verftlgt. Der 
Herr Verfasser wolle dies nicht als einen persönlichen Vorwurf empfinden. 
Jedes einzelne Gebiet der Mathematik hat heutzutage einen solchen üm^g 
angenommen, dass eine allseitige Beherrschung desselben wohl nur durch 
die Kooperation Mehrerer gelingt. Herr Jordan bezieht sich in seiner 
Darstellung mit Recht immer wieder auf das Vorbild der Gaussschen 
Arbeiten. Wir Theoretiker möchten bei unseren Bemühungen das Gleiche - 
thun. Das eben ist die grosse historische Stellung von Gauss, dass in 
ihm noch verbunden war, was sich jetzt auf verschiedene Forschongs- 
richtungen verteilt. 

Um aus den vielen neuen Entwickelungen, die Herr Jordan giebt, 
doch eine Einzelheit anzuführen, sei auf die im vierten Kapitel enthaltene 
Theorie des Maximalfehlers verwiesen (welche im Anhange noch weiter 
ausgeführt wird). Die Gausssche Funktion: 

. /» — n * 

Vi 

die die Wahrscheinlichkeit der Fehlerverteilung ergiebt, wird hier durch 
die andere ersetzt: i .s 5 . . . (-iw + S) 1 / f" \«-f-i 

2" ' 2^ 7T7(2 w + 2) ' M\}'^ in) 

für g = — ilf bis + ^f-, und Null ausserhalb dieses Intervalles. Für grosse 

Werte von ;/ stimmt diese Funktion beliebig genau mit— pr-c~*** über- 

yn 

ein. Für eine gegebene Fehlerverteilung werden die beiden Konstanten 
J/ und w aus dem mittleren Fehler und aus dem Mittelwerte der vierten 
Potenzen des Fehlers bestimmt. 

Die vierte Auflage des vorliegenden Bandes ist ziemlich viel umfang- 
reicher geworden als die dritte. Sie enthält 38 Bogen gegen 24 Bogen 
der dritten. Es ist dies namentlich durch die eingehenden Beispiele ver- 
anlasst, die der Herr Verfasser der von ihm vor einigen Jahren ausgeführten 
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Hannoverschen Stadttriangulation entnimmt. Leider ist infolge der hier- 
dorch gegebenen Vermehrung des ümfanges ein Kapitel weggeblieben, 
welches in der dritten Auflage den Band schliesst und unter geometrischen 
Gesichtspunkten besonders interessant scheint; ich meine die „Theorie der 
Genauigkeit der geodätischen Punktbestimmung." Gerade weil das Kapitel 
in der neuen Auflage fehlt, sei hier ausdrücklich auf die hübschen in ihm 
enthaltenen Figuren hingewiesen, durch welche beispielsweise entschieden 
wird, ob es vorteilhafter ist, einen vierten Punkt relativ zu drei gegebenen 
Punkten durch Pothenotsche Bestimmimg oder durch Vorwärtseinschneiden 
mit drei Strahlen festzulegen. Klein. 

Lehrbneh der elementaren Planimeti'ie. Von B. Fi^aux. Achte Auflage, 
besorgt durch Fr. Busch. Paderborn 1894. Schöningh; VI und 
216 S. 2,Ö0 Mk. 

Das vorliegende Lehrbuch, welches vielfach an Gymnasien Eingang 
gefunden hat, verlegt den Schwerpunkt des geometrischen Unterrichtes in 
das Beweisen von Lehrsätzen; die Konstruktionsaufgaben treten in den 
Hintergrund. So fehlen auch die in anderen Lehrbüchern den einzelnen 
Paragraphen beigefügten Konstruktionsaufgaben als Anwendung der vorher- 
gehenden Lehrsätze. 

Im Gegensatz zu der ersten Auflage zeigt die achte eine schärfere 
Fassxmg der Lehrsätze, eine klarere Darstellung der Beweise und auch 
sonst eine grössere Korrektheit im Ausdruck. Zu dem Anhange der ersten 
Auflage, welcher auf zehn Seiten einiges aus der neueren Geometrie bringt, 
ist ein zweiter Anhang getreten, behufs Einführung in den Koordiaaten- 
begriff und in die Grundlehren von den Kegelschnitten. .Hier fiel dem 
Heferenten die folgende Fassung auf: „Wie bekannt, nennt man eine un- 
bestimmte Gleichung auch Funktion." E^ Jahkke. 



Methodisches Lehrbach der Elementar-Mathematik. Von G. Holzmüller. 
Erster Teil, nach Jahrgängen geordnet und bis zur Abschluss- 
prüfung der Vollanstalten reichend. Zweite Doppelauflage. Leipzig 1895. 
B. G. Teubner. VHI und 229 S. 2,40 Mk. 

In der zweiten Auflage ist die Ausdrucksweise verbessert, Druckfehler 
sind beseitigt und einige Einschaltungen gemacht worden, doch so, dass 
die laufenden Nummern der Abschnitte und Figuren ungeändert geblieben 
^^- ; E ." Jahnke. 

Leitfaden der elementaren Mathematik. Von A. Sickbnberger, Dritter 
Teil: Stereometrie. — Trigonometrie. München 1895. Zweite Auf- 
lage. Th. Ackermann. 103 8. 1,20 Mk. 

Es ist eine knappe und geschickte Darstellung des trigonometrischen 
und stereometrischen Pensums für Gymnasien imd Realschulen. Auch die 
Hauptsätze des sphärischen Dreiecks sind hergeleitet (S. 97 — 103). Leider 



Digitized by VjOOQIC 



30 Historisch -litterarische Abteilung. 

fehlen die Hauptsätze der Perspektive. Auch lassen die Figuren, deren 
übrigens recht wenige vorhanden sind, an Anschaulichkeit zu wünschen 
übrig. Die auf S. 70 befindliche Formulierung: „Die trigonometrischeo 
Funktionen lassen sich als Strecken darstellend^ dürfte dem Verständnis 
des Schülers nicht gerade förderlich sein. — Das Buch ist besonders des 
stereometrischen Teiles wegen der Beachtung zu empfehlen. Die zweite 
Auflage ist mit einer genügenden Anzahl von Übungsbeispielen ausgestattet 

. E. Jahnke. 

Leitfaden der Arithmetik nebst Übungsbeispielen. Von A. Sickbnberqer. 
Sechste unveränderte Auflage. München 1895. Th. Ackermann. 1968. 

Was den Rechenunterricht in der Sexta, Quinta, Quarta angeht, so 
dürfte es sich kaum empfehlen, den Schülern einen Leitfaden in die Hand 
zu geben; eine Aufgabensammlung wird vielmehr durchaus genügen, und 
als solche wird auch der vorliegende Leitfaden ein brauchbares Hilfsmittel 
abgeben. E, Jahnke. 

Über unbestimmte (ileichungen. Von G. Speckmann. Leipz. 1 895 A. Koch. HS. 

Der Verfasser will „einige einfache Lösungsformeln für die Feilsche 
Gleichung und für die allgemeinere Gleichung T^ — /) 11^ = tn' ableiten 
und bekannt geben.** E. Jahnke. 

Leitfaden der elementaren Mathematik. Von A. Sickenberoer. Erster Teil: 
Algebra. Dritte Auflage. München 1894. Th. Ackermann. 75 S. 1,20 Mk. 

Übungsbuch zur Algebra. Von A. Sickenberc+er. Erste Abteilung. Zweit* 
Auflage. München 1894. Th. Ackermann. 106 S. 1,20 Mk. 

Die neuen Autlagen von Leitfaden und Übungsbuch, über welche 
schon bei Gelegenheit des ersten Erscheinens referiert worden ist, unter- 
scheiden sich nicht wesentlich von der ersten Auflage. E. Jahnke. 



Trigonometrie. Von W. Winter. Lehrbuch und Aufgabensammlung für Schulen. 
Zweite Auflage. München 1895. Th. Ackermann. 78 S. 1 Mk. 

Das vorliegende Lehrbuch bringt das Wichtigste aus der ebenen und 
sphärischen Trigonometrie. Das Additionstheorem wird allein aus der 
Definition der trigonometrischen Funktionen heraus bewiesen. Den einzelnen 
Paragraphen sind eine Menge geschickt ausgewählter Aufgaben, unter anderen 
auch solche aus dem Gebiete der mathematischen Geographie und Astronomie 
beigefügt. Vornehmlich der letzteren wegen sei das Buch der Beachtiuig 
empfohlen. — Die zweite Auflage ist unverändert. jj. Jahnke. 

Stereometrie. Von W.Winter. Lehrbuch und Aufgabensammlung far Schulen. 
Zweite Auflage. München 1895. Th. Ackermann. 115 S. 1,60 Mk. 

Die Bearbeitung des stereometrischen Pensums für Schulen ist auch 
heute noch eine lohnende Aufgabe; und jeder Versuch, die stereometrischen 
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Entwickeltmgen weiter zu vereinfachen , darf sicher sein, dankbarer An- 
erkennung zu begegnen. 

An der vorliegenden Darstellang, welche die neuesten Lehrbücher auf 
dem genannten Gebiete berücksichtigt, ist der Beweis des Cavalerischen 
Prinzips für das Rautenprisma (der Herr Verfasser bedient sich noch des Aus- 
drucks: Parallelepipedon) , das allgemeine Prisma und die Pyramide hervor- 
zuheben, sowie die Fülle von passenden, den einzelnen Kapiteln beigefügten 
Übungsaufgaben. Dagegen vermisst Referent ungern die Hauptregeln der 
Perspektive. Vielleicht entschliesst sich der Herr Verfasser^ ihnen in einer 
nfichsten Auflage eine Stelle einzuräumen. Auch die Figuren lassen, was 

Anschaulichkeit anbetrifft, noch zu wünschen übrig. 

E. Jahnke. 

Sammlnng planimetrischer Aufgaben nebst Anleitung zn deren Anf- 

ISsnng. Von A.H0FFMÄNN. Fünfte verbesserte Auflage von J.Plassmann. 

Mir sechs lithographierten Figurentafeln. Paderborn 1895. F. Schöningh. 

X und 211 S. 

Verschiedentlich ist, meist innerhalb des Rahmens eines Lehrbuches 

der Planimetrie, eine Anleitung zur Auflösung geometrischer Aufgaben 

versucht worden. Die vorliegende Sammlung ist ein schätzenswerter Beitrag 

zur Überwindung der Schwierigkeiten, welche der Unterricht in der Lösung 

geometrischer Aufgaben auf geometrischem Wege darbietet. Die Anleitungen 

sind zum grössten Teile allgemeiner Natur, so dass die Hilfe des Lehrers 

dorchaus nicht überflüssig erscheint. Die Anzahl der Aufgaben ist eine 

recht beträchtliche, darunter eine grosse Zahl völlig neuer. Zu manchen 

bereits bekannten Aufgaben finden sich neue Lösungen vor. Besonderes 

Gewicht hat der Verfasser auf die Determination gelegt und eine reiche 

Menge von Aufgaben beigebracht, deren Determination Gelegenheit bietet, 

Sitze der Algebra und Trigonometrie auf die Geometrie anzuwenden. Was 

die Weite des planimetrischen Pensums anlangt, das der Sammlung zu 

Grunde gelegt wird, so setzt der Verfasser die Kenntnis der Eigenschaften 

von Pol und Polare nicht voraus. 

Die Sammlung zerfällt in drei Teile. Der erste Teil umfasst alle Auf- 
gaben, welche die Elemente zur Auflösung sämtlicher Aufgaben überhaupt 
liefern, der zweite solche Aufgaben, welche die Anwendung der Proportionen- 
lehre erfordern ; und im dritten sind die Vierecksaufgaben zusammengestellt. 

E. Jahnke. 

Sammlnng von Aufgaben nnd Beispielen ans der Trigonometrie nnd 
Stereometpie. Von F. Eeidt. Erster Teil: Trigonometrie. Vierte 
Auflage. Herausgegeben von A. Much. Leipzig 1894. B. G. Teubner. 
250 S. 4 Mk. 
Noch vor etwa einem Jahrzehnt bot das vorliegende Buch die erste 
nnd einzige einigermassen umfassende grössere Sammlung trigonometrischer 
Aufgaben; und auch jetzt noch nimmt es, was Reichhaltigkeit und Voll- 
ständigkeit anbetrifft, ^ie erste Stelle ein. 
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Die Aufgaben sind verschiedenen Gebieten, der Geometrie und Feld- 
messkunst, der AstFonomie und Geographie, der Physik und im besonderen 
der Mechanik entnommen und so geordnet, dass sie den Unterricht von 
Anfang an gleichsam von Stunde zu Stunde begleiten. Der Lehrer ist 
daher nicht genötigt, den zur Anwendung und Einübung der einzelnen Satze 
passenden Übungsstoff erst zusammenzusuchen, ßo sind die trigono- 
metrischen Gleichungen nicht als solche in einem einzigen Abschnitt zu- 
sammengestellt, sondern nach den einzelnen trigonometrischen Lehrsätzen, 
die bei ihnen zur Anwendung kommen, geordnet. Der unmittelbare Gebrauch 
der Sammlung im Unterrichte wird noch durch die Beigabe der vollständig 
ausgeführten numerischen Beispiele zu den Fundamentalaufgaben erhöht. 

Das Buch soll auch ein Hilfsmittel zur Einführung in die rechnerische 
Praxis bieten, daher wird der Gebrauch der Tafeln eingehender als in an- 
deren Sammlungen erörtert. Weiter liefert es durch die an einzelnen Stellen 
vorausgeschickten Anleitungen und Erläuterungen eine Ergänzuag und Er- 
weiterung der gebräuchlichen Lehrbücher. So fiel dem Referenten besonders 
die geschickte Anleitung zur Auflösung trigonometrischer Gleichungen anf 
S. 13 auf. Den verschiedenen Abschnitten sind noch unter der Rubrik 
„Vermischte Aufgaben" Anhänge beigefügt, wo die zur Lösung führenden 
Wege nicht schon durch den Paragraphen, in welchem sich die Aufgaben 
befinden, angedeutet sind. 

Die Sammlung zerfällt in drei Abschnitte: A) Goniometrie; B) Ebene 
Trigonometrie; C) Sphärische Trigonometrie. Ein Anhang zu A) behandelt 
ausführlich den Gebrauch der Hilfswinkel für * logarithmische Rechnungen, 
ein solcher zu B) giebt Aufgaben über Maxima und Minima. In Abschnitt B) 
sind noch Aufgaben und Lehrsätze aus der Tetragonometrie und Polygono- 
.metrie zusammengestellt. Abschnitt C) stellt die Verbindung mit der als 
zweiter Band des Gesamtwerkes erschienenen Sammlung stereometrischer 
Aufgaben her. — Die vierte Auflage ist fast unverändert. D^e Resultate za 
sämtlichen Aufgaben sind wieder in einem besonderen Hefte zusammengestellt. 

E. JiiHKKE. 

Essai sur la theorle des nombres. Von J. Stieltjes. Premiers elements. 
Paris 1896. Gauthier -Villars. 103 p. 

Die vorliegende Abhandlung; ein Auszug aus den Annalen der Tou- 
louser Akademie, ist eine der letzten Arbeiten des für die Wissenschaft zu 
früh dahingeschiedenen französischen Mathematikers. Behandelt sie anch 
nur die ersten Elemente der Zahlentheorie, so lässt siö doch überall eine 
eigenartige Auffassung des genialen Verfassers klar hervortreten. 

Folgendes ist kurz der Inhalt. 

Auf ein einleitendes Kapitel über die Teilbarkeit der Zahlen folgt ein 
Kapitel über die Theorie der Kongruenzen. Mit dieser ist die Theorie der 
unbestimmten Gleichungen eng verknüpft. So giebt der Verfasser am 
Schlüsse des zweiten Kapitels eine Diskussion der unbestimmten Gleichung: 
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wo a^, «2, ... ««+1, u gegebene Zahlen und x^, x^, ... Xn-\.i Unbekannte 
bezeiclinen, welche ganzzahlige Werte annehmen sollen. Es wird ein Ver- 
fahren hergeleitet, um alle Lösungen dieser Gleichung und jede Lösung 
nur einmal zu erhalten. Hieraus ergeben sich Ydchtige Hermitesche Sätze 
in ausserordentlich einfacher Weise. Im besonderen wird obige Gleichung 
noch f!br den Fall w = betrachtet, und nach dem Vorgange von S. Smith 
der Begriff eines Fundamentalsystems von Lösungen eingeführt. Das 
einfachste Verfahren, um ein Fundamentalsystem von Lösungen zu ge- 
winnen, findet sich in einer nachgelassenen Schrifb Eulers vor, worauf 
Jacob! in einer ebenfalls nachgelassenen Arbeit auteerksam gemacht hat. 
Das dritte Kapitel liefert eine Darstellung der Theorie der Systeme 
unbestimmter linearer Gleichungen und der Systeme linearer Kongruenzen, 
wie sie zuerst von S. Smith gegeben worden ist. Diese Theorie bezieht 
sich auf den Fall, wo die Analogie zwischen der Theorie der Kongruenzen 
and der Theorie der Gleichungen aufhört, auf den Fall nämlich, dass die 
Determinante des Systems: 

(iil^i+ a*2^2H |-«i,m + na?m-l-n = W/(moditf), t = l, 2,. . .m 

I 2u Jf nicht mehr prim ist. Hierbei spielt der von Sylvester eingefahrte 

I Begriff der Matrize eine grundlegende Bolle. 

I Zunächst werden die linearen unbestimmten Gleichungen und zwar der Fall 

«i = 0(t= l,...w) betrachtet. Es werden Theoreme entwickelt, vermittelst 
deren sich alle Lösungen und jede Lösung nur einmal ergeben. Ein System 
solcher Lösungen wird auch hier Fundamentalsystem genannt. 

Hiemach bestimmt der Verfasser die notwendige und hinreichende 
Bedingung für die Existenz von Lösungen des obigen Gleichungssystems, 
in dem Falle Ui / 0. Eine Anwendung dieser Betrachtungen auf den Fall, 

^'* ^ 'JmT ^*' ÄJ = 1, 2, . . . w), 

wird benutzt, um anzudeuten, vrie S. Smith aus diesen Entwickelungen 
einen arithmetischen Beweis der Transformationsformel fär die vielfachen 
Integrale herleiten konnte. 

Nachdem die Operation der Multiplikation zweier Matrizen definiert 
worden ist, werden noch einige Probleme über Matrizen gelöst, unter anderen 
^ Problem, alle Matrizen von bestinuntem Typus zu finden, deren Deter- 
minanten gegebene Werte haben. 

Einer analogen Untersuchung werden die Systeme linearer Kongruenzen 
^terworfen. Dem gegebenen Kongruenzensystem entspricht hier die bilineare 

Form: F ^^ ^a^.x^y,. 

i k 

Der Verfasser beschränkt sich darauf, für den Fall Ui =■ das 
folgende, von S. Smith herrührende Theorem über die Äquivalenzbeding- 
^gen zweier Formen herzuleiten: 

Hut. - litt. Abt. d. ZeitBchr. f. Matli. u. Phys. 42. Jahrg. 1897 . 1. Hefl. 3 
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Damit eine bilineare Form G in der Form F enthalten sei, ist not- 
wendig und hinreichend, dass der Bang von G den von F nicht übersteige 
und dass die Invarianten von G teilbar seien durch die entsprechenden 
Invarianten von F. 

Im Falle Ui /O wird auch hier die notwendige und hinreichende Be- 
dingung für die Existenz von Lösungen entwickelt. 

Auf die zahlreichen interessanten Anwendungen, welche Frobenins 
auf die algebraische Theorie der bilinearen Formen gemacht hat, geht der 
Verfasser nicht ein. 

Der Verfasser giebt noch auf 8. 47, 48, 103 eine Zusammenstellong 
der einschlägigen Litteratur. E. Jahnke. 



Methodisches Lehrbuch der Elementar- Mathematik. Von 6. Holzmuller. 
Dritter Teil, Lehr- und Übungsstoff zur freien Auswahl für die 
Prima realistischer Vollanstalten und höherer Fachschulen, nebst 
Vorbereitungen auf die Hochschul - Mathematik. Leipzig 1895. 
B. G. Teubner. XIII und 224 S. Mark 2,80. 

Der vorliegende dritte Teil bildet den Abschluss des methodischen 
Lehrbuches des Verfassers. Es soll ein Ergänzungsband sein, der „ohne 
jede Systematik eine freie Auswahl methodisch bearbeiteter Gegenst&nde 
aus den verschiedenen Gebieten bringt, die auf der Prima der Realgymnasien, 
Ober -Realschulen und höheren Fachschulen zur Sprache kommen können." 
unter den drei Bänden, aus welchen des Verfassers Lehrbuch besteht, ist es 
zweifellos der bedeutendste, weshalb eine längere Inhaltsübersicht folgen soll 

Die erste Abteilung handelt von der Geometrie. Die aus den Sätsen 
von Pascal und Brianchon fliessenden Konstruktionen, welche nur das 
Lineal erfordern, werden ausführlich besprochen und auf ZentralperspektiTe 
und Schliessungsprobleme ftlr Tangenten -Sehnenvierecke angewandt. Hieran 
reiht sich das Schliessungsproblem der Tangenten- Sehnendreiecke, wo der 
feir die reine Geometrie der Lage grundlegende Satz über perspektivische 
Dreiecke zur Anwendung kommt. Der Beweis des Verfassers zeichnet 
sich durch Einfachheit und Eleganz aus und wird durch Auffassen der 
Figur als Zeichnung einer dreiseitigen Pyramide geführt. Die Konstruktionen 
nach Pascal und Brianchon werden im weiteren als projektivische 
Operationen gedeutet, welche zu der rein projektivischen Definition der 
Kegelschnitte hinleiten. Dass auch umgekehrt jede nach Pascal und 
Brianchon konstruierte Kurve ein Kegelschnitt ist, wird im Anschluss an 
eine Beweismethode von Herrn Schur (im Anhange des Buches) bewiesen, 
um das Kapitel über die Geometrie der Lage zu einem befriedigenden 
Abschluss zu bringen, zeigt der Verfasser noch, dass die kinetische 
Parabeldefinition in Verbindung mit dem Satze von den gleichen Peripherie- 
winkeln im Kreise durch einfache Projektion die ganze Theorie in einfacher 
und schulgemässer Weise liefert. Ein weiteres Kapitel behandelt das 
Doppelverhältnis. Den Beschluss der ersten Abteilung bilden Übungen 
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ans der analytischen Geometaie, welche nnr den Zweck haben, auf den 
Begriff des Krfimmungskreises und Erümmungsradias vorzubereiten. Im 
flhrigen tritt die analytische Geometrie in den Hintergrund. 

Die zweite Abteilung ist stereometrischen Inhalts und beginnt mit 
einer Beihe schwierigerer Aufgaben, die mit dem Begriffe des Trägheits- 
momentes ebener Fl&chen zusammenhängen. So werden Schwerpunkts- 
bestimmungen fQr abgeschrägte Prismen und Cylinder und für Drehungs- 
köxper ausgeführt. Darauf werden die Eegelschnittsflächen und die zu- 
gehörigen Körper behandelt. Die Bestinmiung der Segmente, welcher die 
Methode der konstanten Verkürzung bezw. Verlängerung zu Grunde gelegt 
wird, gestaltet sich besonders einfach. Hieran schliessen sich einige An- 
wendungen des Cayalerischen Prinzips und, im Interesse der Fachschulen, 
die wichtigsten Gewölbeformen. Weiter wird der von Gauss herrührende 
Fandamentalsatz der orthographischen Axonometrie auf einigen Zeilen in 
elementarer Weise bewiesen und hierdurch die EinfÜhmng namentlich ux 
die Erystallographie und in die sphärische Trigonometrie erleichtert. End- 
lich folgt noch eine einfache, zentralperspektivische Darstellung der Kugel 
(vergl. des Verfassers „Einfühmng in das stereometrische Zeichnen"). 

Die dritte Abteilung hat die sphärische Trigonometrie zum Gegen- 
stand. Die hier gegebene Darstellung weicht hinsichtlich der Berechnungen 
von der üblichen nicht ab, wohl aber, wie der Verfasser betont, in der 
geometrischen Darstellung, insofern auf die Zeichnung der Figuren be- 
sondere Sorgfalt verwendet wird. In einem besonderen Kapitel werden noch 
die Möglichkeit der Konstruktions- und Berechnungsaufgaben und die auf- 
tretenden Mehrdeutigkeiten rein geometrisch untersucht. Ein weiteres 
Kapitel giebt interessante Andeutungen über die sphärische Reziprozität. Am 
Schluss sind noch die wesentlichen Formeln zusammengestellt. 

In der vierten Abteilung behandelt der Verfasser die algebraische 
Analysis. Auf ein einleitendes Kapitel über die ganzen rationalen Funk- 
tionen, wo u. a. eine einfache Herleitong der Interpolationsformel von 
Lagrange sowie Anwendungen auf Geometrie und Mechanik gegeben 
werden, folgt die Quadratur der gleichseitigen Hyperbel und im Anschluss 
hieran die Berechnung der Expansions- und Kompressionsarbeit von Gasen 
nnter Zugrundelegung des Mariott eschen Gesetzes. Ein besonderes Ejipitel 
brmgt allgemeines über die unendlichen Reihen. An dem Beispiel bedingt 
konvergenter Reihen wird erläutert, dass man von den für endliche Glieder- 
anzahl gültigen Gesetzen nicht ohne weiteres auf unendliche Reihen 
Anwendung machen darf. Die Ausdehnung des binomischen Lehrsatzes 
wird sodann für negative und gebrochene Exponenten gegeben. Als Bei- 
spiele werden u. a. brauchbare Reihen für arcsin^ und ~ hergeleitet. Jetzt 

folgt die Flächenermittelung für die Kurven y = x^ bei beliebigem reellen 
p mit Anwendung auf die Diagrammberechnung für das Gravitationsgesetz 
(l) = — 2) und für die adiabatische Arbeit bei Druckluft-, Dampf- und 
Kompressionsmaschinen (2>=»1,41 bezw. 1,125). Endlich konmien auch die 
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wichtigsten Beihenentwickelmigen fSr transoendente Funktionen, so fOr den 
Logarithmus, für n und cyMometrische Funktionen zur Behandlung. Aucli 
hier bildet eine Zusammenstellung der wichtigsten Resultate den Schloss 
des Abschnittes. 

Die letzte Abteilung bringt die Gleichungen dritten und vierten Grades 
nebst Andeutungen über Gleichungen n^ Grades. Bezüglich der Übungs- 
aufgaben sei auf die Aufgabensammlung von Herrn Lampe (Müller, Berlin) 
hingewiesen. 

Ein Anhang enthält eine Einfährung in das Gebiet der Inyolution, 
den schon oben erwähnten Nachtrag zum Pasc aisatz und eine sehr hübsche 
elementare Rektifikation der Parabel, welche vom Verfasser herrührt 

Diese Übersicht wird den Reichtum an Material sowohl als auch dessen 
geschickte Verarbeitung erkennen lassen , wodurch es dem Verfasser in hohem 
Masse gelingt, seine Absicht zu erreichen, einmal hinreichenden Stoff zur 
freien Auswahl für die Prima darzubieten und zweitens auf das Studium der 
Hochschule in elementarer Weise vorzubereiten, den Schüler überall auf 
die Unzulänglichkeit der Elementarmathematik hinzuweisen und um za 
überzeugen, dass er nicht am Abschluss der Wissenschaft, sondern am 
Eingange zu einer neuen Welt steht. E. Jabnke. 



Zwei Abhandinngen über sphärische Trigonometrie. Von Leonhakd 
Euler. (1753 und 1779.) Aus dem Französischen und Lateinischen 
übersetzt von E. Hammer. Mit sechs Figuren im Texte. Leipzig 1896. 
Wilhelm Engelmann. 65 S. [Ostwalds Klassiker der exakten Wissen- 
schaften Nr. 73.] 

unter den fast zahllosen Abhandlungen Eulers zwei als besonders 
lesenswert zu bezeichnen, wäre ein kühnes Unterfangen, und wir sind über 
zeugt, dass, wie der grössere Teil von Eulers Abhandlung über Variations- 
rechnung in Nr. 46 von Ostwalds Klassiker exakter Wissenschaften über- 
setzt ist, auch noch andere Abhandlungen aus seiner Feder Aufiiahme finden 
werden und müssen. Die heute uns vorliegenden yon Herrn Hammer be- 
arbeiteten Abhandlungen über sphärische Trigonometrie sind diejenigen, anf 
welche die ganze spätere sphärische Trigonometrie sich aufgebaut hat, und 
deren Bezeichnungsweise sich so allgemein eingebürgert hat, dass die wenigsten 
mehr wissen, dass man früher anders schrieb, anders schreiben konnte. 
Wir erachten es deshalb als einen grundsätzlichen Fehler, dass im Drucke 
das Eulersche sin A^ durch sin^ A ersetzt wurde, wenn auch der Herana- 
geber in seinem Nachworte die Änderung hervorhebt und zu entschuldigen 
sucht. Auch die anderen weniger wichtigen Bezeichnxmgswechsel hätten 
unserer Meinung nach unterbleiben sollen. Der Aufsatz von 1753 ist da- 
durch merkwürdig, das in ihm, um uns eines vielleicht etwas derben Aus- 
druckes zu bedienen, mit Kanonen nach Spatzen geschossen ist. Enler 
leitet nämlich die ganze sphärische Trigonometrie aus dem Gedanken ab, 
dass drei auf der Kugelfläche gegebene Punkte untereinander durch kürzeste 
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Lmien yerbunden werden, oder anders ausgesprochen, die Trigonometrie ist 
ihm ein Beispiel zur Anwendung der Variationsrechnung. Der zweite Auf- 
satz Yon 1779 dagegen gründet die sphärische Trigonometrie auf durchaus 
einfache stereometrische Betrachtungen, wie sie in unseren Mittelschulen 
heimisch geworden sind. Cantor. 

Uatersnehnngen über die Reihe 1 + jx + ^^^^ x^-] (1826). 

Von N. H. Abel. Herausgegeben von A. Wangerin. Leipzig 1895. 
Wilhelm Engelmann. 46 8. [Ostwalds Klassiker der exakten Wissen- 
schaften Nr. 71.] 

Die grosse Bedeutung des im ersten Bande von Grelles Journal er- 
schienenen Aufsatzes besteht bekanntlich darin, dass Abel in ihm ein un- 
übertroffenes erstes Muster der strengen analytischen Behandlung von Reihen 
au&tellte, deren Variable wie deren in allgemeine Buchstaben gekleidete 
Konstanten komplex sind. Abels Abhandlung ISsst sich in dieser Be- 
ziehmig den Gaussschen Disguiaitiones circa scr'mn etc. an die Seite stellen, 
welche gleich bahnbrechend auf dem Gebiete reeller Zahlen war. Eine 
fernere Ähnlichkeit beider Arbeiten besteht darin, dass -Gauss wie nach 
ihm Abel von der Eeihe ausging, nicht nach vorher allgemeiner Übung 
Yon einer in Reihengestalt zu verwandelnden geschlossenen Funktion. Trotz- 
dem Abels Werke in zwei Auflagen vorhanden sind, ist deren Verbreitung 
vermöge des hohen Preises eine verhältnismässig geringe. Der Binominalaufsatz 
wenigstens sollte in der Bibliothek eines jeden Mathematikers sich befinden, 
und deshalb begrüssen wir seine Au£aahme in Ostwalds Sammlung. 

Cantor. 

Eine Theorie der Konvergenz unendlicher Reihen. Von Dr. Ernst Schimpf. 
Beilage zum Jahresberichte für 1894 — 1895 des städtischen Qym- 
nasiums zu Bochum. 56 S. [1895. Programm Nr. 353.] 

Anknüpfend an die Arbeiten von Kummer, von Du Bois-Beymond, 
von Dini, von Pringsheim, in denen die Konvergenz von Eeihen mit 
anschliesslich positiven Gliedern dadurch geprüft wurde, dass man eine 
Vergleichsreihe von wesentlich einfacher Summe herzustellen sich angelegen 
seiQ liesSy hat Herr Schimpf den gleichen Gedanken auch bei Reihen mit 
komplexen Gliedern zur Anwendung zu bringen gesucht. Er hat, wenn 
dk das allgemeine Glied seiner Beihe bezeichnet, die etwas einschränkende 
Bedingung eintreten lassen, dass ein endlicher oder unendlicher Grenzwert 

cles Oliederquotienten vorhanden sei. Dann ist 



die Yergleichsreihe, und deren einzelne Glieder bilden sich mittels 
Äk = ifQc) - ^(k - 1). 
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Die Funktion ^(n) wird so gewählt, dass sie mit wachsendem n der 
Null zustrebt, sofern sie überhaupt einen endlichen Grenzwert besitzt; als 

Mittel der Vergleichung dient -j-- Der Herr Verfasser hat bei seiner 

Untersuchung einige neue Begriffe und Bezeichnungen eingeführt, welche, 
wie uns scheint, zur allgemeinen Annahme empfohlen zu werden verdienen. 
Unter (a)n versteht er irgend eine Funktion von «, welche a zum Grenz- 
wert hat, wenn n = o:> wird, man könnte vielleicht sagen irgend einen 
Anfangsausdru<:k von tf. Ist C eine von verschiedene Konstante, ist femer 

a die Funktion, welcher ZUk^ sofern die Beihe konvergiert, als Grenze sieb 

« 

nähert, und ist C'F(^n) ein Anfangsausdruck der Differenz ^^ at — a, so 
heisst: o 



_.„[j2'«.-«)^n.)]. 



die Grc/iZf/Jcic/uniff der Reihe der a*. Endlich ist der Quotient einer Beihe bc- 
nutzty das heisst der Ausdruck: 

Wir können, ohne allzu ausführlich zu werden, nicht berichten, wie 
der Herr Verfasser sich seines Reihenquotienten bedient. Das möge der 
sehr lesenswerten Abhandlung selbst entnommen werden. Cantor. 



Das 2000jähpige Problem der Trisektion des Winkels. Von Ingenieur 
SiGiSMUND Wellisch (Sonderabdruck aus der Zeitschrift des Österr. 
Ingenieur- und Ajrchitektenvereins, Nr. 3, 1896). Wien 1896. Spiel- 
hagen xmd Schurich. 19 S. 

Wir fürchten, der Herr Verfasser hat sich bei Mathematikern durch 
den Titel seiner Abhandlung geschadet. Wir beeilen uns deshalb zu be- 
richten, dass Herr Wellisch von der Unausfahrbarkeit der Winkeldreiteilung 
mittels des Zirkels und des Lineals vollkommen Kenntnis hat^ und dass er 
nur einige Methoden mitteilt, welche unter Anwendung anderer Hilfsmittel 
als der genannten, richtige Ergebnisse liefern. Unter den benutzten Kurren 
ist namentlich die Kardioide zu nennen, fOr deren Erzeugung eine Vorrichtung 
beschrieben ist. Oantob. 
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Rezensionen. 



Ein altbabylonischer Felderplan nach Mitteilungen von F. V. Scheil 
herausgegeben und bearbeitet von Dr. August Eisenlohr, Professor 
an der Universit&t Heidelberg. Leipzig 1896. J. C. Hinrichssche 
Buchhandlung. 16 S. 

Wir erfüllen eine angenehme Pflicht, indem wir unsere Leser auf 
einen hochbedeutsamen Fund aufinerksam machen, der for die Geschichte 
der babylonischen Feldmessung grundlegend zu werden verspricht. Es handelt 
sich um einen Felderplan mit beigeschriebenen Maßzahlen, der spätestens 
um 2400 V. Chr. angefertigt wurde. Herr August Eisenlohr, der 
seiner Zeit durch die vortreffliche Übersetzung des Bechenbuches des Ahmes 
den Zugang zur altägyptischen Mathematik eröffnete, hat jetzt mit Erfolg 
sich bemüht, einen entsprechenden Einblick in die babylonischen Methoden 
ra gewinnen, welche mindestens 700 Jahre vor Ahmes in Übung waren. 
Das letzte Wort scheint uns, scheint auch unserem gelehrten Freunde 
Herrn Eisenlohr noch nicht gesprochen zu sein, aber folgende drei That* 
Sachen dürften heute schon als gewiss betrachtet werden können: 

1. Die Babylonier waren bessere Rechner als Zeichner, denn der Plan 
stimmt nur nach wesentlichen Veränderungen mit den beigeschriebenen, 
unmittelbarer Messung entnommenen Zahlen. 

2. Mit der Aufnahme waren zwei Feldmesser betraut, deren Namen 
genannt sind; der eine begann die Messung oben und maß nach 
unten ; der andere begann unten und maß nach oben, sodass den 
Einzelfigaren, in welche der Plan zerfällt, zweierlei voneinander 
abweichende Flächenangaben entsprechen, zwischen denen ein dritter 
Beamter, eine Art von Oberbehörde, einen Mittelwert nach Art des 
arithmetischen Mittels als endgiltige Flächenangabe bestimmte. 

3. Wie die beiden Feldmesser im engeren Sinne zu ihren Zahlen kamen, 

steht noch nicht ganz fest Höchst wahrscheinlich betrachteten sie 

die Vierecke als Bechtecke^ deren Höhe nach verglichenen Maßen 

der rechts und links von Feldmesser teils unmittelbar, teils mittelbar 

gewonnenen Längen angenommen wurde. 

Cantob. 

Hitt.Utt. Abt. d. Zeitschr. f. Math. u. Fhys. 42. Jahrg. 1897. 8. Heft. 4 
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Das Volk der Siebener-Zähler, Rückschluss aus der Form der „arabischen 
Ziflfem" auf ihre Herkunft von Herbman von Jacobs. Berlin 1896. 
Verlag der v. Jacobsschen Buchhandlung. 45 S. 

Die Vermutung, welche der Verfasser in den Titel Worten andeutet, 
besteht darin, es hätten die Sumero-Accad, jenes turanische Volk, das mit 
einem besiegten semitischen Stamme sich mischend die Euphratländer be- 
wohnte, ein Zahlensystem besessen, dessen Grundzahl die Sieben gewesen 
sei. Gestützt wird diese Vermutung darauf^ dass die heilige Zahl 7 in den 
mannigfachsten Bedewendungen vorkommt, welche nach Babylon zuiück- 
zudeuten scheinen, femer auf das Vorkommen der Zahl 7 in der indischen 
Sage, wo Bhodisatva im Zahlenwettkampfe je ein grösseres Langenmaß 
aus 7 kleineren bestehen lässt, auf die Thatsache, dass ein Bündel von 
7 runden Stäben sich tadellos zusammenbinden lässt, wenn 6 äussere Stäbe 
einen ihnen gleichen umgeben, auf die Möglichkeit Zeichen, welche den 
sechs ersten Gobarziffem ähneln, aus 1 bis 6 Strichen zusammenzusetzen. 
Dass die Sumero - Accad im Soss die höhere Einheit eines Sexagesimalsystems 
besassen, stört Herrn v. Jacobs nicht. Diese Zusammenfassung habe man neben 
dem Siebenersystem erfunden, weil 60 vielfach teilbar, 7 dagegen teilerlos 
war. Von seiner grundlegenden Vermutung aus sucht alsdann der Verfasser 
sowohl die Namen als die Zeichen der Zahlen über 7 als Zusammen- 
setzungen zu erklären und noch mancherlei auf Maße und Gewichte be- 
zügliche Dinge zu erörtern. Herr v. Jacobs ist weit entfernt davon, seine 
Meinung für bewiesen zu halten. Er bietet sie wesentlich den Altertums- 
forschem zur Prüfung mittels schon bekannter und künftig noch bekannt 
werdender Fundergebnisse an, und insoweit darf man die kleine Schrift 
interessant nennen, üb freilich die Prüfung der hier vertretenen Meinung 
günstig ausfallen wird? Eeferent kann nicht recht daran glauben. Vor 
allem ist ihm ein Sexagesimalsystem , welches neben einem Siebenersystem 
aus Gründen zweckmässiger Teilung urplötzlich auftaucht, ganz undenkbar. 

Cantor. 

V 

Das Qnadrivinm aus Severus Bar Sakkfl's Buch der Dialoge. Inaugural- 
Dissertation zur Erlangung der Doktorwürde der philosophischen 
Fakultät der Universität Heidelberg, vorgelegt von Julius Ruska 
aus Bühl. Leipzig 1896. Drack von W. Dragulin. 79 S. 

V 

Severas Bar öakkü, ein im Jahre 1241 verstorbener Syrer, verfasste 
ein encyklopädisches Werk unter dem Titel des Buches der Dialoge, welcher 
über die gewählte Gesprächsform Auskunft giebt. Herr Buska hat vorläufig 
einen Teil dieses Werkes in syrischer Sprache zum Abdruck gebracht und 
hat eine von zahlreichen Anmerkungen begleitete deutsche Übersetzung bei- 
gefügt. Er tritt damit in die Reihe der sehr wenig zahlreichen Gelehrten, 
welche mathematisches Wissen mit der Kenntnis morgenländischer Sprachen 
vereinigen, und welche dadurch das Recht, wenn nicht die Pflicht erworben 
haben, orientalische Handschriften zu durchstöbern und einem weiteren 
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Leserkreise bekannt zn geben, was dort an wertvollem Stoffe sich vorfindet. 
Nicht als ob wir durch diese Äusserung den Severas als einen besonders 
schfttzbaren Schriftsteller bezeichnen wollten. Er war gewiss ein sehr 
fleissiger Mann, er hat den Nikomacbns und ähnliche Neupythagoräer, 
wenn auch wahrscheinlich nicht in griechischer Sprache, doch in syrischen 
oder arabischen Auszügen genau gelesen und aus dem Auszuge einen neuen 
Auszug gefertigt, der von besserem Verständnisse zeugt, als was etwa 
301) Jahre früher die lauteren Brüder aus ähnlichen Quellen zusammen- 
schrieben; aber eigene Gedanken von irgend welcher Tragweite muss man 
bei Severus nicht suchen. Dagegen ist gerade die Art seiner Schriffcstellerei 
ein kennzeichnendes Beispiel für eine ganze Schule, und von diesem Ge- 
sichtspunkte aus wird Herrn Buskas Arbeit gewiss als eine des Dankes 
werte erachtet werden müssen, welche auch verdient fortgesetzt zu werden. 

Cantob. 

Apollonias of Perga Treatise on conic sections edited in modern notation 
with introductions including an essay on the earlier historj of the 
subject by T. L. Heath, M. A. sometime fellow of Trinity College, 
Cambridge. Cambridge: at the university press 1896. CLXX, 264 p. 

Derselbe Verfasser hat 1886 ein Werk über Diophant herausgegeben, 
welches wir damals in der Berliner Philologischen Wochenschrift vom 
26. September 1886 (V. Jahrgang Nr. 39 S. 1223—1226) einer Besprech- 
ung unterzogen. Bei allem Lobe, welches wir der gründlichen, mehrfach 
neue Gesichtspunkte eröffnenden Arbeit zu spenden hatten, mussten wir in 
Bezug auf die erörterten Methoden die Frage stellen: Liest Herr Heath diese 
Methoden wirklich heraus oder hinein? Wir mussten hinzufügen: Wir furchten, 
man wird das letztere in mancher Beziehung behaupten müssen. Herr Heath 
hat bei Bearbeitung des Apollonius eine Anforderung selbst ausgesprochen, 
welche, wenn erftlllt, einen ähnlichen Vorwurf wie 1886 unmöglich macht. 
Bie Bearbeitung, sagt er, soll Apollonius und nur Apollonius zum Gegen- 
stand haben; nichts soll verändert werden, weder Lihalt noch Reihenfolge 
der Gedanken; nichts von irgend welcher Bedeutung soll weggelassen 
werden; Überschriften zu einzelnen Gruppen von Sätzen sollen den schrift- 
stellerischen Plan des Apollonius deutlich hervortreten lassen. Im allgemeinen 
ist Herr Heath seinem Vorhaben treu geblieben. Allerdings kommen auch 
Stellen vor, z. B. S. 122—126, von welchen keine Silbe bei Apollonius 
oder bei seinem alten Kommentatoren zu finden ist. Herr Heath durfte 
streng genommen diese Seiten nicht zum Abdrucke bringen lassen, wenn 
er die Leser nicht irreführen wollte. An eine absichtliche Täuschung ist 
natürlich nicht zu denken, aber ein Widerspruch gegen die in der Vorrede 
gegebene Zusage ist trotz der Elanunem, welche die lange Einschaltung 
einschliessen, vorhanden. Der Bearbeitung der Kegelschnitte des Apollonius 
geht eine längere geschichtliche Einleitung vorher, in welcher Herr Heath 
sich als überzeugten Schüler des bekannten Zeuthenschen Werkes über 



Digitized by VjOOQIC 



44 Historisch -litterarische Abteilung. 

Kegelschnitte erklärt. Wir haben allzuoft unsere entgegengesetzte Über- 
Zeugung ausgesprochen, als dass wir nötig hätten, es abermals zu thun. Die 
Heathsche Darstellung scheint uns einigermassen durchsichtiger als dessen 
Musterwerk, und uns wenigstens traten hier deutlicher als je zuvor die fast 
zahllosen unbewiesenen Behauptungen entgegen, auf welche der ganze Auf- 
bau sich stützt. In diesem Sinne können wir Leser, welche noch keine 
feste Meinung sich gebildet haben, auf die Heathsche Einleitung hinweisen. 

Cantor. 

Sereni Antinoensis Opuscula edidit et latine interpretatus est J. L. Heibe&g, 
Dr. pbil., Prof. Hauniensis. Leipzig 1896. B. G. Teubner. XIX, 303p. 

Ikgrivov ^Avrtvaicog g)tloö6ipov neQt xvXCvöqov rofirjg. Diese Bezeichnung 
gehört der ältesten und besten Handschrift des Serenus, einem Vatikan- 
kodex aus dem XII.— XIII. Jahrhundert an. Der Heimatname ist offenbar 
unrichtig überliefert. Halley verbesserte ihn in ^Awiaaicag, und seitdem 
kennt die Geschichte der Mathematik einen Serenus von Antissa. Aber 
Herr Heiberg hat (Biblioth. math. 1894 p. 97) darauf aufmerksam gemacht, 
dass das Ethnicon von Antissa gar nicht ^AvxtaaBvg, sondern ^Avxictfaiog 
lautete, dass also Hallejs Vermutung keinen Nutzen gewährt. Er selbst 
schlug daher ^Avtivoimg vor, Serenus von Antiuoeia, das heisst aus jener 
ägyptischen Stadt, welche Kaiser Hadrian im Jahre 122 zu Ehren des jung- 
verstorbenen Antinous gründete. Herr Heiberg hat in der neuen Ausgabe 
des Serenus, welche uns heute vorliegt, jene Namensform beibehalten, an 
welche man sich hinfort wird gewöhnen müssen. Für das Zeitalter des 
Serenus ist damit so viel gewonnen, dass er frühestens Zeitgenosse des 
Klaudius Ptolemaeus gewesen sein kann. Seine Sprache scheint aber noch 
etwa zwei Jahrhunderte tiefer herabzuweisen, und deshalb ninmit Herr Heiberg 
keinen Anstand der schon von Chasles gehegten Meinung sich anzuschliessen, 
Serenus habe im IV. Jahrhundert zwischen Pappus und Theon von Alezandria 
geblüht. Die neue Ausgabe gehört der Bibliotheca Teubneriana an und ist 
von Herrn Heiberg besorgt. Jeder Fachmann weiss, was er diesen beiden 
Angaben zu entnehmen hat: Einen sorgsamen Druck bei kritisch her- 
gestelltem Texte. Gantor. 

Snr l'origine du monde. Theories cosmogoniques des anciens et des 
modernes, par H. Faye, de Tlnstitut. Paris 1896. Gauthier -Villars 
et fils. 313 p. 

Das Werk „über die Entstehung der Welt" besitzt einen doppelten 
Charakter, einen geschichtlichen und einen dogmatischen. Herr Faye er- 
zählt, wie man zu den verschiedensten Zeiten die Entstehung der Welt sich 
dachte. Er krönt diese Erzählung durch die Darstellung seiner eigenen 
Lehre von diesem Entstehen. Wir fohlen uns nicht berufeu, über den 
zweiten Teil des Buches ein Urteil abzugeben. Dazu bedürfte es der viel- 
seitigsten Kenntnisse in Astronomie, kosmischer Physik, Thermochemie etc., 
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über welche wir nieht yerf&gen, und selbst mit diesen Kenntnissen ist and 
bleibt yemmtlich immer Hypothese, was man äussert. Erweitertes Wissen 
hat bisher häufig genug ältere Vermutungen als unmöglich beseitigt, ohne 
beweisen zu können, welche Vorgänge vor Millionen von Jahren vielleicht 
wirklich stattfanden. Der geschichtlichen Darstellung des Verfassers folgten 
wir mit dem grössten Interesse. Herr Faye hat dabei den Weg eingeschlagen, 
der zuverlässig der allein richtige ist. Er lässt die Schriftsteller selbst zu 
Wort kommen. In französischen Übersetzungen führt er die Schöpfungs- 
geschichte der Genesis vor, die wichtigsten Stellen aus Piatos Timaeus, aus 
dem Himmel des Aristoteles, aus dem Traume Scipios von Cicero, aus 
Lucretius, aus Vergil, aus Ovid. Er springt dann über zu Descartes, zu 
Newton, zu Kant, zu Laplace, mit welchem seine Ausführungen abschliessen. 
Herr Faye knüpft an alle Äusserungen seine kritischen Bemerkungen, wie 
es das Recht des Geschichtsschreibers ist, aber nirgend lässt er verkennen, 
was Bericht, was bestätigende oder widerlegende eigene Meinung ist. Ein 
Gedanke wird schon bei Gelegenheit der biblischen Erzählung ausgesprochen, 
der uns lebhaft fesselte: Der Gedanke, dass die Schöpfungsgeschichte jedes 
Beligionsbnches stets als Spiegelbild der physikalischen und astronomischen 
Glaubensbekenntnisse der Zeit, in welcher das Buch entstand, aufzufassen 
ist. Der Beligionslehrer knüpfte nur seine Glaubensvorschriften an schon 
bestehende Volksmeinungen. Herr Faye geht in seinen kritischen Zusätzen 
uns mehrfach zu weit. Wenn er an der Überlieferung, dass nach Meinung 
der Pythagoräer in der Mitte das Feuer sei, um welches Erde und Gegen- 
erde sich bewegen, die Änderung vominmit, das Feuer könne nur die 
Sonne, die Gegenerde nur der Mond sein, so scheint uns das Bestreben, 
den Pythagoräem ausschliesslich vernünftige Meinungen zuschreiben zu 
wollen, mehr freundlich als richtig. Wenn Newtons Kichte mitteilt, ihr 
Onkel habe Descartes Schriften misswertig bei Seite geworfen, um nicht 
auf jedes Blatt die Bandbemerkung „unrichtig" schreiben zu müssen, so 
dürften Herrn Fayes Zweifel ungerechtfertigt sein, selbst zugegeben, dass 
Newton zu Anfang mehr Cartesianer war, als er später Wort haben wollte, 
als er seiner schönen Nichte erzählte, was sie nur von' ihm haben konnte. 
Anch an dem Laplaceschen „Ich habe die Gotteshypothese nicht nötig ge- 
habt" übt Herr Faye seine Kritik, in diesem Falle auf den Bericht Aragos 
über eine Äusserung von Laplace selbst sich stützend. Laplace habe nur 
gegen Newton polemisiert, welcher ein Eingreifen Gottes für notwendig er- 
achtete, so oft an der grossen Weltmaschine, wenn wir so sagen dürfen. 
Etwas haperte, während Laplaces weiter vorgeschrittene Analyse ein solches 
Eingreifen nicht mehr brauchte, nachdem die Anfangsbewegung vorhanden 
war, welche er gleichfalls voraussetzte. Besonders rühmend dürfen wir die 
an manchen Stellen dichterisch schöne Sprache des Verfassers hervorheben. 
Möchten doch die Schriftsteller der sogenannten schönen Litteratur inner- 
balb und ausserhalb seiner Heimat an seinem Muster sich bilden. 

Cantor. 
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Über einige kitere Bearbeitangen des Buchbaltangs- Traktates von 
Luca Paeioll. Ein Beitrag zur Geschichte der Buchhaltong von 
Carl Peter Kheil. Prag 1896. Boursik & Kohout, "VI, 128 S. 

Wir haben in unseren Vorlesungen der Geschichte der Mathematik 11, 300 
bis 301, Luca Paciuolo als denjenigen Schriftsteller bezeichnet, welcher 
zwar ohne allen Zweifel die doppelte Buchhaltung nicht erfand, aber zuerst 
ihre Lehre und Verbreitung sich angelegen sein Hess. Wir freuen uns, 
dass Herr Eheil, ein Spezialist in der Buchhaltung, von der wir nur sehr 
nebensächliche Kenntnis besitzen, ebenfalls in Pacioli (über die Becbt- 
Schreibung wollen wir nicht streitet) den ersten Schriftsteller des Faches 
anerkennt und in überaus eingehender, durch seine an Seltenheiten reiche 
Bibliothek unterstützter Nachforschung zu ermitteln gewusst hat, wie die 
weitere Verbreitung stattfand. Jan Ympyn und Wolffgang Schweicker sen. 
sind vielleicht am lebhaftesten dabei beteiligt gewesen. Der erstere gab 
in Antwerpen 1543 eine vlämische und eine französische Anleitung znr 
Buchfahrung heraus, welche weiter ins Englische übersetzt wurde. Die 
Quelle war italienisch, und wenn auch nicht Paciuolos Werk, jedenfalls eine 
eng an dieses sich anlehnende Schrift eines unbekannten Verfassers, der 
vielleicht Juan Paulo di Bianchi aus Perugia hiess. Schweickers „Zwi- 
fach Buchhalten" ist 1549 in Nürnberg gedruckt und ist unter nachweis- 
licher Benutzung des „Quademo doppio" von 1534 bearbeitet, welches selbst 
von Domenico Manzoni, einem Nachahmer Paciuolos, herrührt. Unter den 
vielen beiläufigen Bemerkungen, durch welche Herr Kheil sein umfang- 
reiches Wissen bewährt hat, nennen wir den Nachweis, dass der Kaufinann 
in Venedig, in dessen Hause Paciuolo längere Zeit lebte, nicht Ropiansi 
hiess, wie man seither druckte, sondern Rompiasi. Caih'Or, 



Henricns Grammatens nnd sein Algorismns de integris von Oberlehrer 
Christian Friedrich Müller. Beilage zum Jahresberichte des Gym- 
nasiums zu Zwickau. Ostern 1896. 33 S. [1896. Programm Nr. 558]. 

Nachdem die Geschichte der Mathematik seit wenigen Jahrzehnten 
angefangen hat, Namen und Leistungen des Heinrich Schreiber aus Erfurt 
unverdienter Vergessenheit zu entreissen, hat Herr Müller noch weiteres 
Material über den tüchtigen Gelehrten beizuschaffen gevmsst. Wir kennen 
durch Herrn Müllers Bemühungen jetzt das Todesjahr 1525 des Grammateus; 
wir wissen nun von einer lateinischen Schrift Algorithmus p7'oportionum 
(Erakau 1514); wir ernähren, dass das deutsche Rechenbuch schon 1521 
und zwar in Nürnberg gedruckt ist; wir lernen einen lateinischen 1523 in 
Erfürt geschriebenen Algorismus de integris in neuem Abdruck vollständig 
kennen. Herr Müller hat eine dankenswerte und erfolgreiche Arbeit an- 
gewandt, deren gesicherte Ergebnisse der Geschichte angehören. Der 
Algorismus de integris lehrt ungemein klar das Rechnen mit Einschluss der 
Regeldetri an ganzen Zahlen. Man findet in ihm auch (S. 33) unter dem 
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Namen Regula generalis pro solutume quorundam ejcemplormn die indische 
Umkehrungsrechnong, welche Leonardo von Pisa JRegula versa [Cantor, 
Vorlesxmgen der Geschichte der Mathematik, II, 21] genannt, hat. 

Gantor. 

Jakob Ziegler, ein hayeri8cher Geograph und Mathematiker. Von Sieg- 
MUin> Günther [Sonderabdruck aus den „Forschungen zur Kultur- 
und Litteraturgeschichte Bayerns." Herausgegeben von Karl von Eein- 
hardstöttner. Buch IV (1896)]. Ansbach und Leipzig 1896. Max 
Eichinger. 63 S. 

Jakob Ziegler starb 1548 in Passau nahezu 80 Jahre alt. So berichtet 
eine handschriftliche Bandbemerkung in dem der Münchner Bibliothek an- 
gehörenden Exemplare von Zieglers Beschreibung des Heiligen Landes. 
Ziegler war ein für seine Zeit sehr tüchtiger Kartenzeichner und wusste 
besonders im Norden Europas, auf der skandinavischen Halbinsel gut 
Bescheid. Soweit dabei astronomisches und mathematisches Wissen erforder- 
lich war, mag man ihn auch einen Mathematiker nennen, eigene mathe- 
matische Leistungen sind nicht auf ihn zurückzuführen. Oantor. 



BiUiografia Oalileiana (1568—1895) raccolta ed illustrata da A. Carli 
ed A.Favaro. Roma 1896. Pubblicazione del Ministero della Pubblica 
Istruzione. VIII, 402 p. 

Der von allen Freunden der Geschichte der mathematischen Wissen- 
schaften stets betrauerte Fürst Boucompagni hatte Herrn Carli veranlasst, ver- 
schiedene Untersuchungen und Nachforschungen in der Florentiner National- 
bibliothek anzustellen. Dort entstand bei Herrn Carli der Gedanke, 
eben Katalog der auf Galilei bezüglichen Handschriften, eiaen anderen für 
die auf Galilei bezüglichen Druckschriften anzufertigen. Inzwischen be- 
gann unter Herrn Favaros Leitung der Druck der neuen Galilei -Ausgabe. 
Was der Gedanke eines Einzelnen gewesen war, wurde zu einem Bestand- 
teile des auf Staatskosten ins Leben tretenden Unternehmens. Heute liegt 
die Bibliographie vollendet vor uns, der Handschriftenkatalog soll folgen. 
Der erste Eindruck, welchen der Band auf uns machte, war der des 
Schreckens, des Schreckens darüber, dass die Galileilitteratur bereits auf 
über 2100 Nummern angewachsen ist, des Schreckens über den Fleiss, den 
^ide Herausgeber anwenden mussten, um eine solche Vollständigkeit zu 
erzielen! Niemand wird es künftig wagen dürfen, an Galilei -Forschungen 
Heranzutreten, ohne vorher die Bibliographie zu Rate gezogen zu haben, 
^er etwa schon im gleichem Sinne gearbeitet habe. Es schadet nicht, 
wenn dadurch einer oder der andere zurückgeschreckt, das, was noch zu 
thun übrig ist, den berufenen Händen überlässt, welche gegenwärtig das 
fast erschöpfte Feld bebauen. Cantor. 
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Über die Begrfindnng der Inflnitesimalrechiinng durch Newton nd 
Leibniz von Dr. Ernst Tischer, Oberlehrer am Nicolaigynmasium 
zu Leipzig. Wissenschaftliche Beilage zum Jahresbericht des Niooki- 
gymnasinms zu Leipzig. 46 S. [1896. Programm Kr. 551.] 
Wie kommt es, fragt Herr Tischer, dass hundert Jahre nach der Ab- 
handlung Yon 1684, in welcher Leibniz die Differentialberechnüng bekannt 
gemacht hat, eine Preisfrage der Berliner Akademie eine einwandfreie Be- 
gründung der Lifinitesimalrechnung verlangte, dass L'Hoilier mit einer 
Grenzmethode, welche dem Gedanken der Newtonschen ersten und letzten 
Verhältnisse nahe konunt, den Preis davontrug, dass wieder 13 Jahre später 
Lagrange das ünendlichkleine, die Grenzwerte und die Fluxionen ausdrück- 
lich verwarf, und dass unsere heutige Wissenschaft wieder bald mit dem 
XJnendlichkleinen, bald mit Grenzwerten operiert, wie es vor 200 Jahren 
der Fall war? Eine eigentliche Antwort auf die interessante Frage finden 
wir auch bei Herrn Tischer nicht, und wir persönlich wundem uns darüber 
nicht. So lange der Mensch das Gras nicht wachsen sieht, sondern das 
Gewachsensein allein erkennt, werden die erw&hnten Skrupel stets von 
Zeit zu Zeit auftauchen ^ ohne eine Widerlegung finden zu können. Es ist 
eben, wie wir an einem anderen Orte einmal gesagt haben, die Begründung 
der Infinitesimalrechnung die alte zähe Speise, an der der Mensch viel 
tausend Jahre kaut, und noch kauen wird! Die ünerweislichkeit tritt und 
trat von jeher dadurch hervor, dass an irgend einer Stelle ein Axiom ein- 
geführt wurde. Herr Tischer hat die Aufgabe seiner hochinteressanten Pro- 
grammabhandlung dahin gestellt, dass er zun&chst den infinitesimalen Charakter 
des antiken Exhaustionsverfahrens, wie es bei Euklid und reicher entwickelt 
bei Archimed sich benutzt findet, enthüllte, eine geistvolle nachtriigliche 
Zusammenstellung^ sofern man sie nur als solche betrachtet. Daran, dass 
Euklid, dass Archimed von der modernisierten Auffassung eine Ahnung ge- 
habt hätten, ist natürlich nicht zu denken, und Herr Tischer mutet 
seinen Lesern eine solche Kraftprobe ihres Glaubens auch nicht zu. Dann 
überspringt er zwei Jahrtausende und gelangt zu Newtons Fluxionsrechnnng, 
welche er darauf prüft, ob denn wirklich der strittige Gedanke des Unend- 
lichkleinen in ihr vermieden sei, und eine eingehende Untersuchung der 
verschiedenen Schriften Newtons lässt erkennen, dass dem keineswegs so ist. 
Es war nur selbstverständlich, dass Herr Tischer seine Durchmusterung von 
Newtons Abhandlungen mit derjenigen verglich, welche Referent in dem 
ersten Abschnitte des UI. Bandes seiner Vorlesungen über Geschichte der 
Mathematik angestellt hatte. Er erkannte dabei einige Unrichtigkeiten, die 
wir uns zu Schulden kommen Hessen, und fand nachträglich, dass Herr 
Zeuthen in einem der Eopenhagener Akademie am 3. Mai 1895 eingereichten 
Aufsatze Sur quelques critiqties faUes de nos jours ä Newton dieselben Vor- 
würfe gegen uns gerichtet hatte. Wir waren durch Herrn Zeuthens Dar- 
stellung bereits überzeugt, dass ein Vertrauen, welches wir sonst nie Oben, 
Herr Weissenbom werde von ihm als unrichtig gerügte Beispiele buch- 
stäblich aus Newton entnommen haben, uns irre geführt hai Wir wollen 
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diese einmal begangene Flüchtigkeit keineswegs entschnldigen und wären 
in der Vorrede, Yon welcher der dritte und letzte Abschnitt des Bandes 
begleitet sein wird, darauf, sowie auf andere Mängel, anf die wir in- 
zwischen teils von selbst, teils durch freandlichen Hinweis von Fachgenossen 
anfmerksam wurden, jedenfalls znrückgekommen. Da indessen jener dritte 
Abschnitt, wenn auch fortwährend in Arbeit, noch bei weitem nicht dmck- 
fertig ist, so benutzen wir gern die Gelegenheit, welche das Referat über 
das Tischersche Programm uns liefert, heute schon den Irrtum einzugestehen. 
Wir lieben es nicht, irgend jemand unrecht zu thun, und am allerwenigsten 
einem Kewton. Wir täuschten uns, als wir S. 179 unseres III. Bandes an- 
gaben, Newton sei im Besitze eines Falles gewesen, in welchem das so- 
genannte binomische Integral in geschlossener Form gefunden werden 
könne. Er kannte, wie aus einem anderen Beispiele in demselben Briefe 
Tom 24. Oktober 1676, dem wir unsere Behauptung entnahmen^ hervorgeht, 
auch den zweiten Haupt&ll. Wir täuschten uns auch, als wir S. 165 an- 
nahmen (wir haben erklärt, auf welche Veranlassung hin), Newton habe 
den Fehler begangen, von ic'i— Sx^yx + xy^y—y^y = auf 

zu schliessen; jenes Beispiel gehört Newton gar nicht an. Die Substitution 
von h — X statt x betreffend, welche Newton Opusc. I, 70 für gestattet 
erklärt, so geben wir zu, dass an eine Koordinatenverlegung gedacht 
werden kann, beziehungsweise an Benutzung einer Integrationskonstante. 
Newton sagt aber nicht, dass alsdann auch i in — i verwandelt werden 
müsse, und dadurch erscheint die Stelle I, 70 willkürlicher als die I, 68, 
von welcher Herr Tischer spricht. Endlich die Gleichungen mit mehr als 
zwei Veränderlichen (Newton Opusc. I, 83) müssen wohl als totale, nicht 
als partielle Differentialgleichung aufgefasst werden. Alsdann ist das Ver- 
fahren, eine hypothetische Gleichung zwischen x und y anzusetzen, geeignet, 
zur Integration zu führen; berechtigt aber ist es damit noch keineswegs. 
Das sind, wie gesagt, Zusätze zu unserem HI. Bande, zu deren Veröffent- 
lichung Herrn Tischers Abhandlung uns die Gelegenheit bot. Dass seine 
Abhandlung selbst eine hochinteressante ist, haben wir oben bereits hervor- 
gehoben, und wir wiederholen es am Schlüsse, um dem Programme zahl- 
reiche Leser zu verschaffen. Cantor 

Le math^maticien Franc -Comtois Fran^ois Joseph Servois ancien conser- 
vateur du musee d'artillerie d'apr^s des documents inidits 1767—1847. 
Par Jacqubs Boter^ professeur de sciences mathematiques et phj- 
siques a Paris. Besan9on 1896. Imprimerie et lithographie Dodivers. 
26 p. [Extrait des Memoires de la Societe d'Emulation du Doubs.] 

In kurzen Zügen ist das Leben von Servois geschildert, das Leben 
eines Offiziers, der an den Feldzügen der Repul>lik teilnahm^ das Leben 
eines Lehrers, dem der mathematische Unterricht an verschiedenen miUtä- 
lischen Anstalten anvertraut war. Herr Boyer hat das Material zu seiner 
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Darstellnng vielfach den Akten des französischen Kriegsministeriüms ent 
nommen. Unter den Angaben über die wissenschaftlichen Yeröffentüchnngen 
von Servois vermissen wir einen Aufsatz im I. Bande (p. 337) der von 
Gergonne herausgegebenen Annales de mathömatiqaes. Dort hat Servois 
das Wort Pol in die Geometrie der Kegelschnitte eingefBdirt, wShrend 
Gergonne im III. Bande (p. 297) derselben Zeitschrift diesem Worte das 
andere Polare nachbildete. _ Cantor. 

Kepler nnd Galilei von Siegmund Günther, Professor an der technischen 
Hochschnle in München. Berlin 1896. Ernst Hofmann & Co. 233 8. 
[22. Band der Geisteshelden herausgegeben von Anton Bettelheim.] 

Die „Geisteshelden" gehören zu den Werken, welche die Wissenschaft 
in das Volk hinzustragen sollen. Sie sollen deshalb nicht zu schwer ge- 
schrieben sein; sie sollen so viel als möglich den Leser fesseln; sie sollen 
den in der Wissenschaft heimischen Kenner zum Mindesten nicht durch 
fehlerhafte Angaben entrüsten. Es war för den Herausgeber keineswegs 
leicht, Schriftsteller zu finden, welche zu solchen Darstellungen das nötige 
Können mit dem nötigeren Wissen vereinigten. Dass er mit der Wahl 
S. Günthers einen glücklichen Griff gethan haben werde, davon waren wir 
überzeugt noch bevor wir das Bändchen aufschnitten, und das Lesen hat 
unser günstiges Vorurteil bestätigt. Sein umfassendes geschichtliches Wissen, 
seine insbesondere reiche Quellenkenntnis zum Nachschlagen von Dingen, 
die allenfalls seinem kaum je ungetreuen Gedächtnisse entschlüpft sein 
sollten, seine Leichtigkeit in Auffindung des richtigen Wortes zur Äusserung 
seiner Gedanken eignen ihn vorzugsweise zu solchen Darstellungen wie die 
der Lebensschicksale von Kepler und von Galilei. Eine wesentliche Klippe, 
welche vermieden werden musste, war die einer etwas behäbigen Breite, 
welcher man leicht zu nahe kommt, wenn der Gegenstand einen fortreisst 
Die vom Herausgeber geforderte, von Herrn Günther eingehaltene Baum- 
grenze, innerhalb deren wir doch nichts Wesentliches vermissen, zeugt dafür, 
wie sehr er sich zu beschränken wusste. Wir zweifeln nicht, dass das Band- 
chen bald zu den beliebteren der Sammlung gehören wird. Cantob. 



Franz Nenmann (11. September 1798 bis 23. Mai 1895). Ein Beitrag ^or 
Geschichte deutscher Wissenschaft. Dem Andenken an den Altmeister 
der mathematischen Physik gewidmete Blätter, unter Benutzung einer 
Eeihe von authentischen Quellen gesammelt und herausgegeben von 
P.VoLKMAN», ordentlicher Professor an der Universität Königsberg i.Pr. 
Mit einem Bildnis Franz Neumanns. Leipzig 1896. B. G. Teubner. 
VII, 68 S. 

Herr Volkmann hat zweimal Veranlassung gehabt, G^ächtnisreden 
auf Franz Neumann zu halten. Er sprach im Sterbehaus bei der am 27. Mai 
stattfindenden Beerdigung, er sprach bei der einen Monat nach dem Tode 
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ftm 23. Juni ausnahmsweise veranstalteten Gedächtnisfeier in der akade- 
mischen Acda. Die erste Bede war, wenn wir so unterscheiden dürfen, 
persönlichen, die zweite sachlichen Inhaltes, die erste fär Zuhörer aus dem 
Laienstande, die zweite fOr solche Gelehrte, welche in Neumanns wissen- 
schaflüchen Arbeiten so heimisch sind, dass eine blosse Nennung der 
Stichwörter genügte, den Inhalt ins Gedächtnis zurückzurufen. Beide Beden 
ergänzen einander, und Herr Yolkmann hat gewiss Becht daran gethan, 
der zweiten, welche Fachgenossen hauptsächlich zu fesseln im stände ist, 
die erste als Einleitung vorauszuschicken. Zwischen beiden Beden sind 
persönliche Erinnerungen eingeschaltet, welche von dem ältesten Sohne 
und von der Tochter des Verstorbenen herrühren. Der zweiten Bede folgen 
wissenschaftliche Anmerkungen^ welchen wir eine etwas grössere Ausdehnung 
gewünscht hätten. Wenn z. B. in der Bede von Prinzipien gesprochen 
wird, welche von Franz Neumann herrühren, so durfte dort der Wortlaut 
jener Sätze fehlen, in den Anmerkungen vermisst man aber ungern die 
mathematische Formulierung. Das Verzeichnis der von Neumann gehaltenen 
Vorlesungen mit der jedesmaligen Zuhörerzahl, Angaben über solche Schüler 
Neumanns, welche durch ihre wissenschaftlichen Leistungen bekannt ge- 
worden sind, Bemerkungen über das mathematisch -physikalische Seminar 
in Königsberg sind ebensoviele dankenswerte Beigaben. Cantor. 



Ludwig SeMSfli (1814—1895). Zum Andenken an die Errichtung des 
Grabmonumentes Schläfiis und an die Beisetzung der sterblichen 
Beste Jacob Steiners, anlässlich der 100jährigen Feier des Geburts- 
tages des letzteren am 18. März 1896. Von Dr. phil. J. H. Graf, 
ordentlicher Professor der Mathematik an der Hochschule Bern. Mit 
dem Porträt und dem Faksimile Schläflis. Bern 1896. K. J. Wyss. 
86 S. [Separatabdruck aus den Mitteilungen der naturforschenden 
Gesellschaft in Bern.] 

Im Herbst 1843 begaben sich Dirichlet, Jacobi und Steiner nach Bom. 
Keiner war des Italienischen mächtig. Da schlug Steiner vor, einen Dol- 
metscher mitzunehmen und empfahl dazu einen Bekannten in Bern, für 
die Welt ein Esel, aber Sprachen lerne er wie ein Kinderspiel. Er meinte 
Ludwig Schläfli, und seine Ausdrucksweise, wie sie kennzeichnend für Steiner 
ist, zeigt uns auch das Bild des damals 29jährigen, etwas linkischen, unter 
dem Drucke äusserer Verhältnisse zurückhaltenden, nach verschiedenen 
Richtungen hochbegabten Schläfli, dasselbe Bild, welches Herr Graf mit 
dem Pinsel des Freundes hinzumalen verstanden hat. Der hervorragende 
Gelehrte, der anregende Lehrer trägt auch hier die Züge der ünbeholfen- 
heit oder mindestens allzugrosser Schüchternheit. Ihr ist es wohl zu- 
zuschreiben, dass, während 70 mathematische Veröffentlichungen namhaft 
gemacht werden konnten, überdies noch 303 fertige Manuskripte in Schläflis 
Nachlasse aufgefunden wurden, von welchen nur etwa 20 schon gedruckt 
worden zu sein scheinen. Unsere Zeit liebt es, Gesamtausgaben von 
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Werken hervorragender Mathematiker zu veranstalten. Der Umfang des 
noch ungedrackten Nachlasses mahnt die Erben seiner Manuskripte doppelt 
daran, auch Schläflis Schriften zu einem Sammelbande zu vereinigen. 

'. Cantor. 

Notice snr les travanx math^matiqnes de Eugene -Charles Catalan par 

P. Mansion, Professeur a rUniversit^ de Gand, Membre de FAcademie 
royale de Belgique. Bruxelles 1896. F. Hayez. 62 p. 

Es war im Sommer 1856. Referent befand sich in Paris. Einen Ab- 
zug der im I. Bande dieser Zeitschrift abgedruckten Abhandlung über die 
Einführung unserer gegenwöi-tigen Ziffern in Europa hatte er dem Alt- 
meister geschichtlicher Forschung, dem trefflichen Michel Chasles überreicht, 
und war von dem durch Herzensgüte nicht minder als durch Gelehrsamkeit 
sich auszeichnenden Manne aufs wohlwollendste empfangen worden. Chasles 
war am sichersten in den Sitzungen der Akademie zu treffen, und das 
gab uns die Veranlassung, jene Sitzungen regelmässig zu besuchen. Einmal 
war auf den besonders dünn besetzten Bänken des Zuhörerraums ein Herr 
unser Nachbar, mit welchem wir in ein Gespräch kamen, und mit welchem 
zusammen wir die Akademie verliessen, noch lange Strassen hindurch plau- 
dernd und Eindrücke austauschend. Jener Herr war Eugene Catalan. Im 
Jahre 1880 gereichte es uns zur grossen Freude, dass Catalan, mit dem 
wir damals einige Briefe wechselten, sich der 24 Jahre früher stattgehabten 
Begegnung mit einem zu jener Zeit vollständig unbekannten jungen Manne 
freundlich erinnerte. Das sind die persönlichen Beziehungen, deren ErwIdmung 
man uns zu gut halten mag, weil sie zur Kennzeichnung von Catalans 
wunderbar treuem Gedächtnisse dienen, welche uns die Notiz, über die wir 
berichten, noch besonders interessant machten. Aber auch ohne solche 
NebengrOnde wird der Leser sicherlich mit Vergnügen von Herrn Mansions 
Ausführungen Kenntnis nehmen, welche dazu dienen sollen, Catalan den ihm 
gebührenden Platz in der Geschichte der Mathematik anzuweisen. Die 
Lehre von den halbregelmässigen Vielflächnern , die Lehre von den Reihen, 
von den vielfachen Integralen, von den Kugelfunktionen sind es vorzüglich, 
welche er mit neuen Thatsachen bereichert hat, während zahlreiche Hand- 
bücher von ihm vermutlich noch geraume Zeit in den Händen französischer 
und belgischer Kandidaten des mathematischen Lehramtes sich nützlich er- 
weisen werden. Cantob. 

Annnaire du Bnrean des Longitndes avec des Notices scientifiqaes. 
Paris 1896. Gauthier Villars et fils. 

Die sechs Abhandlungen des Bandes von 1896 fuhren folgende Titel: 
Femkräfte und Wellenbewegung von A. Cornu. Fresnels optische Arbeiten 
von A. Cornu. Die Anfertigung neuer magnetischer Karten von De Her- 
nardi^res. Das Mont Blanc- Observatorium von J. Janssen. Leben und 
Arbeiten des Contre-Admiral Fleuriais von De Bernardieres. Beden beim 
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Leichenbegängnisse von Emil Branner von J. Janssen und F. Tisserand. 
Von allgemeinstem Interesse sind die beiden ersten Abhandlungen, welche 
innerlich zusammengehören, wie sie auch von dem gleichen Verfasser her- 
rühren. Steht doch Fresnels Name in glänzenden Buchstaben unter den 
Gelehrten, welche dem Begriffe der Femwirkung ein Ende zu machen sich 
bestrebten, und hat doch erst seine Sicherung transversaler Lichtschwing- 
nngen die Grundlage einer mathematischen Optik wirklich geschaffen.. Ob 
deswegen die longitudinalen Lichtschwingungen, an welche Hujgens, an 
welche Enler dachte, ganz aus der Wissenschaft verschwunden sind? Ob 
die Eathedenstrahlen sie wieder aufleben lassen? Diese Frage ist allzu neu, 
als dasB Herr Comu sie auch nur aufgeworfen hätte. Gantor. 



A.N£ppiMoDONA e T. Vannini, Qnestloni e formole dl geometria analitica 

(ad una e due dimensioni). Palermo 1896. Alberto Beber. 11, 319 p. 
Die Aufgaben, welche die beiden Herren Verfasser gesanmielt haben, 
entstammen verschiedenen meistens französischen, auch einigen italienischen 
and englischen Quellenschriften. Die deutsche Litteratur des Faches ist 
unbenutzt geblieben. Jedem Kapitel sind die wichtigsten Formeln der ana- 
lytischen Geometrie der Geraden und der ebenen Kurven zweiten Grades, 
welche in ihm zur Anwendung kommen, vorausgeschickt. Ihre Beweise 
sollen nach dem Plane der Verfasser aus den Vorlesungen des ersten Uni- 
versitätsjahres bekannt sein. Die eigentlichen Aufgaben sind aber alsdann 
bald ausführlicher bald in gedrängter Kürze zur Auflösung gebracht. Man 
kann keinenfalls sagen, dass die Verfasser es ihren Lesern allzuleicht ge- 
macht und ihnen eigenes Nachdenken erspart hätten. Ein deutscher Student 
im dritten Semester dürfte wenigstens nicht ohne einige Anstrengung das 
Bnch durchzuarbeiten unternehmen, trotzdem Differentialrechnung nirgend 
vorausgesetzt ist. Wir meinen damit keinen Tadel gegen das Buch aus- 
zusprechen, sondern wollen nur feststellen, worauf der Leser sich gefasst 
za machen hat. Fortwährend sind in gemischter Anwendung die ver- 
sduedensten Koordinatensysteme in Gebrauch, bald Punktkoordinaten, bald 
lanienkoordinaten, bald projektive Koordinaten, bald Dreieckskoordinaten etc. 
Anwendung von Determinanten ist gleichfalls von den ersten Seiten an 
^ selbstverständlich betrachtet. Wer das Buch mit der Feder in der Hand 
durchzuarbeiten die Zeit hat, wird sicherlich grossen Nutzen daraus ziehen. 

Cantor. 

Conrs de giometrie analytique a Tusage des eleves de la classe de Mathe- 
matiques speciales et des candidats aux ecoles du Gouvernement par 
B. NiEVENGLowsKi. Tomc III. (if^omitrie dans Fespace avec une 
note sur les transformations en geometrie par Emile Borel, maltre 
de conf§rences a la faculte des sciences de Lille. Paris 1896. Gauthier- 
Villars et fils. 572 p. 
Die beiden ersten von Herrn Niewenglowski selbst verfassten Bände, 

^e analytische Geometrie der Ebene enthaltend, sind unseren Lesern bereits 
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Band 4 1 , Hist. -litt. Abtlg. S. 26—28 , bestens empfohlen. Der der analytischen 
Geometrie des Baumes gewidmete III. Band ist von Herrn Borel bearbeitet, 
und wir können nur erklären, dass die Fortsetzung sich den firüheren Banden 
würdig anschliesst, dass sie anch deren Schreibweise sich zum Muster ge- 
nommen und so glücklich nachgeahmt hat^ dass ohne die Namensangaben 
auf dem Titelblatte niemand auf den Gedanken käme, Schriften verscbie- 
dener Verfasser vor sich zu haben. Etwas schwieriger als die beiden ersten 
Bände ist der dritte Band immerhin, das liegt in dem Wesen seines all- 
gemeinsten Gegenstandes, aber dem Standpunkte der Leser, als welche 
junge Leute gedacht sind, die zur Eintritteprüfung in die höheren ünter- 
richtsanstalten wie Ecole pölytechnique und Ecole nonnale sich vorbereiten, 
ist doch Rechnung getragen, und man darf weder hoffen noch fürchten, 
einer Vollständigkeit raumgeometrischer Thateachen oder Methoden zu be- 
gegnen, wie sie beispielsweise von Salmon oder von Darbonx angestrebt 
wurde. Herr Borel hält sich, ohne die Hilfe der Infinitesimalrechnong zu 
verschmähen, in elementareren Schranken, die ihn auch von Joachimsthal- 
Natani unterscheiden, den er in einfacheren Dingen bedeutend an Material- 
fülle übertrifft. Die Ebene und die Oberflächen zweiter Ordnung, letztere 
sowohl allgemein als in ihren einzelnen Abarten, sind mit besonderer Aus- 
führlichkeit behandelt. Ein Anhang (S. 481 — 558) führt den Leser in die 
Lehre von den Transformationsgruppen ein. Herr Borel steht hier, wie er 
selbst erklärt, wesentlich unter dem Einflüsse Lieschers Arbeiten, zu deren 
Studium er nur vorbereiten und anleiten wolle. Cantor. 



Ging Loria, II passato ed 11 presente delle principali teorie geo- 
metriclie. Seconda edizione accresciuta ed interamente rifatta. 
Torino 1896. Carlo Clausen. XX, 346 p. 

Im Jahre 1887 erschien die erste Auflage eines anspruchslos aof- 
tretenden, aber viele Ansprüche befriedigenden Werkchens, welches wir im 
33. Bande dieser Zeitechrift, Hist. -litt. Abtlg. S. 194—195, unseren Lesern 
warm empfehlen durften. Eine mit Zusätzen des Verfassers selbst be- 
reicherte deuteche Übersetzung folgte 1888 (vergl. Band. 34, Hist. -litt. Abtlg. 
S. 105). Heute haben wir das Vergnügen, eine zweite durchaus neue Be- 
arbeitung in italienischer Sprache anzuzeigen, welche viel eher ein neues 
Werk, als eine neue Auflage darstellt. Der Zweck des Buches ist freilich 
derselbe geblieben. Herr Gino Loria will seine Leser in den Stand setzen, 
nicht bloss die Fragen kennen zu lernen, welche sich den Geomeiem im 
Laufe der Jahrhunderte darboten, welche insbesondere seit etwa einem Jahr- 
hunderte sich in ungeahnter Weise vermehrten, sondern auch die zahlreichen 
Versuche, jene Fragen zu beantworten. Kein Beisehandbuch nach Art der 
Führer will das Werk sein (p. 41, Note), eher ein Fahrplan! Aber, wenn 
wir bei dem Bilde des Verfassers bleiben sollen, wie viele Zwischenstationen 
sind seit 1887 neu hinzugekommen, teils wirklich neu entetandene, teils 
solche, auf welche die Aufinerksamkeit in höherem Grade als früher ge- 
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lenkt wird! Die Brauchbarkeit eines solchen Werkes ist eine doppelte. Der 
Leser kann einen Überblick über das Entstehen und Wachsen der geo- 
metrischen Methoden gewinnen wollen, er kann wünschen für eine einzelne 
Frage, welche ihm wichtig ist, Litteratumachweise zu erhalten. Letzterer 
Zweck erfordert ein genaues Inhaltsverzeichnis, und ein solches vermissen wir 
noch. Ein Namensverzeichnis, welches wir für vollständig zu halten allen Grund 
haben, ist vorhanden^ auch eine nach Kapiteln und deren Abschnitten ge- 
ordnete Angabe der allgemeinsten in ihnen be'handelten Gegenstände, aber 
kein alphabetisches Wortverzeichnis. Wir wissen ganz genau, wie schwierig 
die Herstellung eines solchen ist, aber wir wissen auch, dass Herr Loria 
nicht der Mann ist, der vor einer Schwierigkeit zurückschreckt oder zurück- 
zQSchrecken braucht. Es hat allen Anschein, dass auch die neue Auflage 
sich nicht als die letzte erweisen werde; möge Herr Loria schon heute 
Hand anlegen, unseren Wunsch in der nächsten Auflage befriedigen zu 
^^^^^n. _ Cantor 

Voriesangea Aber die Algebra der Logik (exakte Logik). Von E. Schröder. 
Dritter Band: Algebra und Logik der Relative. Erste Abteilung. 
Leipzig 1896. VHI und 649.* 

Wenn man eine Reihe von natürlichen Zahlen paarweise zusammen- 
stellt und untersucht, ob in einem Paare ij die Zahl i ein Teiler von j 
ist, so kann man sich von diesem Verhalten eine Übersicht verschaffen, 
indem man in einem Quadrat die Zeilen und Reihen mit den Zahlen be- 
zeichnet und in den Schnittpunkt der Zeile i mit der Reibe j eine Eins 
oder eine Null setzt, je nachdem j durch i teilbar ist oder nicht. So ent- 
steht eine „Matrix", von der ein Teil so aussieht: 
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Diese Matrix nennt Charles S. Peirce, der Schöpfer der in Schröders 
Buch dargestellten Theorie, ein Relativ. Allgemein kann man sagen: Wenn 
ein Denkbereich aus einer endlichen Zahl von Elementen besteht, i und j 



* Eine Anzeige des ersten Bandes siehe diese Zeitschrift Band 36 Seite 161. 
Vom zweiten Bande des vorliegenden Werkes ist bis jetzt nur die erste Abteilung 
erschienen. Wir verschieben daher dessen Anzeige bis er ganz vorliegt. 
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irgend zwei sind^ so vergleicht man sie hinsichtUch einer bestimmten Eigen- 
schaft und büdet dann, nach Analogie des Obigen, eine Matrix, indem man 
in die Zelle, deren Reihe dem Individuum ; und deren Zeile dem i ent- 
spricht. Eins oder Null einträgt, je nachdem das Paar ij die betreffeade 
Eigenschaft hat oder nicht. Die so entstehende Matrix ist das zur frag- 
lichen Eigenschaft gehörende Relativ. 

Aus einem Relativ a lassen sich andere ableiten. Ver£ELSser bezeichnet 
mit ä und nennt das Negat von a das Relativ, welches aus a entsteht, 
indem man in der Matrix alle Einer durch Nullen und umgekehrt ersetzt; 
mit a, dem Eonversen von a, wird das Relativ bezeichnet, welches aus 
der Matrix von a durch Transposition, das heisst durch Umstürzen um die 
Hauptdiagonale hervorgeht. 

Zwei Relative a und 6 werden nach Rechengesetzen kombiniert, von 
denen zwei a -{• h und ab vom Verfasser als identische Addition und 
Multiplikation bezeichnet werden. Die entsprechenden Elemente beider Matrices 
werden bei jener addiert, bei dieser multipliziert, aber nach den Gesetzen, 
die fOr die logische Addition und Multiplikation in dem sogenannten iden- 
tischen Kalkül gelten, wie er von Schröder im ersten Bande seines Werkes 
gelehrt worden ist. Bezeichnet man die Elemente der Matrix so, wie es 
bei Determinanten üblich ist, so ist atj + bij bezw. aijbij das Element von 
a -\- b und ab. 

Neben diesen Operationen stehen die relativen Operationen, nämlich 
die relative Addition a j- &, ausgesprochen „a piu 6", und die relative 
Multiplikation a]by gelesen „a von &^^ Diese Enüpfungen werden gebildet, 
indem man, ähnlich wie bei der Multiplikation der Determinanten, die 
Zeilen des einen Relativs mit den Reihen des andern kombiniert. Bei 
afb ist das Element gegeben durch 

l±(fiih + bHj) und bei a; 6 durch ^ag^Aj, 

h h 

WO diese Produkte und Summen nach den Regeln des identischen Kalküls 
auszuwerten sind. 

Vier besondere Relative werden durch einfache Zeichen ausgezeichnet 
Hat ein Relativ alle Elemente Null, so wird es mit 0, hat es alle Ele- 
mente Eins, mit 1 bezeichnet. Mit O' soll es bezeichnet werden, wenn 
nur die Diagonale Nullen tragt, alle anderen Elemente aber Eins sind; 
und l' ist das Zeichen des Relativs, in dem die Diagonalelemente die 
einzigen sind, die Einer tragen. Diese vier Relative heissen Moduln. 

Einige dieser Rechnungsregeln haben grosse Ähnlichkeit mit den 
Regeln, die Gayley und Frobenius bei ihren Rechnungen mit Matrices 
anwenden. Das Schrödersche l' ist das Frobeniussche JEJ, Schröders 
5 ist dort a\ a -{• b hat bei beiden dieselbe Bedeutung, a; b wird von 
Frobenius mit ab bezeichnet. Die anderen Operationen kommen bei 
Frobenius nicht vor, bei dem die Matrices natürlich auch andere Zahlen^ 
als und 1 tragen, deren Kombinationen auch nicht nach den Regeln des 
identischen Kalküls erfolgen. 
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Auch von der Subsumtion a=^b wird gesprochen, die durch die 
Subsumtionen aij ^ hij definiert ist. 

Die logische Bedeutung von a;h ist die Zusammensetzung. Bezeichnet 
z. B. a die Relation „i Teiler von /*, b die Relation „i £i=^*mod 6", so giebt 
a\h darüber Auskunft, ob i Teiler einer Zahl ist, die =jmod5 ist. 

Die Bildung eines Relatives braucht nicht auf einen Denkbereich mit einer 
endlichen Zahl von Individuen beschränkt zu werden. Man kann unendlich 
viele Individuen zulassen, einerlei ob sie abzählbar sind oder nicht, wenn 
man nur Mittel hat zu entscheiden, ob ein Paar ij von Individuen die 
Bedingung erfüllt, welche die Bildung des Relatives beherrscht. Freilich 
hat man es dann mit Relativen zu thun, die sich nur durch ein Quadrat 
von unendKch vielen Zeilen oder gar nicht graphisch darstellen lassen. 
Aber auch mit solchen kann man die angegebenen Rechnungen ausführen. 
Dies ist von Wichtigkeit, weil, wie Schröder zeigt, der Anzahlbegriff sich 
auf Operationen mit Relativen gründen lässt, ohne dass man einen Zirkel 
begeht. 

Der ausführlichen Untersuchung der Rechenoperationen ist nun das 
vorliegende Buch Schröders gewidmet, während die Verwendung in der 
Logik für die zweite Abteilung vorbehalten ist. Die identische Addition 
und Multiplikation gehorchen dem Eommutations-, dem Assoziations- und 
dem Distributionsgesetz, wie die Symbole beim identischen (Klassen-) Kalkül. 
Die relative Addition und Multiplikation sind zwar assoziativ, aber nicht 
kommutativ, und folgen den Regeln: 

a](h + c) «rt;64- rt;c, a j- 6c = (atb){afc), 
a\{b f c)=^a'^b f c^ ab\c=^a;b'b:c. 

Was die Klanmiern hierbei angeht, so bringt Schröder die Operationen 
in die Ordnung + t * > ^^ heisst identische Addition, relative Addition, 
identische Multiplikation, relative Multiplikation, und stellt die Regel auf 
— wie für die gewöhnlichen Rechnungen in seinem Lehrbuche der Arith- 
metik und Algebra — , dass bei Deutung eines Ausdruckes immer die höhere 
Operation zuerst auszuführen ist; nur die identische Multiplikation ohne 
Malzeichen soll der relativen vorausgehen. 

Es gelten auch die Beziehungen: 

ab = ab^ a+b =^a + b, a^b^b-^a^ afb = bfa^ 



ah ^ a + b, a + b = 'db^ a;6 = «j-&, aj-2> = a;6; 

mid wenn a^by ist a =^ &, b =^ä. 

Ersetzt man in einer Gleichung oder einer Subsumtion zwischen Re- 
lativen alle unbestinunten Relative durch ihre konverse und konvertiert 
dann beide Seiten, so entsteht eine neue Formel, die zur ersten konjugiert 
lieiast. Indem man femer, in richtiger Weise, von beiden Formeln di^ 
Negationen mmmt, entstehen aus ihnen neue, sodass jede Formel im all- 
gemeinen drei andere liefert. 

Bist. -Utt Abt. d. Zeitschr. f. Math. u. Fhys. 42. Jahrg. 1897. 2. Heft. 5 



Digitized by VjOOQIC 



58 Historisch -litterarische Abteilung. 

Speziellerer Formeln giebt es natürlich sehr viele. So ist z. ß.: 
1 = a +^, aä= 0, 
l'^a + a, aa=^0', 

= 0-fl = 0; a = rt; 0, 

und andere mehr. 
Manche Sätze, wie z. B. 0';0'=1, gelten nur für Denkbereiche von 
mehr als zwei Individuen. 

Unter den vielen von Peirce und dem Verfasser eingeführten Be- 
zeichnungen wollen wir nur den Namen ausgezeichnete Relative er- 
wähnen, die Schröder solchen Relativen wie l;a;l oder J- a f ge- 
geben hat, von denen das erste 1 ist für a =:» und für a = 0, während 
das zweite ist für a = |= 1 und 1 für a = 1. Diese Relative, die schon von 
Peirce entdeckt wurden, können in manchen Problemen wie die dis- 
kontinuierlichen Faktoren der Mathematik verwendet werden. 

Wie im identischen Kalkül lässt sich jede Subsumtion a =^ 6 in die 
Form der Gleichung ab = bringen und jedes System von gleichzeitigen 
Gleichungen a = 0, 6 = 0,... durch eine Gleichung 

a-f 6 + C + - • . = 
ersetzen. Der relative Kalkül gestattet aber nicht nur das System der 
gleichzeitigen Ungleichungen a «^j» 0, & =j« . . . in der Gleichung: 

l;a; 1;6- • = 1 
zu vereinigen, sondern auch die Bedingung, dass eine oder die andere der 
Gleichungen a = 0, & = . . . oder der Ungleichungen a «1« 0, Z> «= . . . 
gelte, durch die Gleichung: 

1; a; 1; &;■•• = 
beziehungsweise die -/.,.. \ - - 

l;{a + h + c-\ );1 = 1 

auszudrücken. Es lassen sich somit alle Daten einer Aussage durch eine 
einzige Gleichung repräsentieren. Enthält eine solche Gleichung F(x) = 
das unbestimmte Relativ x und gilt sie nicht für jedes x^ so bietet sich das 
Problem, sie nach :r aufzulösen. Dies gelingt in manchen Fällen ohne 
weiteres, in anderen ist die Möglichkeit der Lösung an eine Resultante 
R = geknüpft, ohne deren Erfülltsein die Lösung nicht möglich ist. Es 
geht so neben jedem AuflösuDgsproblem eine Eliminationsaufgabe einher, 
die sich ganz allgemein lösen lässt, wenigstens in Formeln, deren Aus- 
arbeitung freilich meistens nicht leicht ist. Jedenfalls kann man, wenn 
eine Wurzel a bekannt ist, jede Wurzel, mit Hilfe der Unbestimmten «, durch 

a{l;FM.;l} +ii{OfFutO] 
darstellen, wobei für jedes w = rr, welches der Gleichung genügt, der Aus- 
druck = X wird. Die Auffindung einer Wurzel ist aber in den meisten 
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I'ällen nicht leicht. Bei einer Subsumtion rc =^ g?(ic), die sich auch als 
Gleichung y = X(p{x) schreiben lässt, findet Schröder die Auflösung mit 
Hilfe von unendlichen Operationen. Setzt man nämlich X(p{x) = f{x) und 
iteriert diese Funktion, so ist der Grenzwert f^{u) eine Lösung der ge- 
g'ebenen Gleichung. Mindestens gilt dies fOr einen Denkbereich von endlich 
vielen Individuen , während bei einem unbegrenzten Denkbereich eigentüm- 
liche, nicht ganz überwundene, Schwierigkeiten auftreten^ die an ähnliche 
in der Mathematik erinnern. 

Es bietet sich offc die Aufgabe dar, ein Relativ mit den Moduln zu 
verknüpfen. Um diese Rechnungen zu erleichtem, teilt der Verfasser die 
Zeilen in fünf Kategorien ein, je nach der Zahl der Einer oder Nullen, die 
sie tragen. Man kann aus einem Relativ dann andere ableiten,. indem man 
die Zeilen einer oder mehrerer Kategorien mit lauter Einern oder mit 
lauter Nullen besetzt, oder die Nullen und Einer in ihnen vertauscht. Durch 
diese „ Zeilenabwandlung ^^ entstehen aus einem Relativ a 255 andere, die 
der Verfasser durch a, Ti und Ti ausdrückt. Durch eine zweckmässige Sym- 
bolik lassen sich diese Operationen, die man auch auf Reihen übertragen 
kann, leicht darstellen. 

Im weiteren Verlaufe seines Buches behandelt der Verfasser Gleichungen. 
Zuerst die Umkehrung der elementaren Operationen; dann Gleichungen, in 
denen nur zwei Symbole vorkommen, wie z. B. a == x, oder x = x (die 
nicht lösbar ist); endlich Gleichungen mit drei Symbolen, unter welchen 
die dx = X besonders schwierig ist. Alle in diesem Rahmen möglichen 
Aufgaben werden vollständig erledigt. 

Eine interessante Anwendung der Theorie macht Schröder auf die 
Dedekindsche Lehre von den Ketten, indem er die Sätze 22 — 24 und 
36—63 der Schrift Dedekinds: „Was sind und was sollen die Zahlen", 
etwas verallgemeinert, durch Relativoperationen darstellt und beweist. Ein 
Relativ & heisst „Kette in Bezag auf a" wenn a; 5 =^ 6 ist. 

Mit den Erklärungen: 

a^Q^ a + a\a + a\a\a-\ 

die a^ als „a- Bildkette" und a^ als „a -Kette" definieren, aber den Schluss 
von n auf n + 1 schon voraussetzen, werden zuerst die genannten Sätze 
dorch Rechnung mit Relativen bewiesen. Um aber den Schluss von n 
auf « -|- 1 zu umgehen, wird dann die a -Kette von &, a^;?), mit Dede- 
kind definiert als dasjenige umfassendste Relativ, welches allen Wurzeln 
der Subsumtion a;tt + 6=^w gemeinsam ist; und von dieser Erklärung 
aus werden nun jene Theoreme bewiesen, die in dem Satze gipfeln, dass 
aus 5 =^ c und a ; {ciq ; &)c ^^ c die Subsumtion a^-^h^c folgt, von welchem 
Satze die vollständige Induktion ein besonderer Fall ist. Schröder ver- 
einfacht dann die Kettentheorie, indem er a^ definiert als das grösste Re- 
lativ, welches allen Wurzeln der Gleichung l'-f-a;w=^w gemeinsam ist. 
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Die Theorie moss hierbei durch den Satz ergänzt werden, dass aus a\h^h 
die Subsumtion ^ ^ 

folge. Die als das Produkt a^; 6 zu definierende a- Kette von b genügt 
dann den Dedekindschen Festsetzungen. 

Ein Eelativ, dessen Matrix die Zeile mit Einem besetzt hat^ welche 
dem Individuum i entspricht, sonst aber nur Nullen trägt, wird man mit 
i bezeichnen können. Das Rechnen mit diesen „ Ein z ei lern" und den 

verwandten Relativen i, i, i ist weiter Gegenstand von Schröders 
Forschungen. Neben dieses spezielle Relativ tritt das „Ein äuge", J:j, 
das einen einzigen Einer trägt in der Schnittstelle der Zeile i mit der 
Reihe j. Als Ein zeiler ist x durch die Gleichung: 

l'+^;l ^x, 

l'fXtl'=X',l+l',X 

vollständig' charakterisiert. Die Regeln ftir die Rechnung mit solchen Be- 
lativen werden ausführlich erörtert. Dabei zeigt sich, dass, wenn die 
Individuen i und j in der Beziehung stehen, die durch ein Relativ a ge- 
geben ist, zwischen den Einzeilem i^ ;', dem Einauge i : ; und dem a die 
Subsumtionen gelten: . ^ . . .v ^ 

Ein „System" ist ein Relativ, in dem stets alle Elemente der nSm- 
lichen Zeile gleich sind; filr ein solches Relativ ist die Gleichung a\ l^a 
bezeichnend. Auch ~ä ist dann ein System und die identische Sunmie, wie 
das identische Produkt von zwei Systemen ist wieder ein System. Ein 
System erscheint als die identische Summe von Einzeilem, von denen jeder 
ein Element des Denkbereichs darstellt. Durch ein solches Relativ wird 
also aus dem Denkbereich ein „System" von Individuen herausgehoben. 

Diesen Untersuchungen folgen Studien über Eliminationsprobleme, 
worin Schröder teils Arbeiten von Peirce naher erörtert und in seiner 
Zeichensprache reproduziert, teils auch eigene Methoden angiebt, um die 
bei Eliminationen nötigen Summen- und Produktbildungen zu erleichten. 

Das letzte, zwölfte, Kapitel des Buches ist der Theorie der Abbildong 
gewidmet. Wenn man aus einem System h mit Hilfe eines Relativs a ein 
neues System a; h bildet, so kann dies als a-Bild von h bezeichnet werden. 
Man kann einer Abbildung vier Bedingungen, einzeln oder zusammen, aof- 
legen ^ nämlich: Dass sie stets einen Sinn habe, nie mehrdeutig sei, dass 
die durch a vermittelte Abbildung nie undeutig oder nie mehrdeutig sei 
Diese Bedingungen di-ücken sich beziehungsweise durch die Subsumtionen: 

l'=^a;a, a;a=^l', l'=^a;a, a; a =^ l' 
aus. Durch Kombination dieser vier Bedingungen ergeben sich 15 Typen 
von Abbildungen, die in neun Haupttypen zerfallen. Zwei Relative a' nnd 
a" vom nämlichen Typus liefern in a'; a"; h eine Abbildung von demselben 
Typus. 
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EHtlllt ein Relativ x die erste und zweite Bedingung, so heisst es 
„Funktion von — " oder „Bild von — " (im engsten Sinne des Wortes) 
and wird durch die Gleichung l'fx^x definiert. Das Relativ a?, das 
der dritten und vierten Bedingung genügt, heisst „Argument" oder „Ob- 
jekt von — ". Eines, das die Gleichungen 

erftUlt, genügt aber vier Bedingungen und heisst „Substitution". Man kann, 
wie Verfasser zeigt. Relative, die die eine oder andere dieser Bedingungen 
erfüllen, als Funktionen eines unbestimmten Relativs finden. Die Über- 
einstinmiung des hier aufgestellten Begriffs einer Substitution mit dem ge- 
wöhnlichen wird eingehend dargelegt. 

Zwei Systeme a und b heissen nach Cantor imd Dedekind „gleich- 
mächtig" oder „ähnlich" (aa^b), wenn sie sich gegenseitig eindeutig 
aufeinander abbilden lassen. Schröder stellt diese Aussage in mehreren 
Formen dar, deren einfachste ist, dass ein Relativ z existiert, für das 

b^z\a^ a«='?;6, ;ef=^a&, z\z+^'^fi^V 

ist. Diese Definition gestattet eine Anzahl Dedekind scher Sätze zu be- 
weisen, ohne dass man nötig hat, auf die Individuen zurückzugehen, die 
die Systeme konstituieren. Die Aufgabe, die sich hieran schliesst, die Be- 
dingung a m b durch Gleichungen auszudrücken, die nur die Symbole a 
und b enthalten, lässt sich bis jetzt bloss in den einfachsten Fällen lösen, wo 
die Denkbereiche wenige Individuen enthalten. Sieht man davon ab, dass die 
Abbildung gegenseitig eindeutig sein soll, so giebt die Untersuchung des 
Verfassers die Subsumtion a^l\b als Bedingung, und wenn diese erfüllt 
ist, ist die Abbildung stets möglich. Auch die Sätze Dedekinds über 
diese Abbildungsart werden vom Verfasser durch Rechnung bewiesen. 

Der unermüdliche Fleiss und der grosse Scharfsinn, mit dem Schröder 
es verstanden hat, die an sich schwierigen und durch häufigen Wechsel der 
Bezeichnungen fast unverständlichen Ideen von Peirce aus dessen Abhand- 
inngen herauszuziehen und in einem lesbaren Buche darzustellen, verdient 
hohe Anerkennung. Er hat auch an sehr vielen Stellen Eigenes zu der 
Theorie beigetragen, um sie auszugestalten und abzurunden. Wenn man 
sich die wenigen Rechnungsregeln zu eigen gemacht hat, ist es auch nicht 
schwierig, die Rechnungen in dem Buche zu verfolgen, da sie meistens sehr 
ansföhrlich gegeben sind, so dass auch der wenig Geübte sich von der 
Richtigkeit überzeugen kann. 

Referent ist der Ansicht, dass die Auffindung von Problemen, die 
nicht ad hoc gemacht sind, sondern sich sozusagen in der Natur vorfinden, 
tmd durch logische Rechnung, sei es mit dem identischen oder dem Relativ- 
kalkul, leichter gelöst werden können, als auf gewöhnlichem Wege, 
eine Lebensfrage für diese ganze Disziplin ist. Wenn dies gelänge, so 
würde ein solcher Erfolg die Theorie nicht nur den Mathematikern und 
Logikern viel annehmbarer erscheinen lassen, sondern auch wesentlich zu 
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ihrer Aasgestaltung beitragen. Denn die Behandlang der Aufgaben würde 
lehren, was in der Theorie als unwesentlich auszuscheiden und was weiter 
zu entwickeln wäre. Vielleicht bringt die zweite Abteilung des dritten 
Bandes des Schröderschen Werkes, die hoffentlich bald erscheint, solche 
Probleme. J. Lüroth. 

Jnlins Plflckers gesammelte wissenschaftliche Abhandlnngen. Im Auf- 
trage der königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen heraus- 
gegeben von A. ScHOENFLiES uud Fr. Pockels. I. Mathematische 
Abhandlungen. Herausgegeben von A. Schoenflies. Leipzig 1895. 
B. G. Teubner. XXXV und 620 S. 

Die Georoeter werden es mit Freude begrüssen, dass sich den Klassiker- 
auFgaben von Poncelet, Möbius, Steiner und Grassmann nun auch 
die von Plücker zugesellt. 

Denn die Leistungen Plückers beherrschen nicht nur die moderne 
Geomitrie, sondern auch auf manche Gebiete der Analysis haben seine 
grundlegenden Ideen fruchtbar eingewirkt, es sei etwa nur an die Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen erinnert und an die Rolle, welche der 
„Wechsel des Baumelementes" daselbst spielt. 

Der Inhalt des vorliegenden Bandes umfasst die mathematischen Ab- 
handlungen Plückers; voraus geht die bekannte Gedächtnisrede von 
Clebsch, während den Schluss (zirka 30 Seiten) Anmerkungen des Heraus- 
gebers bilden. Die Aufgabe des letzteren war keine leichte, da die Original- 
drucke an mannigfachen Druckfehlem und Ungenauigkeiten leiden. Herr 
Schoenflies hat eine Art Mittelweg eingeschlagen; bei geringfügigen und 
ausserlichen Fehlern hat er den Text ohne weitere Angabe korrigiert, die 
bedenklicheren Stellen sind je nachdem unverändert abgedruckt oder ver- 
bessert, in beiden Fällen aber in den Anmerkungen einer Erörterung unter- 
zogen worden. 

Die Anmerkungen enthalten aber noch mehr, sie bieten eine Fülle er- 
gänzender und aufklärender historischer Hinweise, für die der Leser nicht 
dankbar genug sein kann. So hat der berühmte Streit zwischen Poncelet 
und Gergonne über das Prinzip der Dualität eine eingehende Würdigung 
erfahren, unter Wiedergabe der wichtigsten Original belege; vielfach wird 
darauf hingewiesen, in welchem Verhältnis eine Abhandlung zu den selbst- 
ständig erschienenen Schriften Plückers steht; ferner wird gezeigt, wie sich 
der Gedanke der Dreieckskoordinaten fast gleichzeitig bei Bobillier, 
Möbius und Plücker entwickelt hat u. s. f. 

Plücker war einer der Schrifteteller, denen eine zu grosse Gedanken- 
fülle nicht immer Muße lässt zu einer präzisen und einwandfreien Dar- 
stellung, von einzelnen Irrtümern ganz abgesehen. So hat es sich denn 
der Herausgeber ganz besondere Mühe kosten lassen, alle irgendwie 
zweifelhaften Stellen zu kommentieren. In einigen Punkten wird vieUeicht 
der Leser, wie nicht anders zu erwarten ist, anderer Meinung sein. 
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Beferent will sich hier auf eine einzige Stelle beschränken, die ihm 
besonderes Interesse darzubieten scheint. 

Es handelt sich um den höheren Eontakt zweier algebraischen Flächen. 
Plücker betrachtet unter anderen eine vorgelegte Fläche dritter Ordnung jPj, 
and fragt nach den Bedingungen, unter denen eine unbekannte Fläche 
zweiter Ordnung F^ in einem gegebenen Punkte P der F^ einen 
Kontakt dritter Ordnung mit der F^ hat. Das (rechtwinklige) Koordinaten- 
system wird so gelegt, das P der Anfangspunkt und die o?^- Ebene ge- 
meinsame Tangentialebene ist. Dann ergeben sich schliesslich zwei Be- 
dingongsgleichungen für die Koeffizienten der JP3, die nach Plücker aus- 
sagen, dass — bei ihrem Erfülltsein — zwei Gerade durch P hindurch- 
gehen, die ganz auf der JPj liegen. Wenn nun der Herausgeber gegen 
Plücker einwendet: „Diese beiden Gleichungen sind nicht Bedingungs- 
gleichungen für die Fläche dritter Ordnung, sondern vielmehr Bedingungs- 
gleichungen für die Lage des Koordinatensystemes . . ^\ so scheint er damit 
doch Plücker Gewalt anzuthun. Denn P ist ja eben ein festgegeben ge- 
dachter Punkt der F^^ wie stets in der ganzen Abhandlung bei ähnlichen 
Anfgaben. Hätte Plücker den weiteren Schritt gethan, und P als ge- 
sachten Punkt der F^ aufgefasst, so würde er, 20 Jahre vor Salmon und 
Cayley, zur Existenz der 27 Geraden der F^ gelangt sein. 

W. Fr. Meyer. 

Grnndzflge der Geometrie von mehreren Dimensionen und mehreren 
Arten geradliniger Einheiten in elementarer Form entwickelt. 

Von G. Veronese. Mit Genehmigung des Verfassers und nach einer 
neuen Bearbeitung des Originals übersetzt von A. Schepp. Leipzig 1894. 
B. G. Teubner. XL VI und 710 S. 

Das vorliegende Werk ist eines der eingehendsten und zugleich merk- 
würdigsten von den bisher über die Grundlagen der Geometrie erschienenen. 
Die Vorrede, in der der Verfasser, wie er sagt, einen Rechenschaftsbericht 
über seine Auffassungsmethode und Ergebnisse erstattet, umfasst 34 Seiten; 
der Einleitung „über die abstrakten mathematischen Formen" ist ein gutes 
Drittel des Buches gewidmet. Der Hauptstoff nimmt fast 400 Seiten ein; 
er zerlegt sich in zwei Teile, von denen der erste der Reihe nach die 
Gerade, die Ebene und den Raum von drei Dimensionen, der zweite den 
Ranm von vier, und mehr Dimensionen behandelt. Ein Anhang enthält eine 
wertvolle historisch -kritische Studie über die Prinzipien der Geometrie nebst 
einigen weiteren Noten. Wichtiger als diese Äusserlichkeiten ist die That- 
sache, dass der Verfasser sich bemüht hat, die sämtlichen Begriffe, deren 
er für den Aufbau seines Systemes benötigt, bis auf die ersten logischen 
Quellen zurück zu verfolgen. 

Der Verfasser tritt von vornherein der weit verbreiteten Anschauung 
entgegen, als ob die abstrakten oder numerischen Mannigfaltigkeiten von 
«Dimensionen mit den eigentlich sogenannten geometrischen Räumen ver- 
tauscht werden dürften, und als qb-jM» diese Räume nur mittels der 
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Analysis siclier behandeln könne. Das Bach verfolgt gerade das Ziel, die 
Geometrie der Bäume von mehr als drei Dimensionen als reine Wissenschaft 
Tollkommen analog derjenigen der Ebene und des gewöhnlichen Raumes zn 
entwickeln, so zwar, dass die Geometrie von mehr als drei Dimensionen 
von ihren Anwendungen auf den gewöhnlichen Baum unabhängig erscheint. 

Um dies deutlicher zu machen, sei gleich betont, wie der Verfasser 
auf konstruktivem Wege der Reihe nach die Räume von 2, 3, . . . Dimen- 
sionen aus Punkt und Gerade, die ihm die einzigen unabhängigen Banm- 
elemente sind, aufbaut. Nachdem einmal die Begriffe von Punkt und Ge- 
rade festgelegt sind, wird ein weiterer Punkt P ausserhalb der Geraden 
als existierend angenommen, und nun entsteht die Ebene, kurz gesagt, als 
das Büschel von Strahlen, die P mit den Punkten der Geraden verbinden, 
entsprechend der gewöhnliche Raum als Strahlbündel u. s. f. 

Auf ähnliche Weise hat man in der That in neuerer Zeit eine rein 
geometrische Theorie der Kurven und Flächen n**' Ordnung und ihrer Polar- 
gebilde geschaffen. 

Sehen wir zunächst von den Einwänden ab, die fragen, ob die auf 
diese Art konstruierten Räume wirklich die Gesamtheit aller Euklidischen 
und Nicht -Euklidischen Räume erschöpfen, so lag jedenfalls für den Ver- 
fasser die Hauptschwierigkeit darin, geeignete Definitionen für den Punkt 
und für die Gerade, als einen gewissen Inbegriff von Punkten, aufzustellen. 

Beiden Begriffen liegt der der „abstrakten mathematischen Fonn" 
als allgemeines Denkschema zu Grunde: Man hat darunter die geistigen 
Gegenstände zu verstehen, deren Merkmale das Ganze, die Teile, die Ord- 
nung und die Art der Position sind (S. 18); der eingehendsten Diskussion 
dieser Formen und ihrer Verknüpfungen ist eben die umfassende Einleitung 
gewidmet. 

Mehrere Dinge der „Ordnung" nachdenken, heisst das eine nach dem 
anderen denken (S. 8), die Dinge heissen dann das erste, zweite, dritte u.s.f. 
Von der Position wird nur gesagt: „Wenn zwei Dinge verschieden sind, 
so können wir, auch wenn sie identisch sind, von ihnen sagen, sie hätten 
eine verschiedene „Position" (S. ö). 

Wegen der Unbestimmtheit, die hierin für manchen noch liegen möchte, 
führen wir ein Beispiel mit den Worten des Verfassers an: „Nachdem die 
Vorstellung Ä gesetzt ist, wiederhole ich die Vorstellung Ä und dann wieder 
die Vorstellung Ä. Wenn man die während jeder Wiederholung verflossene 
Zeit in Betracht zieht, so erhält man ein in dem Begriff einfacher Reihen- 
folge und Ordnung nicht enthaltenes Positionsverhältnis, da die während 
der ersten Wiederholung verflossene Zeit von der während der zweiten ver- 
flossenen verschieden sein kann" (S. 18). 

Unter „Grundelement" vrird allgemein eine beliebige gegebene erste 
Form, unter „Grundelementen" alle mit jener identischen Formen ver- 
standen; ihre Verschiedenheit ist dann eben durch die Position gegeben (S. 58). 
Für die Geometrie ist nun das Grundelement der „Punkt". Der Begriff 
des Punktes wird uns durch in Wirklichkeit ausser uns in der äusseren 
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Umgebung existierende Gegenstände geliefert, z. B. durch das Ende eines 
Fadens. Abstrahiert man yon seinen physischen Eigenschaften, so erweckt 
das Ende des Fadens in ans die Yorstellung von demjenigen, was wir als 
Grandelement ansehen, oder von dem Punkt. Alle Punkte sind identisch. 
Ans den Grundelementen werden nun „Systeme einer Dimension" auf- 
gebaut^ denen man noch die Beschränkung auferlegen kann, „homogen^' 
za sein, das ist im wesentlichen, sich in gleichartige Teile („Segmente") 
zerlegen zu lassen (S. 71, 72). 

Hierbei ist unter System einer Dimension die durch eine beliebige 
Reihe von Elementen und die umgekehrte Reihe gegebene Form, deren 
Ordnung von einem beliebigen ihrer Elemente an gegebenes Merkmal der 
Form ist; jeder Teil des Systemes, der wenigstens zwei verschiedene Ele- 
mente enthält, heisst Segment des Systemes. 

Ist überdies ein solches homogenes System einer Dimension, von einem 
gegebenen Element desselben aus, nach beiderlei Richtung identisch, so 
wird es ein „in der Lage seiner Teile identisches System" genannt. Für 
ein derartiges System wird schliesslich auch der Stetigkeitsbegriff eingefOhrf, 
der ziemlich verwickelter Natur ist. Es genüge die Andeutung, dass sich 
der Verfasser hierin gedanklich der bekannten Dedekind sehen Schnitt- 
definition anschliesst, nur dass ihm eben nicht die Gesamtheit der rationalen 
Pmikte zu Gebote steht und er genötigt ist, durch abstrakte ümschmelzung 
Ton Anschanungsmomenten dafOr logische Merkmale allgemeiner Art zu 
sobstitaieren. 

Nach diesen Erklärungen sind wir zur Not im stände, das zu erklären, 
was der Verfasser unter „Gerade" versteht: „Es giebt ein in der Position 
seiner Teile identisches Punktesystem einer Dimension, welches durch zwei 
seiner Punkte, die verschieden sind, bestimmt ist und stetig ist." „Dieses 
System heisst gerade Linie." 

Nunmehr wir bis zu diesem Fundament der Theorie vorgedrungen 
sind, sei es gestattet, über die bisher aufgeführten Festsetzungen einiges 
zu bemerken. 

Man erkennt bald, dass der wichtigste der angeführten Begriffe der 
der Position ist. Gehören Ganzes und Teile der reinen Logik an, ist die 
„Ordnung" die Grundlage der Arithmetik, so soll die „Position" das 
spezifisch -geometrische Element abgeben, ja man könnte geradezu im Sinne 
des Verfassers die Geometrie (im unendlichen Gebiete) als Lehre von der 
Position auffassen. Da sollte man erwarten, dass ein so bedeutungsvoller 
Begriff scharf festgelegt wird, dass sein Umfang genau abgegrenzt wird, 
dass gezeigt wird, wie die Geometrie je nach der stufenweisen Ent- 
wickelung dieses Begriffnes verschiedene Stadien durchläuft u, s. f. Der Ver- 
^er begnügt sich aber mit einer rein negativen Definition, wonach die 
Position als ein gemischtes Etwas erscheint, das bei einem geometrischen 
Gebilde ausser „Ganzes, Teile und Ordmmg" noch existiert, führt zur 
Erläuterung nur einige wenige Beispiele an, und gebraucht je nach seinen 
Zwecken den Begriff in grösserer oder geringerer Ausdehnung. Hätte der Ver- 
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fasser ausser der Geraden (und dem Kreise) noch andere Kurven betrachtet» 
so wäre er genötigt gewesen, positive Lagerungsgesetze für die Punkte be- 
stimmter Kurven anzugeben; für die Gerade reicht sein Positionsbegiiff 
eben hin, da auch diese in negativer Weise festgelegt wird, als ein Gebilde, 
dem der grösste Teil der Eigenschaften irgend einer krummen Linie nicht 
zukommt. 

So hat denn freilich der Verfasser den bekannten Standpunkt Euklids 
überwunden (wonach die Gerade durch die überhaupt nicht definierte Gleich- 
förmigkeit beziehentlich ihrer Punkte erklärt wird), aber der Leser erhält 
nicht die Überzeugung der Existenz seiner „Geraden/^ Hier greift auch 
ein Einwand ein, den W. Kill in g in einer (unten zitierten) Arbeit macht: 
der Verfasser betrachte immer nur die Gerade (und entsprechend weiterhin die 
Ebene u. s. f.) als solche, unabhängig von ihrer Lage im Baume; Beispiele, 
die V. Helmholtz und er (Killing) gefunden hätten, zeigten aber, wie eine 
Gerade oder eine Ebene für sich definierbar sei, die doch niemals Grenz- 
gebilde einer nächst höheren Mannigfaltigkeit sein könne. 

Da im Unendlichen der Positionsbegriff überhaupt versagt, so setzt 
der Verfasser hier mit arithmetischen Hilfsmitteln ein. Diese Hilfsmitt«! 
sind sozusagen zweischneidiger Natur; neben dem Unbegrenzten^ das im 
wesentlichen von denselben Gesetzen beherrscht wird, wie das Endliche 
selbst, fährt er als toto genere aliud das absolut oder aktual Unendliche 
ein: umgekehrt, indem er von einer unbegrenzten respektive absolut -unend- 
lichen Einheit ausgeht, gelangt er entsprechend zu zwei Arten von Stetigkeit, 
der relativen und der absoluten. 

Der Erfolg ist freüich zunächst ein weittragender: indem die gemeiaten 
Begriffe dem Parallelismus zu Grunde gelegt werden, wird nicht nur der 
Lihalt der Geometrie ein reicherer, sondern der Verfasser ist unter anderem 
nicht genötigt, mit Euklid die Lehre von den parallelen Geraden in der 
(vorher festgelegten) Ebene zu studieren, vielmehr kann er den umgekehrten 
Weg einschlagen und so Sätze logisch beweisen, die sonst auf die An- 
schauung zurückgeführt werden. Noch mehr, der Verfasser ist z. B. im 
stände, zwei Gebiete verschiedener Dimension punktweise eindeutig und 
stetig aufeinander zu beziehen, während bisher die Stetigkeit hierbei preis- 
gegeben werden musste. 

Es wird aber wohl nur wenige Leser geben, die davon überzeugt 
wären, warum die G an torschen transfiniten Zahlen — die doch gerade auf 
seinem Wege lagen — für den Verfasser unannehmbar gewesen seien, und 
dass seine aktual unendlichen Zahlen Existenzberechtigung haben. Herr 
Oantor hat sich denn auch neuerdings (Math. Ann. 46) scharf gegen den 
Verfasser gewandt und ihm vorgeworfen, dass seine grundlegende Definition 
der Gleichheit zweier Zahlen (S. 31) einen Zirkel enthalte, insofern sie 
eben diesen Begriff bereits involviere. 

Der Referent begnügt sich, da er sonst Gefahr laufen würde, selbst 
ein Buch zu schreiben, mit diesen wenigen Hindeutungen, und verweist 
den Leser auf das Werk selbst, auf die en\'ähnten Arbeiten von Killing, 
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Cantor, sowie auf. eine vortreffliche Besprechung von Schönflies (Göttinger 
Anzeiger 1895). 

Trotz der Einwände, die schon gemacht sind und noch in Aussicht 
stehen — die der Verfasser sicher nicht unbeantwortet lassen wird* — sei 
aber doch betont, dass das vorliegende Werk, ganz abgesehen von der be- 
wnnderangswürdigen Systematik des Ganzen, im einzelnen soviel des Eigen- 
artigen und Neuen aufweist, dass die Geometer nicht umhin können werden, 
sich ernstlich damit abzufinden. Sollte es sich auch als notwendig erweisen, 
einzelne Teile des kühnen Bauwerks von Herrn Veronese umzugestalten 
oder auch ganz herauszunehmen, so ist die Möglichkeit nicht ausgeschlossen, 
dass trotzdem der Charakter des Ganzen, die möglichste Auflösung der 
Anschauungsmomente in ihre logischen Urelemente erhalten bleibt. 

Besondere Anerkennung verdient es noch, dass der Verfasser wohl 
kanm eine Arbeit eines anderen Forschers, die in seine Materie irgendwie 
eingreift, unbeachtet gelassen hat, und dass er dieser erdrückenden Mannig- 
faltigkeit von Richtungen gegenüber stets seine Selbständigkeit wahrt. 

Die Übersetzung ist eine treue, vielfach zu treue. ^ Yr. Meyer. 

Bemerknngen über Veroneses transflnite Zahlen. Von W. Killing. Pro- 
gramm der Akademie. Münster 1895. Bredt. 11 S. 
Siehe das voraufgehende Referat. ^. Yr, Meyer. 



Geometricals Conics by F. S. Macaulay, M. A. Assistant Master at St. Paul's 
School. At the University Press. Cambridge 1895. 
Der Inhalt dieses Buches bildet eine Ableitung der Eigenschaften der 
Kegelschnitte auf elementar -geometrischem Wege. Als Definition derselben 
dient das konstante Verhältnis des Abstandes eines Punktes von Brenn- 
punkt und Leitlinie. Der Verfasser meint, dass über die beste Anordnung 
dieses Gebietes die Ansichten verschieden sind. Das ist wohl richtig, aber 
gegen die hier befolgte Anordnung Hesse sich doch sehr viel einwenden. 
Nachdem er zunächst eine Darstellung der Grundeigenschaften der Kegel- 
schnitte gegeben hat, unterbricht er dieselbe, um eine Zusammenstellung von 
Definitionen zu geben, die für den Leser zunächst unverständlich sind. 
Dass sie dort unpassend sind, sieht er selbst ein, da er dem Studierenden 
empfiehlt, dieselben zunächst auszulassen. Wäre es daher nicht praktischer, 
diese Zusammenstellung an den Schluss des Buches zu setzen? Hierauf folgt 
eine Erörterung über Maßeinheiten und über die unendlich ferne Gerade, 
welche besser der Betrachtung über die Kegelschnitt« hatte vorausgeschickt 
werden können. Ein sich besonders häufig bemerkbar machender Fehler ist 
es, dass der Verfasser zu wiederholten Malen auf Sätze Bezug nimmt, die erst 
später bewiesen werden. So benutzt er z. B. Kapitel 1 den erst in Kapitel 9 
bewiesenen Satz, dass der Schnitt eines geraden Kreiskegels mit einer Ebene 
mit dem auf oben angegebene Weise definierten Kegelschnitt übereinstimmt. 

* Eine solche Antwort ist inzwischen in den Mathem. Annalen Bd. 47 er- 
schienen, worauf alsbald eine Gegenantwort von Killing (ebenda Bd. 48) erfolgt ist. 



Digitized by VjOOQIC 



68 Historisch -litterarische Abteilung. 

Wenig gründlich sind auch die Erörterungen über Stetigkeit b 
Kapitel 10, in dem sich der Verfasser mit Allgemeinheiten behilft, die bei 
einer strengen Beweisführung nicht verwendbar sind. So sagt er: „A varying 
magnitude generally, but not invariably, changes sign from positive to 
negative, or negative to positive, when it passes throngh a zero valne; 
and the same happens when it passes throngh an infinite value'' and be- 
merkt hierzu: „It is in fact evident, indepedenüy of anj Illustration of the 
law, that a varying magnitude must in general change sign, when it 
passes through a zero value, viz. from positive to negative if decreasing, 
and from negative to positive if increasing/' Der Inhalt des Buches ist 
sehr reichhaltig; um nicht zu weitläufig zu werden, so sei nur die ziem- 
lich ausführliche Behandlung konfokaler Kegelschnitte erwähnt. Das letzte 
Kapitel enthält die projektivischen Punktreihen und Strahlenbüschel, sowie 
die Darstellung der Kegelschnitte mit Hilfe derselben. Eine grosse Anzahl 
von Aufgaben bietet reichen Stoff zu Übungen dar. ^^^ Meyer. 



Ebene Geometrie von G. Mahler, Professor der Mathematik am Gym- 
nasium in Ulm. Mit 115 zweifarbigen Figuren. Stuttgart 1895. 
G. J. Göschensche Verlagshandlung. 

Das vorliegende Werk enthält die wichtigsten Sätze des behandelten 
Gebietes. Von den meisten ' anderen Lehrbüchern unterscheidet es sich 
durch die zum Beweise verwandten Hilfsmittel, Drehung eines Teiles der 
Figur um eine Axe oder einen Punkt und die damit zusammenhängenden 
Begriffe der axialen und zentralen Symmetrie. Ob der Schüler sich leicht 
mit diesen vertraut machen wird, lässt sich nur durch längere Versuche 
entscheiden. Schon ein Blick auf die Figuren bei den Kongmenzsatzen 
zeigt, dass hier Schwierigkeiten zu überwinden sind. Allerdings werden 
dieselben durch die praktische Ausführung der Figuren verringert, da die 
Hilfslinien rot eingezeichnet sind und sich hierdurch deutlich von den an- 
deren abheben. Auch eine hinreichende Anzahl von Übungsbeispielen ist 
vorhanden; vielleicht wäre es wünschenswerter, dass manches ans dem 
Übungsstoff in den eigentlichen Lehrteil herübergenommen wird, wo man 
es bei den meisten anderen Lehrbüchern zu finden gewohnt ist. 

Max Meyer. 

Der logische Algorithmus in seinem Wesen, in seiner Anwendung m' 
in seiner philosophischen Bedentnng. Von Joseph Homtheim, S. J. 
Berlin 1896. Verlag von Felix L. Dames. 

Der Zweck dieser kleinen Schrift ist, die Grundzüge desjenigen Ge- 
bietes auseinander zu setzen, welches sonst unter dem Namen „Algebra 
der Logik" oder „Logischer Kalkül" bekannt ist. Dieser Zweig der Wissen- 
schaft macht es sich zur Aufgabe, die logischen Operationen auf ein rech- 
nerisches Schema zurückzuführen. Der Verfasser giebt nun keine erschöpfende 
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Darstellung des ganzen Gebietes, bereichert dasselbe aber durch mancherlei 
beachtenswerte Vereinfachungen. Die Darstellung ist im allgemeinen über- 
sichtlich, wenn auch manche Beweise etwas kurz ausgefallen sind. Wohl- 
thuend wirkt besonders die Mässigung, mit welcher der Verfasser die Be- 
deutung des Gegenstandes beurteüt. Mit Recht hebt er hervor, dass der 
„Logische Algorithmus" nicht die gewöhnliche Logik verdrängen, sondern 
sich derselben nur als Hilfsmittel nutzbar machen soll. Da die deutsche 
Litterator über dieses Gebiet nicht allzu reichlich und es nicht jedermanns 
Sache ist, ein so umfangreiches Werk wie das von Schröder durchzuarbeiten, 
so kann man das Erscheinen dieser Abhandlung nur willkommen heissen. 

M^x Meyer. 

Die Gmndlehren der ebenen Trigonometrie. Ein Leitfaden for den 
Unterricht mit Übungsaufgaben von Jos. Lenqauer, Professor am 
königl. alten Gynmasium zu Würzburg. Kempten 1896. Verlag der 
Jos. Köselschen Buchhandlung. 

Dieses Lehrbuch der Trigonometrie ist mit Rücksicht auf die Lehr- 
plane der bayerischen Gymnasien entstanden. Infolgedessen hat sich der 
Verfasser nur auf das für diesen Zweck Notwendige beschrankt, wohin- 
gegen die Übungsaufgaben eine reichliche Auswahl darbieten. Die Dar- 
stellung ist klar und dem Verstöndnis des Schülers angemessen. Was die 
Anordnung des Lehrstoffes betrifft, so werden im ersten Abschnitt die 
trigonometrischen Funktionen spitzer Winkel erläutert, dem sich im 
zweiten die Trigonometrie des rechtwinkligen Dreiecks anschliesst. Der 
dritte Abschnitt behandelt die Goniometrie, der vierte die Trigonometrie des 
schiefwinkligen Dreiecks. Max Meter. 

Zur Konstruktion des Schwerpnnktes einer ebenen Vielecksflftche. 

Beilage zum Jahresberichte des Gymnasiums Schaffhausen für 1894/95. 
Von Dr. Julius Gysel, Direktor des Gymnasiums. Schaffhausen, 
Buchdruckerei von Belli & Böcherer. 

Zieht man in einem Dreieck durch die Ecken Parallele zu den gegen- 
überliegenden Seiten, so entsteht ein dem ursprünglichen ähnliches Dreieck, 
nnd die Verbindungslinien der Ecken desselben mit entsprechenden Dreiecks- 
ecken schneiden sich im Schwerpunkt. Diese Konstraktion lässt sich ohne 
Anwendung des Zirkels mit Hülfe des Lineals und Winkeldreieckes aus- 
führen. Herr Edmond Henry hat eine mit denselben Hilfsndtteln aus- 
ffibrbare Konstruktion für das Viereck geliefert, und Verfasser vorliegender 
Abhandlung stellt sich die Aufgabe, eine derartige Konstruktion für ein 
beliebiges Vieleck zu finden. Er giebt für dieselbe drei Lösungen, von 
denen die dritte ®^^ Kombination der ersten und zweiten ist. 

Max Meter. 
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Le^ons snr Fintegration des iqnations diffi6rentielles de la Mto&niqne 

et applications par P. Painlev^, Maitre de Conferences a la facölte 

des Sciences de Paris. Paris 1895. Librairie scientifiqne A.Hermann. 

Der Verfasser hat sich zur Aufgabe gemacht, die Integrationsmethoden 

von Lagrange, Poisson, Hamilton, Jacobi etc. in Bezug auf die in 

der Mechanik gebräuchlichen Gleichungen auseinander zu setzen. Den 

Mittelpunkt der Entwickelungen bilden die Gleichungen von Lagrange in 

der Form: d f dT \ dT ^ 

und besonders werden die Integrationsmethoden von Jacobi behandelt 
Gelegentlich werden auch die Untersuchungen neuerer Forscher, wie z. B. 
eine Arbeit des Herrn Staeckel berücksichtigt und auch auf die Unter- 
suchungen des Herrn Lie wird die Aufmerksamkeit gelenkt. Wie schon 
aus dieser Inhaltsangabe hervorgeht, ist das Werk kein eigentliches Lehr- 
buch der Mechanik, sondern es setzt im Gegenteil bei dem Leser eine 
sichere Kenntnis der mechanischen Grundlagen voraus, denn die kurze 
Behandlung einiger Sätze der Mechanik in den ersten Lektionen kann nur 
als Repetition dienen. Wenn der Studierende über die notwendigen Voi^ 
kenntnisse verfügt, so wird ihm die Durcharbeitung dieses Werkes gewiss 
von grossem Nutzen sein, besonders da zu den einzelnen Sätzen zahlreiche 
und interessante Beispiele gegeben werden. Störend machen sich nur die vielen 
Druckfehler bemerkbar. Max Meyer. 
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, Tafeln für die Teilung der Dreiecke, Vierecke und Polygone. 2. Aufl. 
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1 — 10009 auf vier Dezimalstellen, nebst einer Produktentafel, einer 
Quadrattafel, einer Tafel z. Berechnung d. Kathete u. Hypotenuse u. z. Be- 
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Internationaler Mathematiker-Kongress 
in Zürich 1897. 



Wie bekannt sein wird, ist die Frage eines internationalen Mathe- 
matiker-Kongresses seit längerer Zeit Gegenstand lebhafter Verhand- 
lungen seitens der Pachgenossen. Im Hinblick auf die Erfolge, welche 
durch internationale Verständigung auf andern Wissensgebieten erzielt 
worden sind, wurde die Wünschbarkeit einer internationalen Vereinigung 
auch der Mathematiker von allen, die sich mit der Frage beschäftigen, 
einmütig betont. Nachdem auf Grund mannigfacher mündlicher und 
schriftlicher Korrespondenzen das Projekt eine festere Gestalt an- 
zunehmen begonnen hatte und auch die Ortsfrage wiederholt in Er- 
wägung gezogen worden war, wurde es allgemein als zweckmässig 
bezeichnet, dass der erste Versuch von einem Lande ausgehen möchte, 
das durch seine Lage, seine Verhältnisse und durch seine Tradition 
zur Anbahnung internationaler Beziehungen besonders geeignet sei. 
So richteten sich denn bald die Blicke nach der Schweiz und ins- 
besondere nach Zürich. 

Obwohl sich die Züricher Mathematiker keineswegs die Schwierig- 
keit des Unternehmens verhehlten, glaubten sie doch, im Interesse der 
Sache die Anregungen, die ihnen von den verschiedensten Seiten her 
zugegangen waren, nicht von der Hand weisen zu dürfen. Sie erklärten 
sich daher gerne bereit, die erforderlichen Vorbereitungen zur Ein- 
berufung eines internationalen Mathematiker -Kongresses zu übernehmen 
und, soweit es an ihnen liege, das Unternehmen nach Kräften zu 
fordern. Mathematiker anderer Nationen schlössen sich ihnen an, und 
so trat das unterzeichnete internationale Komitee zusammen, mit der 
Aufgabe, für das Jahr 1897 in Zürich eine Zusammenkunft 
der Mathematiker aller Länder der Erde zu veranstalten. 

Der Kongress, an welchem teilzunehmen alle Mathematiker von 
dem Komitee ergebenst eingeladen werden, soll in Zürich am 9., 10. 
und 11. August 1897 in den Räumen des eidgenössischen Polytechnikums 

Hi8t.-litt. Abt. d. Zeitachr. f. Math. u. Pbys. 42. Jahrg. 1897. 8. Heft. G 
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stattfinden. Das Komitee wird nicht verfehlen, rechtzeitig das genauere 
Arbeitsprogramm vorzulegen und sich alsdann die Zusage zur Beteilig- 
ung an dem Kongresse zu erbitten. Immerhin darf schon jetzt darauf 
hingewiesen werden, dass naturgemäss die wissenschaftlichen und die 
geschäftlichen Verhandlungen sich vorzugsweise um solche Fragen 
gruppieren werden, die ein allgemeineres Interesse besitzen und denen 
eine prinzipielle Bedeutung innewohnt 

Die Bedeutung wissenschaftlicher Kongresse beruht aber nicht 
minder auch auf der Pflege persönlicher Beziehungen. Das Lokal- 
komitee wird es sich angelegen sein lassen, auch dieser Seite des zu 
veranstaltenden Kongresses seine Aufmerksamkeit zuzuwenden und 
durch Entwerfung eines bescheidenen Festprogrammes Rechnung zu 
tragen. 

Mögen die Erwartungen, welche sich an diese erste internationale 
Mathematikervereinigung knüpfen, in Erfüllung gehen! Möge eine 
zalilreiche Beteiligung die wissenschaftlichen und persönlichen Bezieh- 
ungen der Fachgenossen fördern im Interesse gemeinsamer Arbeit und 
des Fortschrittes der mathematischen Wissenschaft! 

H. Bleuler, Präsident des Schweiz. Schulrates, Zürich. 
H. Burkhardt, Prof. an der Universität Zürich. L. Cremona, Prof. in 
Rom. G. Dumas, Assistent am eidg. Polytechnikum Zürich. J.Franel, 
Prof. am eidg. Polytechnikum Zürich. C.F.Geiser, Prof. am eidg. Poly- 
technikum Zürich. A. Co. GreenMU, Prof. in Woolwich A. Hersog, 
Direktor des eidg. Polytechnikums Zürich. G.W. Hill, Prof. in West- 
Nyack (U.S.A.). A.Hiirwits, Prof. am eidg. Polytechnikum Zürich. 
F. Klein, Prof in Göttingen. A. Markoff, Prof. in Petersburg. F. Hertens, 
Prof. in Wien. H. Minkowski, Prof. am eidg. Polytechnikum Zürich. 
G.Mittag-Leffler, Prof. in Stockholm. G. Oltramare, Prof. in Genf. 
H. Foincar^, Prof. in Paris. J. Bebstein, Assistent am eidg. Poly- 
technikum Zürich. F. Budio, Prof. am eidg. Polytechnikum Zürich. 
K. Vondermühll, Prof. in Basel. F. H.Weber, Prof. am eidg. Poly- 
technikum Zürich. 

(KöiTespondcnzen in Angelegenheiten des Kongresses sind an Prof. Geiser, 
Küsnacht- Zürich zn richten.) 
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Abriss des geometrischen Kalküls. Nach den Werken Grassmanns be- 
arbeitet von Ferd. Kraft, Privatdozent au der Universität Zürich. 
Leipzig 1893. B. G. Teubner. XII und 255 S. 

Die Einleitung (16 S.) entwickelt im Anschluss an Grassmanns Ä^ 
hauptsächlich die wichtigsten Sätze aus der „allgemeinen Formenlehre", 
die sich damit befasst, die Gesetze aufzustellen, die allen mathematischen 
Operationen oder gewissen Klassen derselben gemeinsam sind. 

Das erste Kapitel (46 S.) behandelt die geometrische Addition der 
Vektoren und die Summation der Punktgrössen. Die Auffassung der Zu- - 
sa.mmensetzung von Vektoren als Addition derselben wird hierbei in bekannter 
Weise motiviert; nicht so bei den Punktgrössen. Denn ein Satz wie „Weil 
Gleiches zu Gleichem addiert Gleiches giebt, so wird die Summe der Punkt- 
grössen eines Punktvereins eine gewisse Punktgrösse sein" (S. 36) kann 
doch höchstens als argumentum ad hominem gelten, ist übrigens nicht 
richtig, wenn die Summe der Gewichte der Punktgrössen Null ist (der Ver- 
fasser unterscheidet sonst zwischen Punktgrössen und Strecken). Es hätte 
sich auch hier bei dieser fundamentalen Angelegenheit des § 8 empfohlen, 
auf die leitenden Gedanken Grassmanns (^^^§94— 96) zurückzugehen, damit 
dem Leser Einführungen wie Ä-^Ä + ]t — It nicht bloss als formale Kunst- 
griffe erscheinen. Es folgen einige einfache Anwendungen, z. B. die Be- 
stimmung eines Polygons ungerader Seitenanzahl aus den Mittelpunkten der 
Seiten, der Satz von Desargues über Perspektive Dreiecke, harmonische 
Teilung der Diagonalen eines vollständigen Vierseits. 

Das zweite Kapitel (7 S.) behandelt in engem Anschluss an die ein- 
fachsten Teile des betreffenden Abschnitts in Schlegels „System der 
Baumlehre, I." die Anwendung der imaginären Einheit als Drehungsfaktor 
in der Ebene. 

Das dritte Kapitel (30 S.) entwickelt die Theorie der äusseren Pro- 
dukte, sowohl von Strecken als von Punkten nebst einigen Anwendungen 
(z. B. Gleichungen der Geraden und der Ebene in der einfachsten Form, 
Beweis des Satzes, dass die Mittelpunkte der drei Diagonalen eines voll- 
standigen Vierseits in einer Geraden liegen). 

Im vierten Kapitel (129 S.) wird der Begriff der Ergänzung eingeführt 
und der des inneren Produktes als des (äusseren) Produktes eines Faktors 

6* 
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in die Ergänzung des zweiten. Alle damit zusammenhängenden Rechnungen 
werden gesondert für Strecken und Punktgrössen und für die Systeme der 
verschiedenen Stufen durchgeführt und Anwendungen eingeflochten (Kreis- 
gleichung, Beweis des Satzes von Euler über drei merkwürdige Punkte 
des Dreiecks in gerader Linie, die Grundformeln der sphärischen Trigono- 
metrie). Die Theorie der gemischten Produkte wird soweit entwickelt, um 
damit die projektive Erzeugung der Kurven zweiter Ordnung und zweiter 
Klasse, der Regelflächen zweiter Ordnung und den Satz von Pascal be- 
handeln zu können. Die Reduktion von Linienteilen (Kräften) auf ver- 
schiedene einfachste Formen wird durchgeführt. Schliesslich werden die 
einfachsten Determinantensätze aus der Theorie der Multiplikation der ans 
n Einheiten gebildeten Zahlen abgeleitet 

Das letzte Kapitel (27 S.) behandelt anhangsweise die Elemente der 
Quatemionenlehre, anfänglich den Ideen Grassmanns folgend („Der Ort 
der Hamiltonschen Quatemionen in der Ausdehnungslehre ^^, Math. Ann. XU), 
später auch mit Benützung der Werke Hamiltons. 

Manche Stellen lassen auf flüchtige Stilisierung schliessen, so auf S. 74 
der Satz: „Besteht zwischen ihnen (zwei Spatheckflächen) die Gleichung 
aß^myö, dann fragt es sich, unter welchen Verhältnissen diese Gleich- 
ung richtig ist"; femer der gesperrt gedruckte Satz auf S. 46. Im § 7, 
letzter Absatz, wird der Ausdruck „Abweichung eines Punktes B von einem 
Punkte A" gebraucht, ohne vorher definiert worden zu sein. 

Es kommen aber auch mehrere wirkliche Fehler vor, von denen wir 
einige Proben zur Charakterisierung des Buches mitteilen müssen: Auf S. 42 
oben wird irrtümlich behauptet, dass von drei Grössen ersten Grades^ zwischen 
denen eine Zahlbeziehung besteht, zwei Strecken sein können, die dritte 
geltendes Gewicht haben kann. Ein ähnlicher Fehler findet sich am Schluss 
des folgenden § 10. — Die Ableitung der Gleichung 3) auf S. 129 ist 
^anz unbefriedigend; der Verfasser hätte nach seiner Methode ebensogut 
die Gleichung 1) links mit £^ statt mit ^ multiplizieren können und dann 
die Forderung i^s = bekommen. Für die gemischten Produkte, die hier 
auftreten, gilt eben nicht mehr das associative Gesetz. — Auf S. 140 wird 
aus den Gleichungen: 

(«-/»)l(y-') = o, 
(^-«')l(y-«) = o 

geschlossen, dass die Strecken a — ß und ß'—a' parallel sind, was auf die 
Behauptung hinauskommt, dass zwei Strecken im Raum parallel sind, wenn 
sie auf derselben dritten senkrecht stehn(!). In der That ist der folgende 
Satz: „Die Kanten der Pyramide über den Fusspunkten der Höhenstrecken 
sind parallel zu den gegenüberliegenden Kanten des Tetraeders" sogar Br 
die in Rede stehenden speziellen Tetraeder falsch, deren Höhen sich in 
einem Punkte schneiden. 

Der Verfasser hat also keinen Grund gehabt, durch den selbstgeMigen 
Ton der Vorrede, in der manche benützten Quellen zwar nebenher genannt 
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aber nicht als solche bezeichnet sind, die Erwartungen der Leser höher zu 
spannen und ihre Kritik heraoszuf ordern. Z. B. sagt er: „An diesen Grand< 
nss sollen sich in Bälde kleinere Lehrbücher für die höhere Geometrie und 
die theoretische Mechanik fügen, . . . denn erst dann kann die Tragweite 
der Schöpftmg Orassmanns in weiteren Kreisen in richtiger Weise erfasst 
werden/^ Aach wenn der Verfasser billigen Anforderungen an Korrektheit 
genügt hätte (um von Forderungen positiver Vorzüge nicht zu reden), so 
käme er doch als alleiniger Apostel Orassmanns zu spät. Dies zeigt 
nicht nur das lange Litteratur -Verzeichnis, das Schlegel vor kurzem in 
dieser Zeitschrift veröffentlicht hat („Die Grassmannsche Ausdehnungs- 
lehre ^^)y sondern auch der umstand, dass die Ausdebnungslehre und ver- 
wandte Gebiete nicht nur von den berufsmässigen Vertretern der Mathematik, 
sondern auch von Physikern gekannt und gewürdigt werden (siehe Föppls 
Einführung in die Max well sehe Theorie der Elektrizität) und zwar in 
weiterem Umfange, als sie durch Krafts Buch geboten werden, das ja die 
Infinitesimalgeometrie der Ausdehnungslehre nicht mehr behandelt. 

KONRAD ZiNDLER. 

Didaktik nnd Methodik des Rechnen-, Mathematik- nnd Physik -Unter- 
richts* von Dr. Max Simon, Professor am Lyceum in Strassburg und 
Dr. J. KiESSLiNG, Professor an der Gelehrtenschule des Johanneums 
in Hamburg. Sonderausgabe aus Dr. A. Baumeisters „Handbuch der 
Erziehungs- und Unterrichtslehre für höhere Schulen." München 1895. 
G. H. Becksche Verlagsbuchhandlung (Oskar Beck). 

Das Werk besteht aus zwei voneinander völlig unabhängigen Teilen: 
der erste umfangreichere Teil (128 S.), bearbeitet von dem zuerst genannten, 
durch seine Elemente der Arithmetik und Geometrie wohlbekannten Ver- 
fasser, handelt vom Unterricht in Rechnen und Mathematik, der zweite 
Teil (73 S.) ist dem Unterricht in Physik gewidmet. Es liegt in der Natur 
der behandelten Gegenstände, dass der Leser in manchen Punkten eine von 
den entwickelten Ansichten bald mehr, bald weniger abweichende, in Einzel- 
heiten auch wohl die gerade entgegengesetzte Ansicht hat, doch wird 
man im allgemeinen den beiden Herren Verfassern beistimmen. „Die Dar- 
stellung beansprucht keineswegs Vorschriften aufzustellen, wie es gemacht 
werden soll, sondern sucht nur zu zeigen, wie es gemacht werden kann, 
und in einzelnen Fällen, wie es trotz langjähriger Tradition nicht gemacht 
werden darf" (H. Teil S. 3). Das ganze aus reicher Erfahrung und gründ- 
lichem Studium hervorgegangene Werk bietet in didaktischer und methodi- 
scher Hinsicht viele Anregung und Belehrung, dazu eine reiche Fülle von 
Litteraturangaben, so dass jeder Anfänger in unserem Lehrfache das Buch 
gründlich studieren sollte, vielleicht würde die Lektüre desselben auch 



• So der Titel; die sprachlich richtige Form: „Didaktik nnd Methodik des 
Unterrichts in Rechnen, Mathematik und Physik" findet sich auf der letzten 
Seite des Buches. 
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manchem älteren Lehrer von Nutzen sein, und einige Kapitel mehr all- 
gemeineren Inhaltes dürften auch für den Nichtmathematiker Interesse 
haben. Als ich das Buch gelesen hatte, kam mir folgende Stelle aus 
A. W. Hofmanns trefflicher „Einleitung in die moderne Chemie" in den 
Sinn: „Es führen der Wege viele in ein unbekanntes Land, und die lang- 
gestreckte Grenze kann an zahllosen Punkten überschritten werden. Allein 
nicht alle Strassen sind gleichgebahnt, nicht alle Übergänge mit derselben 
Leichtigkeit zu bewerkstelligen. Von dem Führer, der uns begleitet, e^ 
warten wir, dass er uns kurze und sichere Wege zeige, auf denen wir 
nebenbei des Anziehenden sehen, des Nützlichen lernen." Ja, als ein soldier 
weges* und landeskundiger Führer wird sich das vortreffliche, inhaltsreiche 
Buch gewiss erweisen, das wohl verdiente, Kapitel für Kapitel besprocfaen 
zu werden, wie es ursprünglich beabsichtigt war, doch dazu wäre ein Viel- 
faches des hier zur Verfügung stehenden Eaumes nötig gewesen. Es mnss 
sich daher diese Besprechung darauf beschränken, nur ganz wenige Punkt« 
herauszugreifen, um daran einige Bemerkungen anzuschliessen. 

Im dritten Kapitel, „der Rechenunterricht", sagt der Verfasser (S.44), 
dass die Bezeichnung entgegengesetzte Grössen richtiger ist als negative. 
Die dafür gebrachte Begründung wird nicht jeder Leser anerkennen. Die 
negativen Zahlen bilden den Gegensatz zu den positiven ; aber auch um- 
gekehrt; jede der beiden Klassen von Zahlen ist der andern entgegen- 
gesetzt. Daher ist die bis jetzt gebräuchliche Bezeichnung mindestens so 
zutreffend wie die vom Verfasser bevorzugte. 

Im sechsten Kapitel heisst es (S. 72): „Übrigens ist die geometrische 
Anschauung keineswegs rein räumliche, die Zeit spielt mit hinein, schon mn 
die Figur aufzufassen (zu durchlaufen) brauchen vmr Zeit." Wenn wir auch 
Zeit brauchen, um eine Figur aufzufassen, so hat doch die Zeit mit der 
fertigen geometrischen Anschauung nichts zu thun. Hiermit sei verglichen, 
was Herr Simon S. 39 sagt: „Was die Zeit betrifft, so brauchen wir zum 
Zählen allerdings Zeit, aber sehr richtig sagt Michaelis: (über Kants 
Zahlbegriff, Charlottenschule, Berlin 1884)" „„Sowenig die Nadel, die das 
Kleid genäht hat, ein Teil des fertigen Gewandes ist, ebensowenig ist die 
Zeit, die zum Zählen gehört, ein Element des fertigen Zahlbegi-iffes.'*" 

So wichtig auch der Grenzbegriff ist, so wird derselbe doch an manchen 
Stellen zu stark betont, z. B. im Abschnitt über den Winkel, dem wohl 
nur wenige Leser zustimmen werden. Mag auch der Weg, auf welchem 
Herr Simon die Schüler in den Winkel einführen will, an sich recht schön 
erscheinen, so werden doch wohl nur wenige die angegebene Definition 
aulnehmen: „Der Winkel wird demzufolge definiert als die Grenze des 
Kreissektors bei fortwährend und über jedes Maß wachsendem Radius'* 
(S. 83). Der Verfasser schreibt selbst seiner Autfassung den Vorzug zu, 
dass sie die beiden Hauptanschauungen: die B er trän d sehe (Flächengrosse) 
und die Tribantsche (Drehungsgrösse) vereinige (— natürlich — , weil dies 
schon vorher in den Kreis hineingelegt wurde). Der Kreissektor ist nun 
aber eine ringsum geschlossene Figur; zu ihm gehört der Kreisbogen genau 
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so gat wie die beiden Radien, es mnss der Bogen ebenso scharf angeschant 
and klar aufgefasst werden wie die Radien. Daher lässt sich der Winkel 
anch nicht durch den Kreissektor definieren. 

Bezüglich der Differentialrechnung heisst es S. 108: „Will der Lehrer 
Differentialrechnung treiben, so hindere man ihn nicht, vorausgesetzt, dass 
er das Notwendige absolviert hat/^ Wenn mit „dem Notwendigen'^ alles 
das bezeichnet wird, was der Verfasser angegeben hat, und wenn unter 
„absolvieren" verstanden wird, dass das Angegebene gründlich durch- 
gearbeitet, also nicht bloss einmal besprochen wird, so wird es wohl zur 
Differentialrechnung wenig kommen, und das ist auch nicht zu bedauern. 
Um von der Differentialrechnung ein Stück in solchem Umfang und solcher 
Tiefe durchzunehmen, dass wirklich die Bezeichnung Differentialrechnung 
berechtigt ist, bedarf es so vieler Stunden, als wohl nie dafür zur Ver- 
fügung stehen. ' Schon an sich scheint mir das Fensum, wie es Herr Simon 
skizziert, reichlich bemessen zu sein, und wohl nur bei einem sogenannten 
guten Jahrgang wird man alles in gehöriger Tiefe verarbeiten können, vor- 
ausgesetzt, dass sich der Lehrer mit der ganzen Klasse beschäftigt und nicht 
bloss mit einigen wenigen, die sich besonders für mathematische Dinge 
interessieren. 

Von den trefflichen Ausführungen des zweiten der Physik gewidmeten 
Teiles sei besonders hervorgehoben, was der Verfasser über Lehrapparat 
(Ausarbeitung eines Experimentierbuches), dogmatische Behandlungsweise, 
Stellung der Hypothese im Unterricht und das Verhältnis des physikalischen 
znm mathematischen Unterricht sagt. Dagegen dürfte die S. 16 mitgeteilte, 
auf drei Semester berechnete Stoffauswahl für die Unterstufe nach dem 
Vorschlage von Born er wohl zum Widerspruch reizen. Dieselbe enthält 
viel zu viel und steht mehrfach den vom Verfasser selbst aufgestellten 
oder gebilligten Grundsätzen entgegen. In elf Stunden soll z. B. aus der 
Wärmelehre durchgenommen werden: „Ausdehnung, Thermometer, tmregel- 
mässige Ausdehnung des Wassers, Schmelzen und Erstarren, Auflösen 
(Krystallbildung), Verdunsten, Verdampfen, Verdichten, Abhängigkeit des 
Siedepunktes vom Druck. Dampfstrahlpimipe, Dampfmaschine (Gaskraft- 
maschine). — Wärmeleitung, Wärmestrahlung (Nachweis, dass dunkle Wärme- 
strablen dieselben Gesetze befolgen wie die Lichtstrahlen. Abhängigkeit der 
Absorption von der Oberfläche). — Quellen der Wärme (Reibung, Zusammen- 
drücken von Gasen)." Selbst, wenn der Lehrer alles genau vorbereitet und 
jede Minute ausnützt, dürfte es sehr schwer fallen, wenn nicht unmöglich 
sein, das alles in elf Stunden „in ausreichender Weise zu erledigen", wie dies 
S. 17 hingestellt wird. 

Das letzte Kapitel enthält „Bemerkungen zu den einzelnen Erscheinungs- 
gebieten." Dieselben beziehen sich nach dem Ausspruch des Verfassers auf 
solche Punkte, deren Erledigung beim Unterricht dem Verständnis Schwierig- 
keiten mannigfaltigster Art bereitet, oder deren landläufige Behandlungsweise 
sich als unzweckmässig erwiesen hat. Gerade durch diese Bemerkungen 
hat sich der Verfasser, der teils eigene, teils fremde, in Zeitschriften zer- 
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streute Ansichten bringt, ein grosses Verdienst erworben, woran ancb dann 
nichts geändert wird, wenn sich dieser oder jener Leser in wenigen Einzel- 
heiten zum Widerspruch veranlasst sieht. MüiiLER, 



Ad. Meybe, Laerebog i Algebra. Kjebenhavn 1895. Lehmann & Stages 
Forlag. 

Das vorliegende Buch hat als ein in dänischer Sprache geschriebenes 
elementares Lehrbuch der Algebra für den deutschen Stadierenden kein 
direktes Interesse; es erscheint demnach hier nur eine kurze Angabe der 
Stellung und des ümfangs des Buches angezeigt. 

Der Herr Verfasser hat sein Buch für den vorbereitenden mathemati- 
schen Unterricht an den polytechnischen Lehranstalten bestimmt. Dem- 
entsprechend wird ein tieferes Eingehen auf Stetigkeit und Grenzbegriff ge- 
mieden, in der Gleichungstheorie bleiben die modernen gruppentheoreti- 
schen Entwickelungen natürlich ganz ausserhalb, und auch der arithmetische 
Abschnitt bringt nur die ersten Elemente. Solche Stellen, an denen der 
Verfasser dem Bestreben nach tiefer gehender Begründung nachgegeben 
hat, sind durch kleineren Druck kenntlich gemacht. Li letzterer Hinsicht 
ünden wir eine an die C an torschen Methoden sich anlehnende Theorie der 
irrationalen Zahlen, eine genauere Theorie der Potenzen mit irrationalen 
Exponenten; auch zahlreiche Entwickelungen des algebraischen Teils, so 
die Theoreme von Budan und Sturm, Entwickelungen über Interpolations- 
rechnung, über Eliminationstheorie u. s. w. sind in der genannten Art als 
für das erste Studium nicht in Betracht kommend gekennzeichnet. 

Der ganze Stoff ist in drei Abschnitte angeordnet. Beim ersten passt 
indessen die Überschrift (Lehre von den irrationalen Grössen) nicht recht; 
denn hier werden auch ein paar Grundbegriffe, die Funktionen betreffend, 
entwickelt, die ersten Grundsätze über Logarithmen werden gegeben, nnd 
ein kurzer Abriss über ßentenrechnung wird dargeboten. Die Oberschrift 
des zweiten Abschnitts (Lehre von den Gleichungen) trifft besser. Übrigens 
ist befremdend, dass gegenüber den reichlichen Ausführungen über binomische 
Gleichungen, sowie Gleichungen höheren Grades mit mehreren Unbekannten 
nirgends der direkten Auflösungsmethoden der Gleichungen dritten und 
vierten Grades gedacht wird. Der dritte Abschnitt hat überhaupt keifle 
gemeinsame Überschrift. Derselbe ist den Elementen der Zahlentheorie 
gewidmet; vorausgeschickt werden einige Bemerkungen über arithmetische 
und geometrische Reihen. 

Die Darstellung erscheint im einzelnen klar angeordnet, und das Bach 
ist für das einführende Studium wohl geeignet. Frickb. 



E. Pascal, Teoria delle funzioni ellittiche. Milano 1896. ü. Hocpli. 
Preis 1,50 Lire, 

Dieses Buch ist aus Vorlesungen hervorgegangen, welche der Herr 
Verfasser an der Universität zu Pavia im Laufe der beiden verflossenen 
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Jalire gehalten hat. Es handelt sich im wesentlichen um eine Theorie der 
doppeltperiodischen Funktionen, wobei als Eingang der Weg gewählt wird, 
welchen Jacobi in seiner „Theorie der elliptischen Funktionen, ans den 
Eigenschaften der ^-Reihen abgeleitete^ eröfiEnet hat. Dementsprechend steht 
die Behandlung der 0- Funktionen und der Jacobischen Funktionen 5n, 
c«, dn voran. Doch werden im Anschluss hieran die Weierstrassschen 
Funktionen <t(u), p(u)y p'(u) mit gleicher Ausführlichkeit behandelt. Herr 
Pascal ist als Kenner der modernen Funktionentheorie und namentlich 
ihrer invariantentheoretischen Seite bestens bekannt Diese Richtung 
kommt auch im yorliegenden Buche mehrfach zum Ausdruck, namentlich in 
den letzten Kapiteln, welche von den elliptischen Integralen und von der 
invariantentheoretischen Darstellung der Funktionen (r,i>, etc. unter Zugrunde- 
legong einer allgemeinen binären biquadratischen Form handeln. Übrigens 
nehmen sich diese beiden Kapitel im Vergleich zu den vier ersten (über 
die Funktionen 9^ sn^ . , . a^ p^ . , .) mehr nur als ein Anhang aus. Das 
algebraische Fundament der Theorie tritt überall zurück, Riemannsche 
Vorstellungen werden nicht entwickelt, was natürlich einen weit grösseren 
Raiun beansprucht haben würde. Sachlich liegen die Entwickelungen lange 
fest, nur dass vielleicht hier und da infolge der gewählten Disposition eine 
geringe Abweichung von dem sonst Herkömmlichen geboten schien. So 
macht der Herr Verfasser beim Übergang von der Funktion d"^ za a Ge- 
brauch von den Kuliwerten auch der zweiten und dritten Ableitungen der 
^-Funktionen, der durch D symbolisch bezeichnete invariante Prozess wird 
transcendent definiert (gegenüber der algebraischen Definition Halphens) 
und dergleichen mehr. Innerhalb der gesteckten Grenzen bringt der Ver- 
fasser in knapper präziser Darstellung stets das Wesentlichste des Gegen- 
standes. Die äussere Form des Buches ist rühmenswert; es ist in Taschen- 
format klar und übersichtlich gedruckt und hat einen umfang von 27 Seiten. 

Fricke. 

C. G. J. Jacobi, Über die vierfach periodischen Funktionen zweier 
Variabein (1834). 

A. Göpel, Entwnpf einer Theorie der Abelschen Transcendenten erster 
Ordnung (1847). 

6. Rosenhain, Abhandlung über die Funktionen zweier Variablen mit 
vier Perioden (1851). Herausgegeben unter Nr. 64, 67, 65 in der 
Ostwaldschen Sanmilung der Klassiker der exakten Wissenschaften 
von H. Weber, übersetzt aus dem Lateinischen bez. Französischen 
durch A.W1TTING. Leipzig 1895. Engelmann. 

Ben bisher in die Ostwaldsche Sammlung aufgenommenen mathe- 
matischen Untersuchungen reihen sich nun auch die drei berühmten in der 
Überschrift genannten Abhandlungen an, welche dem klassischen Schatze 
der Funktionentheorie angehören. Handelt es sich doch hier um drei 
epochemachende Arbeiten in der Begründung der vor — Hie mann sehen Theorie 
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der Abelschen Funktionen. Die Herren Weber und Witting haben in 
dankenswerter Umsicht die Neuausgaben der fraglichen drei Abhandlungen 
besorgt, und zumal hat ersterer durch eine Reihe wertvoller Anmerkangen 
den Text ergänzt und erläutert. So ist der Jacobischen Abhandlung eine 
längere Note über die neuere Geschichte der Frage nach den mehr- als — 
doppeltperiodischen Funktionen einer Variabein angefügt. Eiemann hat 
in dieser Frage besonders aufklärend gewirkt; neben ihm ist es namentlich 
Casorati, welcher dem Gegenstande mehrere Untersuchungen widmete. 
Der zweiten Abhandlang sind auch die biographischen Mitteilungen Jacobis 
und Grelles über die interessante Persönlichkeit Göpels angefügt. 

Die Fortführung des Ostwaldschen Unternehmens auch für die Mathe- 
matik wird man gewiss allerseits lebhaft begrüssen. Fricke. 



als homogene Punkt- 



W. Wirtinger,' rntfrsnchnngen flbfp Thet^ftiiiktioiien. Leipzig 1895. 
B. G. Teubner. 

Die vorliegende Arbeit des Herrn Wirtin ger, welche von der philo- 
sophischen Fakultät der Universität in Göttingen durch Erteilung des Benecke- 
Preises ausgezeichnet wurde, bedeutet einen wesentlichen Fortschritt in der 
Theorie der allgemeinen «^-Funktionen von p Variabelen. Es handelt sich 
um zwei getrennte Untersuchungen, von denen die erste dem allgemeinen 
Falle gilt, während die zweite einer besonderen Klasse von Thetafunktionen 
gewidmet ist. Im ersten Teile (die allgemeine Untersuchung) steht eine 
^ - dimensionale algebraische Mannigfaltigkeit Mp der Ordnung S^^^. p! im 
Baume von (2^—1) Dimensionen im Centrum der Untersuchung. Dieses 
Gebilde Mp gewinnt man dadurch, dass man 2^ linear -unabhängige Theta- 
funktionen zweiter Ordnung der Charakteristik 

koordinaten eines Raumes von (2'' — 1) Dimensionen ansetzt. Das einzelne 
Wertsystem der p Variabein i'j, rg, , . , Vp der Thetafunktionen liefert dann 
einen bestimmten Punkt des Raumes, und letzterer Punkt beschreibt bei 
beliebig variabel gedachten ^i, . . ., Vp die Mannigfaltigkeit Mp, Dem ein- 
zelnen Punkte des Gebildes Mp korrespondieren unendlich viele Wertsysteme 
?'!,...,«>; denn wir können, ohne die Verhältnisse der Theta zu ändern, 
das System r^, . . ., t'^ um ein beliebiges System simultaner Perioden ändern, 
sowie andererseits beliebige Zeichenwechsel der Argumente vornehmen, da 
es sich um gerade Thetafunktionen handelt. Für p = 2 ist M^ die Kum- 
mer sehe Fläche im Räume J?3, und wir kommen auf die bekannte Bor- 
chardtsche Darstellung der Kumm ersehen Fläche durch Thetafunktionen 
zweier Variabein zurück; man kann somit sagen, dass es sich hier um 
eine Verallgemeinerung des Borchardtschen Ansatzes auf beliebige p 
handelt. Auf den Fall p ^ 2 ist neuestens Humbert mit grosser Aus- 
führlichkeit eingegangen; es werden insbesondere die auf der Kumm ersehen 
Fläche gelegenen Kurven und zugehörigen besonderen 0^- Funktionen näher 
untersucht. Der von Wirtinger behandelte allgemeine Fall bot natürlich 
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weit grössere Schwierigkeiten und konnte demnach nicht so weit in die 
Einzelheiten verfolgt werden. Schon bei der ßestimmung der Ordnung der 
Mannigfaltigkeit Mp und des Geschlechts der Schnittkurven, welche durch 
d» — l) Gleichungen gegebener Grade dargestellt werden, sind Hubert sehe 
Prinzipien tiber Moduln und deren charakteristische Funktionen heranzuziehen. 
Auch bei der algebraischen Darstellung der Mannigfaltigkeit Mp werden 
jene Prinzipien fundamental. Es zeigt sich, dass keine Mannigfaltigkeiten 
zweiten Grades bei allgemeinen Moduln Ta durch Mp gelegt werden können. 
Mannigfaltigkeiten dritten Grades kommen zwar für j> > 2 vor. Dagegen 
sind die Relationen vierten Grades zweckmässiger; durch diese wird das 
Gebilde Mp in der That rein dargestellt. Durch Untersuchungen dieser 
Art fördert Herr Wirtinger die Theorie des Gebildes Mp soweit, dass 
diese Mannigfaltigkeit „in Zukunft als algebraisch bekannt anzusehen und 
ein Problem als theoretisch gelöst zu betrachten ist, falls es gelingt, das- 
selbe algebraisch auf der Mp zu formulieren." Als eine erste Anwendung 
folgt nunmehr eine schöne Theorie der auf der Mannigfaltigkeit Mp ge- 
legenen algebraischen Kurven, welche durch {p —1) Gleichungen der Grade 
n^, ...,»p^i ausgeschnitten werden. Hierdurch entspringt im Einzelfalle 
ein algebraisches Gebilde mit einer unabhängigen Variabein, für welches 
doch wenigstens das Geschlecht p^ hier angegeben werden soll: 

P— 1 p— 1 

Hier bietet sich nun weiter die Aufgabe dar, die Theta der Mp mit 
den Biemannschen Theta sowie überhaupt der Eiemannschen Theorie 
der fraglichen algebraischen Gebilde ausfOhrlich in Beziehung zu setzen-, 
dieser Aufgabe ist der Schluss des ersten Teiles gewidmet. Die Ergebnisse, 
betreffend den Übergang von den Biemannschen Theta zu den allgemeinen 
vennöge Ausübung einer bestimmten Transformation und Abspaltung ge- 
wisser Faktoren dürften dabei als die wichtigsten anzusehen sein. 

Die Spezialentwickelungen des zweiten Teils baben insbesondere den Zweck, 
die allgeraeinen Ergebnisse über die Beziehung der Biemannschen Theta 
za den allgemeinen an aussichtsreichen Einzelfällen weiter zu verfolgen. 

Es werden hier Flächen herangezogen, welche durch Übereinander- 
lageruDg und zweckentsprechende Verzweigung aus n kongruenten Bie- 
mannschen Flächen aufgebaut sind. Ist p* das Geschlecht der einzelnen 
dieser Flächen, n dasjenige der entspringenden Gesamtfläche nnd 2Jz die 
Anzahl der Verzweigungspunkte, so ist: 

2ä- 2- 2h + n{2p-i). 

Hier führt nun (in Übereinstimmung mit den allgemeinen Ergebnissen 
des ersten Teils) eine Transformation w*®" Grades die Biemannschen Theta 
der grossen Fläche in Gestalten über, bei welchen sie in die Biemann- 
schen Theta von p^ Variabelen der kleinen Fläche, sowie in weitere Theta 
von {jt — p') Variabelen zerfallen. Letztere können für « = 2, Ä; < 3 all- 
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gemeinere als Riemannsche Theta sein. Die Fortffthrong der Entwickelnng 
bezieht sich auf den Fall n » 2, A; = 0, für welchen der genannte Ansatz 
eine allseitige Untersuchung findet. Pricke. 



Mannali Hoepli. Ottica del professore Eugekio Gelgich. Con 217 incisiom. 
Ulrico Hoepli, editore-libraio della real casa Milano 1896. — 
676 Seiten. Preis 6 Lire. 

Im grossen und ganzen weicht die Behandlung des Stoffes von der 
üblichen nicht ab. Von den fönf Abschnitten, in welche das Buch zerföllt, 
sind die drei ersten und überwiegend grössten der eigentlichen Lehre des 
Lichts gewidmet, nämlich der erste der Dioptrik, Eatoptrik und Dispersion, 
der zweite den optischen Instrumenten und der dritte der Interferenz mA 
Polarisation. Während der vierte die optischen Phänomene der AtmosphS« 
zum Gegenstand hat, so sind in dem fünften verschiedene wichtige Notizen 
über die Optik enthalten, wie z. B. über die Geschwindigkeit des Lichts 
und dergleichen mehr. Zum Verständnis des Buches werden keine grösseren 
Anforderungen an Mathematik gestellt, es genügen die Kenntnisse unserer 
Gymnasien. — Während sich über den Druck nur Gutes sagen lässt, so 
kann dies bezüglich der Figuren leider nicht geschehen. Die schematischen 
Figuren sind nicht einheitlich durchgeführt, die meisten bestehen aas 
schwarzen Strichen auf weissem Grund, während einige wieder weisse 
Striche auf schwarzem Grund aufweisen, z.B. Fig. 32, 168, 169, 170; die 
einen umrahmt, die anderen nicht (Fig. 179 und 180); auch die Strichdickc 
variiert sehr stark, vergleiche Fig. 168 und 204. Dabei sind die Striche 
vielfach nicht rein. Die perspektivischen Abbildungen sind in den meisten 
FäUen nicht mustergiltig, vielfach undeutlich und häufig auch zu klein. 
Diese Mängel dürften bei einer Neuauflage wohl zu berücksichtigen sein. — 
Am Schluss des Werkes ist ein Verzeichnis von Werken über Optik an- 
geführt, worin Deutschland gut vertreten ist. ß. Nebel. 



Die Ppojcktions- Einrichtung und besondere Versuchsanordnungen für physi- 
kalische, chemische, mikroskopische und physiologische Demonstrationen 
am Grazer physiologischen Institute; als Leitfaden bei Anlagen and 
Versuchen beschrieben von Oskar Zoth. Mit 25 Abbildungen im Texte 
und 6 Tafeln. Wien. Pest. Leipzig. A. Hartlebens Verlag. — 88 Seiten. 

Das Werkchen giebt in Bild und Wort eingehenden Aufschluss über 
die Projektionseinrichtungen an dem Orazer physiologischen Institute, so 
dass sich jeder, der nicht, wie der Elektrotechniker und Physiker, mit 
derlei Dingen vertraut ist, ergiebigen Bat holen kann, was aus den Spezial- 
werken für Elektrotechnik und Physik für den Nichtfachmann nur niit 
grossen Schwierigkeiten verbunden ist. Die Mitteilung der Kostenüberschläge 
bewahrt jeden vor empfindlichen Täuschungen. ß, Nebel. 
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Mathematische Theorie des Lichtes. Vorlesungen gehalten von H. Poin- 
CAR^. Bedigiert von J. Blokdin. Autorisierte deutsche Ausgabe von 
E. QuMLiCH und W. Jäobr. Mit 35 in den Text gedruckten Figuren. 
Berlin 1894. Verlag von Julius Springer. — 295 Seiten. Preis 
10 Mark, 

Wir danken es den Herren Übersetzern, dass sie dieses verdienstvolle 
Werk von Poincari dem deutschen Publikum zugänglicher gemacht haben. 
Lange hat der Kampf zwischen den Erfindern und deren Anhänger über 
die Richtigkeit der von ihnen aufgestellten Theorien des Lichtes gedauert, 
der indirekt von grossem Nutzen für die Optik selbst war. Noch ist nicht 
endgiltig die Entscheidung zwischen der Theorie von Fresnel und Neu- 
mann gefallen^ da die experimentellen Untersuchungen neue Schwierig- 
keiten und infolgedessen neue Einwände heraufbeschwören. Es ist daher 
für alle, welche sich für die Fragen interessieren, von grossem Wert, statt 
die Theorien mühsam aus den Originalwerken erst heraussuchen zu müssen, 
dieselben in Kürze gegenübergestellt zu besitzen. Poincarä versteht es 
Torzüglich, sich von dem Bann der optischen Theorien völlig frei zu machen, 
und dieselben als das zu kennzeichnen, was sie in Wirklichkeit sind. Da- 
durch beherrscht er dieselben und steht über ihnen. Ein solches Beherrschen 
der verschiedenen Theorien wirkt sehr anregend, weshalb das Buch den 
jungen Physikern aufs wärmste zum Studium empfohlen wird, sobald sie 
mit den Gesetzen der Optik hinreichend vertraut sind. 

Das Ergebnis, welches die Prüfung mehrerer Theorien nebeneinander 
hinsichtlich einer guten Erklärung der Beobachtungen ergiebt, besteht in der 
Einordnung aller dieser Theorien in zwei Gruppen, von denen die eine die 
Elastizität des Mediums als konstant vorausgesetzt wird, wie dies bei 
Fresnel der Fall ist, während bei der anderen die Dichte des Äthers un- 
veränderlich ist. Der Vertreter der letzteren ist Neumann. Möge das 
Buch die Anregung zu neuen experimentellen Beweisen für die eine oder 
die andere Theorie geben; denn nur auf diesem Wege kommen wir dem 
Ziele näherl B. Nebel. 

Im Reiehe des Lichtes. Sonnen, Zodiakallichte, Kometen, Dämmerungs- 
licht-Pyramiden nach den ältesten ägyptischen Quellen. Von Her- 
mann Grüson. Zweite gänzlich umgearbeitete Auflage. Mit 57 Figuren 
und 8 Tafeln, zum Teil in farbiger Ausführung. Braunschweig 1895. 
Verlag von George Westermann. — 263 Seiten. Preis 8 Mark. 

Die meisten der bisherigen Theorien über die Natur der Sonne und 
der auf ihr beobachteten Veränderungen lassen den Zusammenhang mit Vor- 
gangen auf unserer Erde vermissen, tragen daher den Stempel der Un Wahr- 
scheinlichkeit an sich und müssen in Ermangelung eines Besseren eben 
hingenommen werden als Produkte der Studierstube. Die vorliegende Theorie 
iat dem Gebiete der Praxis entsprungen, indem der Verfasser, als Besitzer 
der grössten Eisengiesserei der Welt, durch sorgfältiges Beobachten und ziel- 
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bewnsste Versuche eine Basis geschaffen hat, auf die er aufbauen kann, 
so dass seine Anschauungen nicht als leere Phantasiegebilde in der Luft 
schweben. Den Fundamentalversuch stellte er mit einer eisernen Flasche 
an, die der Schweisstemperatur von circa 1500 Grad ausgesetzt wurde. 
Durch die Wärme wurde die Luft verdünnt, sodass nach Eintritt des Gleich- 
gewichtszustandes eine Mischung von Luft und Wärme der äusseren Atmosphäre 
das Gleichgewicht hielt. Im vorliegenden Versuch ergaben die Messungen, 
dass der Flascheninhalt aus V^ Luft und % Wärme bestand. Daraus foigt^ 
je höher die Temperatur ist, um so weniger wird Luft vorhanden sein. 
Lifolge der ungeheueren Temperatur auf der Sonne wird das Luft- bezw. 
Gasquantum so verschwindend klein sein, dass die die Sonne umgebende, 
zunächst gelegene Schicht als Vacuum aufgefasst werden kann, an welche sicli 
eine an Dichte zunehmende Gasschicht anschliesst, die nach dem Äther 
relativ steil abfallt. Das granulierte Aussehen der Sonnenoberfläche, sowie 
das Auftreten der Sonnenflecke werden auf Erscheinungen zurückführt, die 
sich im Kleinen auch beim geschmolzenen Eisen beobachten lassen. Infolge 
der die Sonne umgebenden Lichtbrechungsspbäre müssen die Flecken dankel 
erscheinen. Da die Sonnenmaterie fortwährend in Bewegung begriffen ist, 
indem die Teile an der Oberfläche von dem Äquator nach den Polen hin 
abfliessen und von da nach dem Sonnencentrum zurückkehren, so folgt, 
dass die Entstehung der Sonnenwärme nicht auf Verbrennungsprozessen, 
sondern nur auf Reibung und Stoss infolge der verschiedenen Geschwindig- 
keit der Teile auf ihrer Bahn beruhen kann. In enger Beziehung damit 
steht auch die Erklärung der Sonnenfackeln und Protuberanzen. Nach 
Aufstellung der Theorie über die Sonnenstrahlung erklärt sich leicht das 
Flimmern der Fixsterne, sowie die Sonnenkorona. Ein besonderes Kapitel 
wird den Kometen gewidmet, dessen Schweif auf ungezwungene Weise mit 
Hilfe der Theorie über die Strahlung erklärt wird; auch das rätselhafte Auf- 
leuchten und Verschwinden der Sterne wird als eine natürliche Folge 
dieser Theorie hingestellt. Die letzte Abteilung ist dem Tierkreislicht vor- 
behalten, welches der Verfasser in seinen schönsten Erscheinungen am Kü 
selbst beobachtet hat. Seine Entstehung wird auf die Reflexion der Sonnen- 
strahlen an der Atmosphäre zurückgeführt; es ist denmach eine Dämmerungs- 
erscheinung, deren Zustandekommen gewissen Bedingungen unterliegt, anf 
welche der Verfasser näher aufmerksam macht. Mit grosser Befriedigung 
und Spannung folgt man den einfachen Auseinandersetzungen. Jedem Natur- 
freund wird daher das treffliche Buch bestens empfohlen. ß^ Nebel. 



Handbuch der Photographie. Von Prof. Dr. H. W.Vogel. Vier Teile, ent- 
haltend die photographische Chemie, Optik, Praxis und Kunstlehrc 
II. Teil: Das Licht im Dienste der Photographie und die neuesten 
Fortschritte der photographischen Optik. Vierte, gänzlich um- 
gearbeitete, verbesserte und vermehrte Auflage. Berlin 1894. Ver 
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lag von Robert Oppenheim (Gustav Schmidt). 367 Seiten. Preis 
9 Mark. 

Von den beiden Teilen, in welche die photograpbische Optik getrennt 
wurde, ist der zweite Teil, die Linsenkunde, durch Dr. Hugo Schröder 
vor dem jetzt vorliegenden ersten Teil, die allgemeinen Eigenschaften des 
Lichtes, herausgegeben worden. Verfasser geht aus von dem Lambert- 
schen Gesetzen über die Lichtstarke und deren Messung mittels der opti- 
schen Photometer und erläutert die dabei verwendeten optischen Licht- 
einheiten. Die dadurch erzielten Resultate sind aber nur fOr das Auge 
richtig und geben in photographischer Hinsicht zu den grössten Täuschungen 
Anlass, weshalb besondere photographische Photometer und Lichteinheiten 
hergestellt werden mussten. Nach der Untersuchung über die chemische 
Helligkeit des Tages- und Sonnenlichtes werden die künstlichen Lichtquellen 
für die Zwecke der Photographie geprüft, womit im engen Zusammenhang 
das Studium der Reflexion steht. Bei der Betrachtung über die Zusammen- 
setzung des Lichtes und der chemischen Wirkungen der verschiedenen 
Farben wurde damit die Geschichte der farbenempflndlichen Verfahren ein- 
geleitet. Die Photographie in natürlichen Farben erschien lange als ein 
unerreichtes Ziel; nach den ersten glücklichen Ergebnissen wurde von allen 
Seiten tüchtig an dem weiteren Ausbau gearbeitet, so dass man mit den 
heutigen Resultaten schon sehr zuMeden sein kann. Dieser wichtigen Er- 
rungenschaft ist natürlich ein grösserer Teil dieses Buches gewidmet. Den 
Anhang bildet eine gemeinverständliche Darstellung der Gnmdzüge der 
photographischen Optik, damit auch der Laie auf dem Gebiete der Optik 
in populärer Weise über die wichtigsten Grundsätze der photographischen 
Linsenkonstruktion aufgeklärt wird. Dieser Teil ist in betreff seines In- 
haltes nicht wesentlich verschieden von den entsprechenden Kapiteln in der 
froheren Auflage. — In dem Schlusskapitel werden mehrere neue Objektiv- 
konstmktionen beschrieben, die nach Herausgabe des Sehr öder scheu Teiles 
aufgekommen sind; denn die Entwickelung der Photographie ist zur Zeit 
ganz enorm. Erinnert sei nur an die seit dem Druck dieses Bandes auf- 
gekommene Photographie in Lebensgrösse mittels Blitzlichts durch Dr. Fetzer 
in München und die Entdeckung der Röntg enschen Lichtstrahlen^ welche 
einen ungeheueren Einfluss auf die Photographie ausüben werden. 

Das Verständnis des Buches wird auch dem l^ichtfachmann durch die 
zahlreichen Figuren wesentlich erleichtert, so dass dieses Werk für jeden 
ein trefflicher Ratgeber sein wird. B. Nebel. 



Elemente der theoretischen Physik. Von C. Christiansen. Deutsch 
herausgegeben von Jon. Müller. Mit einem Vorwort von E. Wiede- 
UANK. Mit 143 Figuren im Text. Leipzig 1894. Verlag von Johann 
Ambrosius Barth (Arthur Meiner). — 458 Seiten. Preis 10 Mark. 

Das vorliegende Werk ist dazu bestimmt, den angehenden Physiker in 
die mathematische Physik einzuführen. Ausgehend von der allgemeinen 
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Bewegungslehre, dem freien Fall, der Warfbewegung etc. wird übergegangen 
zur Elastizitätstheorie. An die Abschnitte über das Gleichgewicht und die 
Bewegung flüssiger Körper reihen sich notwendig diejenigen über innere 
Reibung und über Kapillarität an. Die Behandlung des Lichts und der 
Wärme folgt erst nach den Kapiteln über Elektrizität und Magnetismus. 
Am besten eignet sich das Buch zum gleichzeitigen Studium neben den 
Vorlesungen über Experimentalphysik, damit der junge Physiker möglichst 
bald mit dem mathematischen Gewand der Physik vertraut wird, was bisher 
nicht immer der Fall war. Es sei daher dieses Werk bestens empfohlen. 

B. Nebel. 

Lehrbuch der Experimentalphysik. Von E. von Lommel. Mit 430 Figuren 
im Text. Zweite Auflage. Leipzig 1895. Verlag von Johann Am- 
brosius Barth (Arthur Meiner). — 550 Seiten. Preis 6,40 Hark ge- 
heftet und 7,20 Mark gebunden. 

Wie rasch sich dieses Lehrbach der Experimentalphysik eingebürgert 
hat, dafür spricht die Thatsache, dass schon nach Jahres&ist eine Neu- 
auflage erforderlich war. Ln grossen und ganzen sind nur geringe Änder- 
ungen gegenüber der ersten Auflage vorgenommen worden, die sich teils 
auf ausgesprochene Wünsche, teils auf notwendige Ergänzungen beziehen. 
Wie wir vermuten, konnten unsere früher geäusserten Wünsche bei der 
inzwischen rasch erfolgten zweiten Herausgabe nicht mehr berücksichtigt 
werden. Um Fühlung mit der Praxis zu haben, ist die geschichtliche Ent- 
wickelung bis auf die heute am häufigsten gebrauchten Apparate und Mess- 
instrumente auszudehnen, wodurch die Brauchbarkeit des Buches nach dem 
Verlassen der Hochschule an W*ert nicht einbüsst. -q Nebel. 



Katechismus der Physik. Von Julius Kollert. Fünfte verbesserte und 
vermehrte Auflage. Mit 273 in den Text gedruckten Abbildungen. 
Leipzig 1895. Verlag von J. J. Weber. — 486 Seiten. Preis 4,50 Mark 

Verfasser war bei der Bearbeitung dieser Auflage bestrebt, früher ge- 
rügte Mängel zu beseitigen und den Inhalt, den Portschritten der Wissen- 
schaft entsprechend, zu ergänzen. Die Anordnung des Stoffes ist übersicht- 
lich. Jedem, mit einer Nummer versehenen Abschnitt ist das Stichwort in 
fettem Druck vorangestellt, so dass man sich in kürzester Zeit orientieren 
kann. Das Buch eignet sich vorzüglich zur Vorbereitung für Examina, da 
es in knapper Weise einen äusserst reichhaltigen Stoff bietet, dem auch 
das Wesentliche der Elektrotechnik einverleibt ist. Der Vervollkommnung 
der Figuren dürfte der Verfasser immer noch seine Aufmerksamkeit schenken, 
vergl. z. B. die Tangentenbussole, Fig. 222. ß. Nebel. 



Lehrbuch der Experimentalphysik. Von Adolph WCllner. Erster Band. 
Allgemeine Physik und Akustik. Fünfte vielfach umgearbeitete und 
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verbesserte Auflage. Mit 321 in den Text gedruckten Abbildungen 
und Figuren. Leipzig 1895. Verlag von B. G. Teubner. 1000 Seiten. 

Wenn auch infolge der weiteren überraschenden Entwickelung der Physik 
bezüglich der Einteilung des Stoffes Änderungen angezeigt waren, wie z.B. die 
Voranstellung der Elektrizität vor die Optik, so hat doch im Charakter des 
Buches ein Wechsel nicht stattgefunden. Von grossem Wert sind die ein- 
gehenden Zusammenstellungen der Errungenschaften durch die Experimental- 
physik, wodurch dieses Werk zu einem wichtigen Ratgeber für den Forscher 
wird, zumal die Hinweise auf die Litteratur biis in die neueste Zeit vor- 
handen sind. Neben den neueren Theorien sind auch die früher entwickelte)! 
angeführt, sobald die letzteren durch neuere Versuche ihre Bestätigung er- 
fahren haben. Dies gab Veranlassung z. B. zur Besprechung der Boltz- 
mann sehen Theorie der inneren Beibung der festen Körper, auch wurde 
an Stelle der Meyer sehen Theorie der Gasdiffusion die Stefan sehe ge- 
setzt. Erwähnt seien auch die Arbeiten von van't Hoff, welche den Aus- 
gangspunkt für zahllose Arbeiten auf dem Gebiet der physikalischen Chemie 
gebildet haben. Dem Plan nach soll der vierte und letzte Band dieses Lehr- 
buches am Ende des Jahres 1895 erscheinen. Mögen der in Aussicht ge- 
nommenen raschen Herausgabe der weiteren Bände keine Hindemisse ent- 
gegenstehen, da die grossen Erfolge der Physik in den letzten Jahren in 
zusammenhängender und übersichtlicher Form besser geeignet sind, den 
heranwachsenden Physiker zu neuen Arbeiten anzuregen. ß. Nebel. 



Lehrbuch der Physik für Studierende. Von H. Kayser. Zweite verbesserte 
Auflage. Mit 334 in den Text gedruckten Abbildungen. Stutt- 
gart 1894. Verlag von Ferdinand Enke. — 664 Seiten. 

Die zweite Auflage ist voluminöser geworden, was auf das neue Ge- 
wand zurückzuführen ist, indem ein besserer Druck die äussere Ausstattung 
wesentlich gehoben hat. Der Inhalt selbst hat dagegen nennenswerte 
Änderungen nicht erfahren. — Schon die Thatsache, dass in relativ kurzer 
Zeit eine Neuauflage erforderlich war, spricht dafür, dass die Behandlung 
des Stoffes im grossen und ganzen Anklang gefunden hat. Auch wir 
können demselben unsere Anerkennung nicht versagen. — Indessen würden 
wir den Wert des Buches noch dadurch zu erhöhen suchen, dass wir das 
Einzelne noch mehr ausfeilten, eine Arbeit, die von dem jährlich den Stoff 
behandelnden Lehrer spielend geleistet wird. Ist zwischen zwei Beispielen 
zu wählen, so ist doch dasjenige vorzuziehen, welches noch einen anderen 
Zweck mit verbindet. Dieser weitere Zweck sollte die Brücke zum prakti- 
schen Leben sein. Der Physiker von Fach besitzt in kurzer Zeit mehrere 
Werke der Physik, dies trifft aber bei dem Mediziner, Naturwissenschaftler, 
Ingenieur, Maschinenbauer, Architekten nicht zu. Diese werden nur ein 
Physikbuch sich anschaffen und dasselbe nach der Examenszeit nicht mehr 
hervorholen, wenn es über die nunmehr herantretenden Fragen des Lebens 
keinen Aufschluss zu geben vermag. Als Beispiel möchten wir die Tabelle (S. 4 1 1) 

Hi«t. - litt. Abt. d. ZeiUchr. f. Math. u. Phy s. 12. Jahrg. 1 897 S. Heft. 7 
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anführen, welche eine Idee yon den üblichen Helligkeiten zu geben hat. 
Talglichter sind in Städten kaum mehr zu finden. Die Wachslichter be- 
schränken sich auf die fürstlichen Kronleuchter, dagegen fehlt der praktische 
Zusammenhang zwischen der deutschen Paraffinnormalkerze mit der Spermaceti- 
kerze, der Amylacetatlampe etc. Wir würden folgende Tabelle z.B. vorschlagen: 

Spermacetikerze » 1 . 
Gasflanune Schnittbrenner . . . 
Bundbrenner . . . 



Deutsche Norm.- Paraffinkerze 
Stearinlicht . • 
Sp ermacetikerze 
• Amylacetatlampe 
Carcellampe . . 
Platineinheit 



1 














1 


'.'.'. 


1 

... 




1 


1 


1 


1 
















Glühlampe . 
Bogenlampe 



Bei dem Bun senschen Photometer wäre die Notiz von Wert, dass 
das Fettfleckpapier wegen seiner Veränderlichkeit neuerdings durch den 
Lummer-Brodhunschen Glaswürfel mit Vorteil ersetzt wird, 

Vermisst wird z. B. auch die Einteilung der Dynamomaschinen; denn 
selbst ein junger Physiker muss wissen, dass die im Laboratorium befind- 
lichen Accumulatoren nur mit Nebenschlussmaschinen zu laden sind. Wo 
findet sich die Erklärung des Vorganges bei dem Gas- resp. Spiritosglüh- 
licht? Die alte Döbereiner Lampe würde sie geben. 

Solche Dinge gleichen Goldkömem^ indem sie auch nach der Studien- 
zeit belehrend wirken und das Buch vor der das Nutzlose einhüllenden 
Staubdecke bewahren. 

Enttäuschungen werden dann beim Eintritt in das praktische Leben 
vermieden, die sonst unausbleiblich sind, da der junge Mann sieht, dass 
die Physik in der Praxis mit ganz anderen Apparaten arbeitet, während 
er in seinem Buch nur veraltete Methoden beschrieben findet ohne Hinweis 
auf das Neue. 

Unser Standpunkt ist: Nicht erweitem, sondern ausfeilen. B.Nebel. 



Lehrbuch der Physik für Gymnasien, Realgymnasien, Oberrealschnlen 
und andere höhere Bildangsanstalten. Von Jacob Heussi. Sechste 
Auflage, neu bearbeitet von A. Leiber. Mit 422 in den Text ge- 
druckten Abbildungen. Braunschweig 1894. Verlag von Otto Salle. 
— 503 Seiten. Preis 5 Mark. 

Die Neuauflage verdankt ihre Entstehung teils den neuen preussischen 
Lehrplänen, teils den wichtigen Fortschritten auf dem Gebiete der Physik. 
Die Mechanik der festen Körper hat teilweise eine [Jm&nderung des Stoffes 
erfahren, das Prinzip von der Erhaltung der Energie wurde seiner Wichtig- 
keit wegen schärfer hervorgehoben, weshalb auch die Einführung des ab- 
soluten Maßsystems erforderlich war. Die bisher an verschiedenen Stellen 
zerstreute Wellenlehre wurde, wie dies auch bei anderen Physikbüchern 
üblich ist, mit Bücksicht auf ihre Wichtigkeit in der Akustik, Wärme, 
Optik und neuerdings auch Elektrizitatslehre in einem besonderen Ab- 
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schnitte einheitlich behandelt. Die schwierigeren Teile der Optik, Polari- 
sation und Doppelbrechung haben eine Umarbeitung erfahren. Die mechani- 
sche Wärmetheorie ist ihrer fundamentalen Bedeutung wegen mehr be- 
rQcksicfatigt worden. Dasselbe gilt bezüglich der Einführung des Potentials 
in die Elektrizittttslehre, welch letztere infolge der ungeheueren Fortschritte 
eine völlige Neubearbeitung erfahren hat. Als neu hinzugekommen sind die 
Abschnitte über Meteorologie und über die mathematische Geographie zu 
bezeichnen. 

Was den Inhalt des Buches betriflFt, so dürfte sich eine weitere Sich- 
tung des Stoffes empfehlen, z. B. könnte auf Seite 425 der in grossem Druck 
Torhandene Abschnitt ,,Hare wickelte . . /' ohne Schaden gestrichen und 
dafür die Meidinger- und Leclanche- Elemente wegen ihrer grossen Ver- 
breitung von dem unterordnenden kleinen Druck befreit werden. Ein 
Phyaikbuch für Mittelschulen soll die Schüler zunächst über die Vorgänge 
im täglichen Leben, z.B. Gasglühlicht etc. aufklären, dagegen allen unnötigen 
Ballast vermeiden. Das tiefere Eingehen sei den relativ wenigen Schülern 
vorbehalten, welche die Physik auf der Hochschule noch einmal hören. 

Das heutige Leben erfordert praktische Männer und keine Dilettanten. 

B. Nebel. 
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1806. 

Erste Hälfte: 1. Januar bis 30. Juni. 



A. 

Abelsohe TranBoendenten. 

1. Sur les fonctions ab^liennes. H. Poincarrd. Compt. Rend. CXX, 239. 

2. Sur une ßurface du sixi^me ordre lit^e aux fonctions ab^liennes de genre trois. 

G. Humborfc. Compt. R^nd. CXX, 366, 425. 

Absolute Geometrie. 

3. Sur la geom^trie non Enclidienne. Dauge. Mathesis, Ser. 2,VT, 7. — P. Mansion 

ibid. 12. 

4. Premiers principes de m^tag^ometrie P. Mansion. Mathesis, Sör. 2, VI, 

Supplement. 

5. La g^ometrie non enclidienne avant Lobatchefsky. P. Mansion. Mathesis, 

Ser.2, VI, Suppldment. 

Abz&Mende Qeometrie. 

6. über die Ordnung der Enveloppe solcher ebenen Kurvenreihen , deren Individuen 

sich in Gruppen von je w ordnen lassen, welche den Punkten einer 
Geraden projektiv sind. 0. Zimmermann. Grelle CXVI, 10. 

Analytische Geometrie der Ebene. 

7. Remarques sur les courbes ddfinies par une dquation differentielle du premier 

ordre. Em. Picard. Compt. Rend. CXX, 522. 

8. Construire un triangle dont les bissectrices sont donnees. Barbarin. Mathesis, 

Sdr.2, VI, 148. 

9. Propriete de la lemniscate. Droz-Farny etc. Mathesis, Ser. 2, VI, 49. 

10. Propri(5te8 de la stropho'ide. Droz-Farny, Gillet, Klompers, Retali. 

Mathesis, Sdr. 2, VI, 97. 

11. Sur une sdrie de limo90ns de Pascal. Droz-Farny, Klompers, Retali, 

Verdeyen, Colart. Mathesis, Sdr. 2, VI, 100. 

12. Lieu de certains points de ddpart de trois tangentes a une parabole semi- 

cubique. J. Gillet. Mathesis, Ser. 2, VI, 183. 
Vergl. Ellipse. Kegelschnitte. Kreis. Parabel. 

Analytische Geometrie des Raumes. 

13. Compte Rendn de la Göom^trie r^gUe de G. Koenigs. A. Demoulin. Mathesis, 

Ser. 2, VI, Supplement. 
U. On certain general properties of point transformations. J. Brill. Quart. Journ. 
math. XXVn, 356. 

15. Sur les droites de contact des courbes gauches et sur une famille de courbes 

gauches. J. Andrade. Compt. I^nd. CXXII, 1110. 

16. Sur les courbes algdbriques ä torsion constante et sur les surfaces minim;i 

algdbriques inscrites dans une sphere. E. Cosserat. Compt. Rend. 
CXX, 1262. 
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17. On twisted quartics of the second species. A. B. Forsyth. Quart. Joum. 

math. XXVn, 247. 

18. Sur deux figures correspondentes dans deux plana, dont Tune reste la pro- 

jeetion gauche de Tautre tandis qu'un des plana tournc. Hacken. 
Mathesis, Sär. 2, VI, 187. 
Vergl. Oberflächen. Oberflächen zweiter Ordnung. 

Astronomie. 

19. Sur l'int^gration de T^quation diff^rentielle du rayon vecteur d'un certain 

groupe des petites planstes. 0. Backlund. Compt. Rend. CXXU, 1103. 

20. Sur un proc^d^ de v^rification, applicable un calcul des s^ries de la Mecanique 

Celeste.* Poincarr^. Compt. Rend. CXX, 67. 

21. Sur le d^veloppement approche de la fonction perturbatrice. N. Coculesco. 

Compt. Rend. CXX, 32. 

22. Sur la valeur approch^e des coefficients des termes d'ordre ^leve dans le 

d^veloppement de la partie principale de la fonction perturbatrice. 
Adr. F^raud. Compt. Rend. CXXH, 871. 

23. Sur le d^veloppement approche de la fonction perturbatrice dans le cas des 

in^galit^s d'ordre Aev4. M. Hamy. Compt. Rend. CXXH, 980. 

24. The motion of a satellite about a spheroidal planet. F. W. Dyson. Quart. 

Joum. math. XXVH, 60. 
26. Addition ä la th^orie du mouvement de Satume par Le Verrier et rectification 
des tables. A. Gaillot. Compt. Rend. CXX, 26. 

26. Sur les lacunes dans la zone des petites planetes. 0. Call andre au. Compt. 

Rend. CXX, 686. fVergl. Bd. XL, Nr. 827.] 
Vergl. Chronologie. 

Ausdehnimgslehre. 

27. Anwendung der Grassmann'schen Methoden auf die Theorie der Kurven und 

Flächen zweiten Grades. Emil Müller. Crelle CXV, 234. 
Vergl. Geschichte der Mathematik 186. 

B. 

BeBtimmte Integrale. 

28. Sulla definizione di integrale. G. Ascoli. Annali mat. Serie 2, XXITI, 67. - 

G. Peano ibid. 168. 

29. Sommation des s^ries k Taide des integrales ddfinies. M. Petrovitch. Compt. 

Rend. CXX, 819. 

30. Sur un mode de ddcomposition des inti^grales definics en Clements simples. 

M. Petrovitch. Compt. Rend. CXXII, 27. 

31. Sur rint^gration des dquations lin^aires a Taide des integrales definics. 

L. Schlesinger. Compt. Rend. CXX, 1396. 
82. Evaluation of two definite integrals. A. R. Forsyth. Quart.. Joum. math. 
XXVn, 216. 

a 

33. Demontrer l'intdgralo /"y^S—gn* H-V4 (a*— 6*)x*+^ dx==^ -^(a'+ft*) 

4V2 

E. Fauquembergue. Mathesis, Sdr. 2, VI, 22. 
Vergl. Differentialgleichungen 66. Gammafunctionen. Variationsrechnung. 

C. 
Chronologie. 

34. Ableitung der Gauss'schen Formel zur Bestimmung des jüdischen Osterfestes. 

M. Hamburger. Crelle CXVl, 90. 
36. Sur la formation du calendrier. A. Auric. Compt. Rend. CXXI, 804. — 
Flamant ibid. CXXH, 24. 

Combinatorik. 

36. Sur les s(?quences des permutations circulaires. Des. Andre. Compt. Rend. 

CXX, 714. 
87. Relation entre des nombres combinationes. Stuyvaert. Mathesis, S^r. 2, VI, 256. 
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Determinanten. 

38. Sur le convergence des d^terminantfl d'ordre infini et des fractions continues. 

H. V. Koch. Compt. Rend. CXX, 144. 

39. Sur les d^pendances mutuelles des determinante potentiels. De Jonqui^res. 

Compt, Rend. CXX, 408, 580. (Vergl. Nr. 415.) 
Vergl. Differentialgleichungen 62. 

Differentlalgleiohungen. 

40. Sur l'integration des äquations difF^rentielles ordinaires. Alf. Guldberg. 

Compt. Rend. CXXI, 49. 

41. Sur Tapplication aiix equations diff^rentielles de mdthodes analogues ä Celles 

de Galois. J. Drach. Compt. Rend. CXX, 73. 

42. Sur Textension des idj^es de Galois ä la theorie des Equations diif(?rentielles. 

fim. Picard. Compt. Rend. XXI, 789. 

43. Zur Theorie der Differentialgleichungen , die Fundamentalauflösungen besitzen. 

A. Guldberg. Crelle CXV, 111. 

44. Sur une classe d' Equations dont Tintegrale g^n^rale est uniforme. l5m. Picard. 

Compt. Rend. CXX, 402. 

45. Verallgemeinerung eines Satzes von den algebraischen Integralen der Differential- 

gleichungen. L. Königsberger. Crelle CXV, 23. 

46. Untersuchung und asymptotische Darstellung der Integrale gewisser Differential- 

gleichungen bei grossen reellen Werten des Arguments. Ad. Kneser. 
Crelle CXVI, 178. 

47. Sur une application de la m^thode de M. Darboux. Beudon. Compt. Rend. 

CXX!^, 902. 

48. Sur lea invariants int^graux. G. Koenigs. Compt. Rend. CXXII, 26. 

49. Sur certaines classes d Equations de Laplace k invariants ^gaux. A. Thvbant. 

Compt. Rend. CXXII, 834. 

50. Zur Theorie der algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung. G.Walle n- 

berg. Crelle CXVI, 1. 

51. Sur les Equations diff($rentielles ordinaires du premier ordre. A. Korkino. 

Compt. Rend. CXXU, 1183. — P. Painleve ibid. 1319. 

52. Sur requation differentielle binome du premier ordre M. Pctrovitch. Compt. 

Rend. XXI, 632. 

53. Sur une ^quation differentielle du premier ordre. M. Petrovitch. Compt. 

Rend. CXXII, 1261. 

54. Sar l'equation de Lam^. G. Floquet. Compt. Rend. CXXI, 805. 

d*U 

55. On the Solution of Lame's equation -^—^ = U[n(n-\-l)pn-^B] infinite terms 

when 2n is an odd number. L. Crawford. Quart. Journ. math. XXVTI, 93. 

56. Sur les invariants ponctuels de Tequation differentielle ordinaire du second 

ordre. Tresse. Compt. Rend. CXX, 429. 

57. Sur une Equation differentielle du second ordre non lineaire et a coefficients 

doublement periodique. H. Gyld^n. Compt. Rend. CXXII, 160, 586. 

58. Sur les syst^mes en involution d'^quations du second ordre. E. Goursat. 

Compt. Rend. CXXII, 1258. 

59. Über lineare Differentialgleichungen mit mehrwertigen algebraischen Koeffi- 

cienten. L.W. Thomä. Crelle CXV, 33, 119. 

60. Sur les Equations Unfaires et la methode de Laplace. E Goursat. Compt. 

Rend. CXXn, 169. 

61. über gemeinsame Vielfache linearer Differentialausdnicke und lineare Diffe- 

rentialgleichungen derselben Klasse. L. Heffter. Crelle CXVI, 157. 

62. Über den Zusammenhang zwischen den Fundamentaldeterminanten einer linearen 

Differentialgleichung n*er Ordnung und ihrer w Adjungierten. E. Grün- 
feld. Crelle CXV, 328. 

63. Zur Theorie der linearen homogenen Differentialgleichungen. A. Gutzmer. 

Crelle CXV, 79. 

64. Über die bei den linearen homogenen Differentialgleichungen auftretende 

Fundamentalgleichung. M. Hamburger. Crelle CXV, 343. 
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65. Über die Integration linearer homogener Differentialgleichungen durch Qua- 

draturen. L. Schlesinger. Crelle CXVI, 97. 

66. Sur les dquations differentielles Unfaires homogenes dont l'int^grale generale 

est uniforme. G. Floquet. Compt. Kend. CXXI, 676. 

67. Sur la thdorie du Systeme des dquations difFt^rentielles. A. J. Stodolkievitz. 

Compt. Rend.CXX, 36, 596, 825. 

68. Sur rintegration du Systeme des ^quations diflFdrentielles. A. J. Stodolkievitz. 

Compt. Rend. CXX, 1087. 

69. Application des invariants integraux ä la reduction au type canonique d'un 

Systeme quelconque d'^quations differentielles. G. Koenigs. Compt. 
Rend. CXXI, 875. 

70. Zur Integration derjenigen Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung, 

deren Koefficienten unabhängige , unbestimmte Funktionen der unabhän- 

figen Veränderlichen sind. G. Bohlmann. Crelle CXV, 89. [Vergl. Bd. 
LI, Nr. 33.] 

71. Sui sistemi simmetrici di equazioni a derivate parziali C. Somigliana. Annali 

mat. Serie 2, XXn,143. 

72. Sur certains syst^mes d'^quations aux d^riv^es partielles. J. Beudon. Compt. 

Rend. CXX, 304. 

73. Sur l'extension de la m^thode de Cauchy aux syst^mes d'^quations aux d^rivees 

partielles d'ordre quelconque. J. Beudon. Compt. Rend. CXXI, 808. 

74. Extension du th^oröme de Cauchy aux syst^mes les plus gdndraux d'equations 

aux ddriv^es partielles. E. Delassus. Compt. Rend. CXXII, 772. 

75. Über die Reihenentwickelung der Integrale eines Systems von Diifcrential- 

gleichungen in der Umgebung gewisser singulärer Stellen. J. Hörn. 
Crelle CXVI, 265. 

76. Sur les ^quations aux d^rivees partielles ä coefficients constants et les fonctions 

non analytiques. ftm. Borel. Compt. Rend. CXXI, 933. 

77. Sur un probl^me relatif h la dctermination des integrales d'une ^quation aux 

d^riv^es partielles. E. G o u r s a t. Compt. Rend CXXI ,671. 

78. Sur la throne des dquations aux deriv^es partielles. Wlad. de Tannenberg. 

Compt. Rend. CXX, 674. 

79. Sur les äquations Unfaires aux deriv^es partielles, fim. Borel. Compt. Rend. 

CXX, 677. 

80. Sur une classe t?tendue d'equations Unfaires aux derivdes partielles dont toutes 

les integrales sont analytiques. ßm. Picard. Compt. Rend. CXXI, 12. 

81. Sur les dquations Unfaires aux ddrivees partielles. Et. Delassus. Compt. 

Rend. CXXI, 46. 

82. Sur une classe d'equations Unfaires aux deriv^es partielles. H. v. Koch. Compt. 

Rend. CXXI, 517. 

83. Suir equazioni lineari alle derivate parziali del 2^ ordine (tipo ellittico) e 

sopra una classificazione dei sistemi di linee ortogonali che si possono 
tracciare sopra una superficie. P. Burgatti. Annali mat. Serie 2, 
XXIII, 225. 

84. Sur la methode de M. Darboux pour Tint^gration des eqnations aux d^rivees 

partielles du second ordre. E. Goursat. Compt. Rend. CXX, 642. 

85. Sur la theorie des dquations aux derivees partielles du second ordre. E. Goursat. 

Compt. Rend. CXX, 712. 

86. Sur rintegration des equations aux d^riv^es partielles lineaires et du second 

ordre ä caracteristiques imaginaires. Le Roy. Compt. Rend. CXXII, 367. 

87. Sur les equations aux derivees partielles du second ordre a caracteristiques 

imaginaires. ßm. Picard. Compt. Rend. CXXII, 417. 
Vergl. Astronomie 19. Bestimmte Integrale 31. Elasticität 102. Mechanik. 

DifPerenzenrechnung. 

88. Un contributo alla teoria delle forme lineari alle differenze. Etto. Borto- 

lotti. Annali mat Serie 2. XXIII, 309. 

Dreiecksgeometrie. 

89. La bibliographie de la geometrie du triangle. E. Vigarie. Matheeis, Ser. 2,VI, 

Supplement. 
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90. Le point de Lemoine et une lettre de Gerono ä Quetelet publice dans la 

Correspondance inath(5inatique et physique. Mathesis, S(?r. 2, VI, 255. 

91. Sur les points milieux des haiitcurs d'un trianglo. Droz-Karny. MathepiB, 

S^r. 2,VI,177. 

92. Theoreme sur Torthocentre. Poort, Delahaye, Fairon, J. Joncsco, 

Mathesis, Ser. 2, VI, 123. Colart, Barisien, Cristescu, DeNobelc, 
D^prez ibid. 124. 

93. Centre de transversales angulaires egales. G. Brocard. Mathesis, Sor. 2,VT, 

217. - - J. Neuberg ibid. 221. 

94. Sur trois droites menees a Taide d'nn triangle et qiii conconrcnt en iin mome 

point. Soons, J. Neuberg. Mathesis, Ser. 2, VI,67. 

95. Sur les triangles ä la fois semblables et homologiques. V. Jefabek. Mathesis, 

Ser. 2, VI, 81. 

96. Sur certains triangles. E. N. Barisien. Mathesis, St^r. 2, VI, 88 60. 

97. Propriett^s d'un triangle sur deux des c6t($s duquel on eonstruit extericurement 

des losanges. Ddprez etc. Mathesis, Ser. 2, VI, 237. 

98. Propriet^s du cercle eirconscrit ä un triangle en combinaison avec le cercle 

inscrit dans le trianglo dont les sommets sont les milieux des cötös du 
premier. Droz-Farny, D^jirez, B. Jonesco, Klompers. Mathesis, 
S^r. 2,VI,260. — Critescu ibid. 261. 

E. 

Elastisität. 

99. On Chree's problem of the rotating elastic ellipsoid. D.Edward es. Quart. 

Journ.math.XXyn,81. 

100. The eqailibrium of im isotropic elastic solid ellipsoid under the action of normal 

aurface forces of the seeond degree, and bodily forces derivod frora a 
Potential of the seeond degree. C. Chree. Quart. Jouni. math. XXVII, 338. 

101. Deformazione di una sfera isotropa. Kob. Marcolongo. Annali niat. Serie 2, 

XXin, 111. 

102. Suir integrazione delle equazioni dell' equilibrio elastico. Gius. Lau ri cell a, 

Annali mat. Serie 2, XXIII, 287. 

103. Sur requilibre d'un coq^s (^lastique. H. Poincar^. Compt. Rend. CXXII, 154. 

Elektrizität. 

104. Le Systeme du monde ^lectrodynamique. Ch.V.Zenger. Compt. Ecnd.CXXI, 386. 

105. Sur la methode de Neumann et le probleme de Dirichlet. H. Poincare. 

Compt. Rend. CXX, 347. 

106. Sur la loi de transmission de l'^nergie entre la source et le conducteur, dans 

le cas d'un courant permanent. Vaschy. Compt. R<'nd. CXX, 80. 

107. Sur la nature du courant de deplacement de Maxwell. Vaschy. Compt. 

Rend. CXX, 255. 

108. Solution g^n«5rale des dquations de Maxwell i)our un milieu absorbant homogene 

et isotrope. Birkeland. Comi)t. Rend. CXX, 1046. 

109. Sur le potenticl d'une surface ^lectrisee. J. Andrade. Compt. Rend. CXX, 605. 

Ellipse. 

110. Sur les cordes qui joignent dans une ellii)se les extremites de deux diametres 

conjugu^s. J. Jonesco. Mathesis, Se'r. 2, VI, 139. 

111. Lieu de la projection d'un foyer d'une ellipse sur les normales a Tellipse. 

CLServais. Mathesis, S^r. 2, VI, 136. 

112. Propri^tes de l'ellipse circonscrite a un triangle donn(!^ et ayant pour centre 

son centre de gravit^. J. Jonesco. Mathesis, S^r. 2,VI, 23. — Cl. Servais 
ibid. 25. 

113. Sur la podaire de l'ellipse. Jerabek. Mathesis, Sdr. 2, VI,15. 

lU. Sur les points tels que deux normales abaissees sur une ellipse donnee soient 
rectangulaires entre elles. Cl. Servais. Mathesis, 8er. 2, VI, 135. 

115. Sur deux ellipses concentriques et homothetiques, Cl. Servais. Mathesis, 

Se'r. 2, VI, 137. 

116. G^n^ration d'une ellipse et d'une hyperbole confocales a uiie ellipse donnee. 

Li^nard, Däprez. Mathesis ,*^Ser. 2, VI, 262. 
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117. Sur les circonf^rences ayant le centre sur une ellipae et pour rayon le rayon du 

cercle osculateur de rellipse. Kulhoff. Mathesis, S4r. 2, VI, 73. 
Vergl. Gleichungen 200. 

ElliptiBohe Transoendenten. 

118. La trasfoiinazione , d'ordine pari, delle funzioni ellittiche. Fr. Brioschi. 

Annali mat. Serie 2, XXII, 313. 

119. Nuove formole nella moltiplicazione e nella trasformazione delle funzioni 

ellittiche. Fr. Brioschi. Annali mat. Serie 2, XXIII, 73. 

120. Sur requivalence des six formes difFärentes d'expression des quadratures de 

diferentielles alg^briques r^ductibles aux integrales elliptiques. F. de 
Salvert. Compt. Rend. CXX, 1034. 

121. Sur deux formules connexes concernant les fonctions compl^tes de troisifeme 

espfece, relatives ä des modules compl^mentaires. F. de Salvert, Compt. 
Rend. CXX, 1208. 

122. Sur l'addition des argument« dans les fractions pdriodiques du second ordre. 

G. Fontenä. Compt. Rend. CXXII, 172. 

123. SuUe fanzioni 6 ellittiche pari. E. Pascal. Annali mat. Serie 2, XXm, 181. 

Vergl. Differentialgleichungen 57. 

F. 

Formen. 

124. Über Fundamentalsysteme und bilineare Formen. G. Landsberg. Crelle 

CXVI, 331. 
126 Dimostrazione algebrica del teorema di Weierstrass suUe forme bilineari. 
Ben. Calö. Annali mat. Serie 2, XXIII, 159. 

126. On the arithmetical theory of conjugate binary quadratic forms. G. B. M a th e ws. 

Quart. Joum. math. XXVII, 230. 

127. Über indefinite ternäre quadratische Formen. A. Meyer. Crelle CXV, 150. 

CXVI, 307. [Verffl. Bd. XLI, Nr. 73.] 

128. Sur le nombre des cTasses de formes quadratiques de d(5terminant n^gatif. 

M. Lerch. Compt. Rend. CXXI, 878. 
Vergl. Differenzenrechnung. 

Funktionen. 

129. Über einen neuen Fundamentalsatz in der Theorie der algebraischen Funk- 

tionen einer Variabein. K. Hensel. Crelle CXV, 254. 

130. Zur Theorie der algebraischen Funktionen. L. Baur. Crelle CXVI, 167. 

131. Abgekürzte algebraische Division bei quadratischem und höherem Divisor. 

C. Reuschle. Zeitschr. Math. Phys. XLI, 93. [Vergl. Nr. 158.] 

132. Sur les fonctions enti^res. Desaint. Compt. Rend. CXX, 648. 

133. Demonstration ^l^mentaire d'un theor^me de Mr. Picard ,sur les fonctions 

entieres. fim. Borel. Compt. Rend. CXXII, 1045. — Em. Picard ibid. 
1048. — Hadamard ibid. 1257. 

134. Sur les polynomes de Bemoulli. Sonin. CrelleCXVI, 133, 147. — Ch. Herrn ite 

ibid. 139. 

135. Sur les fonctions uniformes d^finies par Tinversion de differentielles totales. 

P. Painlev^. Compt. Rend. CXXII, 660. 

136. Sur rinversion des systfemes de dift'^rentielles totales. P. Painleve. Compt. 

Rend. CXXII, 769. 

137. Sur une propriet^ des fonctions märomorphes. l^ni. Borel. Compt.Rend.CXX,S03. 

138. Sur les z^ros de la fonction t(8) de Riemann. Hadamard. Compt. Rend. 

CXXII, 1470. 

139. Sur les fonctions de deux variables r(5elles et sur la notion de fonction arbi- 

traire. tm. Borel. Compt. Rend. CXXI, 811. 

140. Sur les groupes d'op^rations. Le vavasseur. Compt. Rend. CXXH, 180, 516. 711. 

141. Funktionalgleichungen mit drei von einander unabhängigen Veränderlichen. 

M. Cantor. Zeitschr. Math, Phys. XLI, 161. 

142. Sur les ^quations fonctionelles. Leau. Compt. Rend. CXX, 427. 

Vergl. Abellsche Transcendenten. Bestimmte Integrale. Combinatorik. Deter- 
minanten. Differentialgleichungen. Differenzenrechnung. Elliptische Trans- 
oendenten. Formen. Gammafunktionen. Geometrie (höhere). Gleichungen. 
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Hyperelliptische Funktionen. Interpolation. Invariantenthorie. Ketten- 
brüche. Mannigfaltigkeiten. Maxima und Minima. Quaternionen. Reihen. 
Substitutionen. Symmetrische Funktionen. Thetafuuktionen. Transforma- 
tionegruppen. Variationsrechnung. 

G&mmafunktioiieii. 

143. Siir la fonction log r{a), Ch. Her mite. Grelle CXV, 201. 

Geometrie (höhere). 

144. Introduzione alla geometri^ sopra un ente algebrico semplicemente infinito. 

Cor. Segre. Annali mat. Serie 2, XXII, 42. 

145. Über die endlichen Gruppen von Korrelationen. S.Kantor. Grelle GXVI, 171. 

146. La geometria delle serie lineari sopra una curva piana sccondo il metodo 

geoetrico. E. Bertini. Annali mat. Serie 2, XXII, 1. 

147. Sur les faisceaux r^guliers et les ^quilatöres d'ordre w. P. Serret. Gompt. 

Rend. CXXI, 372. 

148. Proprietä de deux faisceaux homographiques de quatre rayons. Gl. Servais. 

Mathesis, Sär. 2, VI, 25. 

149. Girconference passant par deux faisceaux homographiques de mani^re que 

deux rayons homologues quelcouques la rencontrent en des points en 
involution. Gl. Servais. Mathesis, S^r. 2, VI, 134. 

150. Zur Maßbestimmung in den einförmigen Grundgebilden. K. Doehlemann. 

Zeitschr. Math. Phys. XLI, 265. 

151. Sur les hyperboles equilateres d'ordre quelconque. P. Serret. Gompt. Rend. 

CXXI, 340. 

152. Sur les Equilateres comprises dans les equations 

2a — 2 an— 1 

1 1 

P. Serret. Gompt. Rend. GXXI, 438. 

153. Geometrische Bedeutung der Partialbruchzerlegung. G. Ileus chle. Zeitschr. 

Math. Phys. XLI, 103. fVer^l. Nr. 131.] 

154. Th<^or^me8 sur la spirale d'Archim^de publies par Ghasles dans la Gorrespon- 

dance math^matique et physique. Mathesis, S<$r. 2, VI, 112. 

155. fitude de la courbe aux trois foyers fait« par Hachette dans la Gorrespon- 

dance math^matique et physique. Mathesis, Ser. 2, VI, 112. 

156. Sur un quadrilatäre connexe sur les cöt^s duquel on a construit des triangles 

isoscöles. Dröz-Farny. Mathesis, Stir. 2, VI, 181. 

157. Engendrement d'une conchoide. Klompers. Mathesis, SEr. 2, VI, 267. — 

Barisien ibid. 259. 

158. Die geometrischen Konstruktionen 3. und 4. Grades, ausgeführt mittels der 

geraden Linie und einer festen Kurve dritter Ordnung. Fr. London. 
Zeitschr. Math. Phys. XLI, 129. 

159. Sur les courbes de quatri^me classe. G. Humbert. Gompt. Rend. GXX, 863. 

Vergl. Absolute Geometrie. Abzahlende Geometrie. Mehrdimensionale Geo- 
metrie. Schliessungsaufgaben. Singularitäten. 

Gtosohlohte der Mathematik. 

160. Elxtraction des racines carr^es dans la Gröce antique. V. V. Bobynin. 

Zeitschr. Math. Phys. XLI, Hist. litter. Abtlg. 193 

161. Esquisse de Thistoire du calcul fractionnaire. V.V. Bobynin. Biblioth. 

math. 1896, 97. 

162. Sur rinscription astronomique de Keskinto. P. Tann e r y. Gompt. Rend. GXX, 363. 

163. Geometrie mit konstanter ZirkelÖffmiiir^inr, j^^^^^fhim,. M. Kutta. Biblioth. 

math. 1896, 16. y>*^ r » "^^ f 

164. Nochmals der Jakobsstab. HT S ut v^> ^iWtettil Sivth. 1896, 13. [Vergl. 

Bd. XLI, Nr. 106.] vV > * ^ 

165. Cber die im Mittelalter zur Felcls^s^lteg' bdlitibsCen Instrumente. M. Gurtze. 

Biblioth. math. 1896, 66. 
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166. Johannes Anglicus und sein Quadrat. A. Steinschneider. Biblioth. math. 

1896, 102. 

167. Über die sogenannte Regel Ta Yen in Europa. M. Curtze. Zeitschr. Math. 

Phys. XLI, Hist.^ litter. Abtlg. 81. 

168. Zur Geschichte der Übersetzungen der Elementa im Mittelalter. M. Curtze. 

Biblioth. math. 1896, 1. 

169. Über Johann von Gemundeu. M. Curtze. Biblioth. math. 1896, 4. 

170. Die Mathematik bei den Juden. M. Steinschneider. Biblioth. math. 1896. 

m, 77, 109. [Vergl. Bd. XLI, Nr. 108.1 

171. Le commentaire de Jakob Ziegler sur la „Saphea'' de Zakali. G. Eneström. 

Biblioth. math. 1896, 63. 

172. Beitrag zur Geschichte der prosthaphäretis^hen Methode in der Trigonometrie. 

A. V. Braunmühl. Biblioth. math. 1896, 106. 

173. Das Problem der kürzesten Dämmerung.' K. Zelbr. Zeitschr. Math. Phy^. 

XLI, Hist. litter. Abtlg. 121, 163. 

174. Ein Beitrag zur Geschichte der Physik im 14. Jahrhundert. M. Curtze. 

Biblioth. math. 1896, 48. 
176. Sur la plus ancienne s^rie fran9ai8e d'observations thermometriques etnieteoro- 
logiques. Maze. Compt. Kend. CXX, 731. 

176. Sur le premier thermometre ä mercure. Maze. Compt. Rend. CXX, 732. 

177. Sur le premier thermometre ä alcool utilis^ a Paris. Maze Compt. Rend. 

CXXI, 230. 

178. Das Geburtsjahr von Johannes Hudde. J. Korteweg. Zeitschr. Math. Phvs. 

XLI, Hist. litter. Abtlg. 22. 

179. Vandermonde's Vornamen. H. Simon. Zeitschr. Math. Phvs. XLI, Hist. litter. 

Abtlg. 83. 

180. Paolo Ruffini e i primordii della teoria dei gruppi H. Burkhardt. (E.Pascal.) 

Annali mat. Serie 2, XXü, 175. [Vergl. Bd. XXXVIU, Nr. 107.] 

181. La traduction fran^aise de 1806 des Disquisitiones arithmetique de Gauss. 

De Jonquiferes. Compt. Rend. CXXII, 829, 857. 

182. Note bibliographique sur les femmes dans les sciences exactes. G. Eneström. 

Biblioth. math. 1896, 73. [Vergl. Bd. XLI, Nr. 101 ^ 

183. Sur les d^couvertes mathömatiques de Wronski. S. Dick stein. Biblioth. 

math. 1896, 6. [Vergl. Bd. XL, Nr. 125.] 

184. Riemann e la sua importanza nello sviluppo della matematica moderua. 

F. Klein (E. Pascal). Annali mat. Serie 2, XXHI, 209. 

185. Die Grassmann'sche Ausdehnungslehre. V. Schlegel. Zeitschr. Math. Phvs. 

XLI, Hist. litter. Abtlg. 1, 41. 

186. Nachnif auf A. Cayley (16. VIII. 1821—26. I. 1895\ L. Schäfli (16. l. 1814- 

20. m. 1896), J. Dienger (5. XI. 1818 — 27. XL 1894). L. Fuchs. Crelle 
CXV, 349. 

187. Notice sur A. Cayley. Ch. Hermite. Compt. Rend. CXX, 235. 

188. Sur les travaux de Franz Neumann, f 23. V. 1895. J. Bertrand. Compt, 

Rend. CXX, 1189. 

189. Notice sur les travaux de John Russell Hind, f 23. XII. 1895. F. Tisserand. 

Compt. Rend. CXXII, 17. 

190. N<?crologue de Joseph Graindorge (9. VIII. 1843 — 23. I. 1896). Mathesis, 

Sdr. 2, VI, 48. 

191. Zum Andenken an Ludwig Ofterdinger (18. V. 1810 — 10. IV. 1896). H. Küuss- 

berg. Biblioth. math. 1896, 50. 
Vergl. Absolute Geometrie 5. Bestimmte Integrale 28. Dreiecksgeometrie 90. 
Geometrie (liöhere) 164, 156. Kegelschnitte 217. Singularitäten 367. 
Tetraeder. 

Gleichungen. 

192. Über den Eisenstein'schen Satz von der Irreduktibilität algebraischer Gleich- 

ungen. L. Königsberger. Crelle CXV, 63. 

193. Sur les racines multiples des (iquations. F. B r i o s ch i. Compt. Rend. CXXI, 582. 

194. Transformations de Ft^quation x*« — 1=0 et cons^quences gt^om^triques quon 

peut en tirer. Stuyvaert. Mathesis, Ser. 2, VI, 229. 
196. x^—öp^x-\-Sq'^=0 n'a pas de racine enti^re, p etant un nombre pair et jf 
unnombrediiF^rentdez^ro. E. Fauquembergue. Mathesis, S^r. 2, VI, 30. 
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196. Didaktische Bemerkungen zur kubischen Gleichung. W. Hey mann. Zeitschr. 

Math. Phys. XLI, 58, 326. 

197. Probleme d'algebre tir^ de la Correspondance math^matique et physique. 

Mathesis, S^r. 2, VI, 201. 

198. Sur les racines commuues a plusieurs equations. W. Dyck. Compt. Reud. 

CXX, 34. [Vergl. Bd. XL, Nr. 473. 

199. Zur Theorie der Resultanten. E. Netto. Crelle CXVI, 33. 

200. Elimination de deux inconnues entre trois Equations dont deux du troisieme 

et une du second degre. E. Fauquembergue. Mathesis, S(?r. 2, VI, 278. 

201. Deux equations dont une cubique a au moins une racine reelle incommen- 

surable quand Tautre a une racine entifere. E. Fauquembergue. 
Mathesis, S^r. 2, VI, 54. 

202. Sur les racines de certainea Equations d^^pendantes entre elles. E. Fauquem- 

bergue. Mathesis, Ser. 2, VI, 140. 

203. Sur les macbines alg^briques. L^on. Tor res. Compt. Rend. CXXI, 245. 

204. Abaque de Tequation des marees diurnes et semi-diumes. M. d'Ocagne. 

Compt. Rend. CXXII, 298 
Vergl. Geschichte der Mathematik 180 Symmetrische Funktionen. 



Hydrodynamik. 

205. Recherches sur la houlle de mer. J. Boussinesq. Compt. Rend. CXX, 1240, 

1310, 1381. CXXI, 15, 85. 

206. Sur la pression int^rieure et le viriel des forces interieures dans les fluides. 

E. H. Amagat. Compt. Rend. CXX, 489. 

207. Theorie de T^coulement tourbillonant et tumultueux. J. Boussinesq. Compt. 

R«nd. CXXn, 1289, 1369, 1445, 1617. 

208. On elliptic cylindrical vortices. A. E. H. Love. Quart. Journ. math. XXVU, 89. 

209. On the small oscillations of the first order of Kirchhotfs elliptic vortex 

cylinder. P. H. Co well. Quart. Journ. math. XXVII, 227. 

210. Calcul des trajectoires fluides. P. E. Touche. Compt. Rend. CXXI, 157. 

211. Die Wasserwellen. Kurz. Zeitschr. Math. Phys. XLI, 111. 

212. Quelques considerations sur la constructiou des grands barrages. M. Lew. 

Compt. Rend. CXXI, 288. 

213. Expression de la Charge supportee par Tarbre d'une turbine hydraulique en 

marche. Theoreme relatif ä Teftet dynamique de l'eau sur les aubages. 
B. de Fontviolant. Compt. Rend. CXXI, 637. 
Vergl. Nautik. 

Hyperelliptische Funktionen. 

214. Relations differentielles entre les pöriodes des fonctions hyperelliptiques jj=2. 

F. Brioschi. Crelle CXVI, 326. 

I. 

Interpolation. 

215. Ein Analogon zu den Euler'schen Interpolationsformeln. E. Netto. Zeitschr. 

Math. Phys. XLI, 107. 

Invariantentheorie. 

216. Sur certains invariants relatifs au groupe de Hesse. Boulanger. Compt. 

Rend. CXXII, 178. 
Vergl. Differentialgleichungen 48, 49, 56, 69. Oberflächen 282. 

K. 

Kegelschnitte. 

217. Discussion de l'dquation generale du second degrt* publiee i>ar Ampere dans 

la Correspondence math<$matique et physique. Mathesis, Ser. 2, VI, 253. 

218. Sur une propri^t^ focale des coniques a centre. Stuyvaert. Mathesis, 

S^r. 2, VI, 129. 

219. Sur les coniques qui se touchent eu deux points donnes. V. Jerabek. 

Mathesis, S^r. 2, VI, 37. 
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220. Über Kreise , welche einen Kegelschnitt doppelt berühren. B. S p o r e r. Zeitachr. 

Math. Phya. XLI, 200. 

221. Sur les triangles ^quilat^raux inscrits a une conique. E. N. Bariaien. 

Mathesis, S«$r. 2, VI, 14 — Droz-Farny ibid. 107. 

222. Quadrilatäre circonscrit a une conique et dout deux cötes sout paralleles. 

R. Buysena. Mathesis, S^r. 2, VI, 260. 

223. Droites men^es par quatre points d'une conique a ceutre, tels que les uormalei: 

a la courbe en ces points soient concourantes. Buisseret. Mathesis, 
S^r. 2, VI, 207. — Barisien, Deprez, Droz-Farny ibid. 208. 

224. Conique sur laquelle se trouvent les 6 points de rencontre des cötes non 

homologues de deux triangles. Droz-Farny. Mathesis, Ser. 2, VI, 95.— 
J. Neuberg ibid. 96. — Bastin, Deprez ibid. 97. 

225. Sur un systfeme de coniques. J. Neuberg. Mathesis, S<$r. 2, VI, 164. 

Vergl. Auadehnuugslehre. Ellipse. Kreis. Parabel. 

Eettenbrüohe. 

226. Tber Näherungswerte und Kettenbrilche. K. Th. Vahlen. Grelle CXV, 221. 

227. Relationa entre la fonction Besselienne de 1'« e8})^ce et une fraction continue. 

J. H. Graf. Annali niat. S^rie 2, XXIll, 46. 
Vergl. Determinanten 38. 

Kinematik. 

228. Beitrag zur kinematischen Theorie der Gelenkmechanismen. Job. Kleiber. 

Zeitschr. Math. Phys. XLI, 177, 288, 281. 

229. Sur un mode de description de la ligne droite au moyen de tiges articulees. 

R. Bricard. Compt. Rend. CXX, 69. 

230. Toute surface algebrique peut etre d(5crite par le moyen d'un syst^me arti- 

cnU. G. Koenigs. Compt. Rend. CXX, 861. 

231. Toute condition algäbrique imposee au mouvement d'un corps est realiaable 

f)ar le moyen d'un Systeme articul^. G. Koenigs. Compt. Rend. CXX, 981. 
e mouvement d'une figure plane dans son plan. A. Pellet. Compt. 

Rend. CXX, 1204 

233. Sur le d<5placement d'un triMre trirectangle autourde son sonunet, la position 

de ce triädre d(^pendant de deux parametres. M. Fouchd. Compt. 
Rend. XXII, 763. 

Kreis. 

234. Le cercles de Chasles. Droz-Farny. Mathesis, S^r.2, VI, 193. — E.N.Bari- 

sien ibid. 266. [Vergl. Bd. XLI, Nr. 147.) 
236. Sur les cercles radicaux. J. J. Duran Lorig a. Mathesis, Ser. 2, VI, 105. 

236. Enveloppe de Taxe radicale d'un cercle fixe avec un cercle mobile dont le 

centre parcourt une circonf^rence donn^e; extension dans Tespace. 
Tzitztiica. Mathesis, Ser. 2, VI, 70. 

237. Gdn^ration de deux circonferences ayant pour centre de similitude un point 

donne. J. Neuberg. Mathesis, Ser. 2, VI, 83. 
Vergl. Dreiecksgeometrie 98. Ellipse 117. 

M. 

Magnetismus. 

238. Kraftwirkung eines Magnets auf einen anderen. Kurz. Zeitschr. Matli 

Phys. XLI, 167. 

239. Potentielle Energie eines Magnets. Kurz. Zeitschr. Math. Phys. XLI, 169 

240. Potential einer magnetischen Kugel. Kurz. Zeitschr. Math. Phys. XLI, 172. 

241. Die magnetische Induktion. Kurz. Zeitschr. Math. Phys. XLI, 175. 

242. Solanoid, Ring- und Kugeis j)irale. Kurz. Zeitschr. Math. Phys. XLI, 226. 

Mannigfaltigkeiten. 

243. Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre. J. Thomae. Zeitschr. Math. Pbjs. 

XLI, 231. 
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Maxima und Kinima. 

244. On donne deux points A^ B et une droite d non situds dans un m^me plan. 

Trouver sur la droite un point X dont la somme des distances XA -j- XB 
aux points donn^s soit un minimum. Soons etc. Mathesis, Sdr. 2,VI, 28. 

Mechanik. 

245. On a theorem of Jacobi in dynamics. A. C. Dixon. Quart. Journ. math. 

XXVII, 362. 

246. Sur rintf^gration de T^quation diff^rentielle de Hamilton. P. Stacke 1. Compt. 

Rend. CXXI, 489. [Vergl. Bd. XL, Nr. 628. J 

247. üne propriät^ des mouvements sur une surface. Hadamard. Compt. Rend. 

CXXn, 983. 

248. Condition d^immobilite d*un disque «ons l'action de trois Forces tangentielles. 

J. Jonesco, Strjmeersch, Klompers, Mandart. Mathesis, S^r. 2, 
VI, 274. 

249. Sur les forces de Tespace et les conditions d'^quilibre d'une classe de sjstämes 

däformable. B. Mayor. Compt. Rend. CXXU, 1185. 

250. Sur une classe de solutions päriodiques dans un cas particulier du probl^me 

des trois corps. J. Perchat et J. Mascart. Compt Rend. CxX, 906. 

251. Sur r^quilibre dune enveloppe ellipsoidale. L. Lecornu. Compt. Rend. 

CXXn, 218. 
• 252. Studien über die Bewegungsvorgänge in der Umgebung instabiler Gleich- 
gewichtslagen. A. Kneser. Crelle CXV, 308. 

253. Sur Tentretien du mouvement du pendule sans perturbations. G. Lippmann. 

Compt. Rend. CXXU, 104. 

254. Sur les solutions p^riodiques du probleme du mouvement d'un corps pesant 

quelconque, suspendu par un de ses points. G. Koenigs. Compt. 
Rend. CXXII, 1048. 

255. Sopra due moti di Poinsot concordanti. Rob. Marcolongo. Annali mat. 

Serie 2, XXII, 157. 

256. Sur la rotation des solides. R. Liouville. Compt. Rend. CXX, 903. 

257. A propos d'une communication de Mr. R. Liouville sur la rotation des solides. 

N. Jourkovsky. Compt. Rend. CXXII, 916. 

258. Sur la rotation des solides et le principe de Maxwell. R. Liouville. Compt. 

Rend. CXXII, 1060. 

259. Sur la rotibtion d'un corps variable. L. Picart. Compt. Rend. CXXII, 1264. 

260. SuUe rotazioni permanenti stabil! di un sistema in cui sussistono moti interni 

stazionarii. V. Volterra. Annali mat. Serie 2, XXIII, 269. 

261. Sur la Penetration d'un projectile dans les semi-fluides et les solidem. H. Resal. 

Compt. Rend. CXX, 397. 

262. Sur le mouvement des projectiles dans Tair. Chapel. Compt. Rend. CXX, 677. 

263. Sur la d^finition g^n^rale du frottement. P. Painle v^. Compt. Rend. CXX, 596. 

264. Sur les lois du frottement de glissement. P. Painlev^. Compt. Rend. CXXI, 112. 

265. Sur un mode nouveau de r^gulation des moteurs. L. Lecornu. Compt. 

Rend. CXXH, 1188, 1322. — H. L^autc^ ibid. 1191. 

266. Sur la forme de l'intrados des voütes en anse de panier. H. Resal. Compt. 

Rend. CXX, 362. 

267. Axoldes de deux lignes planes. H. Resal. Compt. Rend. CXX, 483. 

268. Une propri^te g^n^rale des axoYdes. A. Mannheim. Comj)t. Rend. CXX, 671. 

269. Sur les variations de r^crouissage des mätaux. F au ri e. Compt. Rend. CXX, 1407. 

270. Sur les d^formations permanentes et la rupture des corps solides. Compt. 

Rend. CXXI, 848. 

271. Sur les poutres droites continues solidaires avec leurs piliers. Eng. Laye. 

Compt. Rend. CXX, 253. 

272. Resistance des poutres droites ä trav^es solidaires sur appuis elastiques. 

P. Toulon. Compt. Rend. CXXI, 872. CXXII, 304. 

273. Sur des abaques des efforts tranchants et des moments de flexion develoi)pes 

dans les poutres ä une trav^e par les surcharges du Reglement du 
29. Vm. 1891 sur les ponts mötalliques. Marc. Duplaix. Compt. Rend. 
CXXU, 128. 

274. Marche et course en flexion. Comte & Regnault. Compt. Rend. CXXII, 401. 

Hut. -litt. Abt. d. Zeitschr. f. Math. u. Fbyi. 42. Jahrg. 1897. 3. Heft. 8 
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275. Du röle des membres post^rieurs dans la locomotion du cheval. Le Hello. 

Compt. Rend. CXXU, 1357. 

276. Mesure du travail d^pen8<5 dau8 Temploi de la bicyclett«. Bouny. Compt. 

Rend. CXXU, 1391, 1528. — Marey ibid. 1396. 
Vergl. Astronomie. Elastizität. Elektrizität. Hydrodynamik. Kinematik. 
Magnetismus. Optik. Wärmelehre. 

Mehrdimensionale Geometrie. 

277. Sur Temploi d'une quatri^me dimension. De la Rive. Oompt. Rend. CXX,983. 

278. Sur une gänäralisation de la formule de Faire du triangle sphärique. H. Stouff. 

Compt. Rend. CXXU, 808. 

H. 

Nautik. 

279. Theorie du tangage sur une mer houleuse. A. K r i 1 o f f. Compt. Rend. CXXH , 1k3. 

280. fitude de la stabilit^ des navires par la methode des i>etit8 modeles. 

J. Leflaive. Compt. Rend. CXXU, 704. 

O. 

Oberfl&ohen. 

281. Sur la th^orie des surfaces et des groupes algebriques. fim. Picard. Compt. 

Rend. CXX, 668. 

282. Sur deux invariants nouveaux dans la th^orie gän^rale des 8urfa<;e8 algt?- 

briques. fim. Picard. Compt. Rend. CXXH, 101. 

283. Eine neue Formel fiir die mittlere Krümmung und das Erümmungsmaß einer 

Fläche. V. Kommerei 1. Zeitschr. Math. Phys. XU, 123. 

284. Sur les lignes de courbure. Th. Craig. Compt. Rend. CXX, 672. 

285. Sur les surfaces dont les lignes de courbure forment im r^ssau ä invariants 

tangentiels ^gaux. A. Thybaut. Compt. Rend. CXXI, 519. 

286. Sur les surfaces ä lignes de courbure sph^riques. E. Blutel. Compt. Bend. 

CXXH, 301. 

287. Sur les courbes trac^es sur une surface et dont le sphere osculatrice est 

tangente en chaque point ä la surface. E. Cosserat. Compt. Rend. 
CXXI, 43. 

288. Sur les lignes asymptotiques. E. Goursat. Compt. Rend. CXXH, 693. 

289. On the continuous deformation of surfaces. D. B. Mair. Quart. Journ. math. 

XXVH, 1. 

290. Sur la deformation des surfaces. P. Adam. Compt. Rend. CXXI, 561. 

291. Zur simultanen Transformation quadratischer DifTerentialformen. J. Knob- 

lauch. Crelle CXV, 186. 

292. Sur les transformations biuniformes des surfaces algäbriques. P. Painleve. 

Compt. Rend. CXXH, 874. 

293. Di alcune auperficie che ammettono un sistema di linee egaali e un seconJo 

sistema di linee eguali, o simili. Gem. Pirondini. Annali mat. 
Serie 2, XXHI, 93. 

294. Sur le roulement de deux surfaces Tune sur Tautre. E. Cosserat. Compt. 

R«nd. CXXI, 936. 

295. Sur un Systeme triple ortogonal. P. Adam. Compt. Rend. CXXI, 812. - 

E. Goursat ibid. 883. — J. Bertrand ibid. 921. 

296. Konstruktion der Schmiegungsebenen der Schnittkurve zweier Kegel. A. Beck. 

Zeitschr. Math. Phys. XLI, 221. 

297. On geodesic torsion. G B. Mathews. Quart. Journ. math. XXVII, 145. 

298. Simmetria ortogonale rispetto a una superficie di revoluzione. Gem. Piron- 

dini. Annali mat. Serie 2, XXH, 213. 

299. Sulla costruzione della superficie del 3^ ordine individuata da 19 punti. 

M. Pannelli. Annali mat. Serie 2, XXH, 237. 

300. Über Isogonalflächen. L. Heffter, Crelle CXV, 1. 

301. Über Modellierung von Isogonalflächen, L. Heffter. Zeitjschr. Math. Phys. 

XLI, 163. 

302. Propri^tö nouvelle de la surface de Tonde. A. Mannheim. Compt. B^nd. 

CXXH, 708. 
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303. Sur le« surfaces aspidales. A. Mannheim. Compt. Reml. CXXII, 1396. 

Vergl.AberBcheTranscendenten 2, Differentialgleichungen 83. Kinematik 230. 
Mechanik. Singularit&ten. Transformationsgriippen. 

Oberfl&ohen sweiter Oränimg, 

304. Über die Konstruktion der Flache zweiten Grades aus 9 gegebenen Punkten. 

H. Liebmann. Zeitschr. Math. Phys.XLI, 120. — Job. Kleiber ibid. 228. 
Vergl. Ausdehnungslehre. 

Optik. 

305. Examples of the characteristic function. A.K.Hermann. Quart. Journ. math. 

XXVII, 191. 

306. Principe d'Huygens dans les corps i8otroi)es. E. Carvallo. Comi^t. Rend. 

CXX, 88. [Vergl. Bd. XL, Nr. 603.] 

307. Sur le spectre cannel^. H. Poincar^. Compt. Rend. CXX, 757. — A, Schuster 

ibid. 987. 

308. Les rajons cathodiques et les vibrations longitudinales de Tether. H. Poin- 

car^. Compt. Rend. CXXI, 792. CXXII, 76, 620, 990. - ü. Jaumann 
ibid. CXXn, 74, 617, 988. 

309. Sur la caustique d'un arc de courbe refl^chissant les rayons emis par un point 

lumineux. A. Cornu. Compt. Rend. CXXII, 146ö. 

310. Sur Tentrainement des ondes lumineuses par la mati^re en mouvemcnt. 

G. Foussereau. Compt. R«nd. CXX, 85. 

311. Sur le passage de la limii^re ä travers une lame mince dans le cas de la 

r^flexion totale. Ch. Fabry. Compt. Rend. CXX, 314. 

312. Absorption de la lumi^re dans les cristaux uniaxes. G. Moreau. Compt. 

R«nd. CXX, 602. 

313. Sur Tabsorption de la lumi^re par les milicux douäs du pouvoir rotatoirc. 

E. Carvallo. Compt. Rend. CTLXII, 985. 
3U. Sur la dispersion rotatoire anomale des milieux absorbants cristallisus. 
G, Moreau. Compt. Rend. CXX, 258. 

315. Recherches spectrales sur la rotation et les raouvements des planetes. 

H. De öl andres. Compt. Rend. CXX, 417. — H. Poincare ibid. 420. 

P. 

FarabeL 

316. Le Probleme de la duplication du curbe au moycn d'une parabole. G. de 

Longchamps. Mathesis, S«^r. 2, VI, 245. 

317. Sur les paraboles ayant un diam^tre commun et touchant une droite donnee 

au bout de ce diamfetre. Stuyvaert. Mathesis, Ser. 2, VI, 92. 

318. Paraboles touchant une droite donnee en un point donnä, leur dircctriccs 

passant par un point donn^. Droz-Farny, D^prez, Buisseret, 
Gob. Mathesis, Sdr. 2, VI, 50. — Ddprez, J. Jonesco ibid. 51. 

319. Parabole lieu des points tels que, si Ton mene les trois normales ä une 

parabole donnee, le cercle passant par les seconds points de rencontrc 
des normales avec la parabole ait son centre sur Taxe de la parabole. 
Bastin, Cristescu, J. Jonesco. Mathesis, Sdr. 2, VI, 26. 

320. Sur les normales de deux points ä une parabole donnee. Cristescu, Bari- 

sien, J. Jonesco. Mathesis, Sdr. 2, VI, 180. 

321. Propri^t^ du triangle dont les sommets sont les pieds des normales abaissees 

d'un point sur une parabole et du second triangle form^ par les tan- 
gentes en ces trois points. Cristesco. Mathesis, Ser. 2, VI, 332. — 
Droz Farny, H. Brocard ibid. 234. — Deprez ibid. 236. 

322. Parabole lieu de la projection du centre d'osculation d'une i^arabole sur la 

droite qui Joint le foyer au i^oint d'osculation. Ddprez. Mathesis, 
S^r. 2, VI, 188. 

323. Parabole lieu du centre du cercle circonscrit a un triangle dont les sommets 

se trouvent sur une autre parabole. Gillet etc. Mathesis, Ser. 2, VI. 
98. — Cristescu etc. ibid. 99. 

324. Thäorfemes sur une parabole et un cercle. Schoute, Bastin, Ddprez, 

Droz-Farny, Verdeyen, J. Jonesco, V. Cristescu. Mathesis, 
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S«^r. 2, VI, 116. — Cl. Servals ibid. 120. — Klompers, Buisseret, 
Buysens, Colart, Polak, B. Jonesco, Katali ibid. 122. 

325. Cordes d'une parabole qui en enveloppent une autre. Cristesco. Mathesis, 

S^r. 2, VI, 276. 
Vergl. Quadratur 839. 

Flanlnietrie. 

326. Zur Übertragung der Rechnungsarten auf die Geometrie, insbesondere über 

die Möglichkeit der Multiplikation von Strecken mit Strecken. H. VoU- 
precht. Zeitschr. Math. Phys. XU, 276. 

827. Sur une nouvelle d^moustration du postulatum d'Euclide. P. Mansion. 

Mathesis, S^r. 2, VI, 109. — M. Frolov ibid. 226. 

828. A rigorously euclidean demonstration of the theory of parallel straight hnes 

to be introduced immediately after Eucl. I, 26. Thos. Cullovin. 
Quart. Joum. math. XXVII, 188, 226. -- A. E. H. Love ibid. 363. 

329. Sur le problöme de mener par un point situä dans Tangle CAB une 

transversale MN formant un triangle MAN d'aire donn^e, probl^me 
trait^ dans la Correspondance math^matique et physique. Mathesi?, 
S^r. 2, VI, 200. 

330. Un triangle est isoscöle s*il a deux bissectrices int^rieures dgales. G. TarrT. 

Mathesis, S^r. 2, VI, 41. 

331. La base BC d'un triangle ABC etit divis^e harmoniquement aux points D,E\ 

quelles valeurs prend AD^-^AE*? Klompers. Mathesis, S^r. 2, VI, 189. 

332. Propriätds d'un triangle sur les cöt^s duquel on a construit exterieurement 

des carr^s. Droz-Farny etc. Mathesis, S6t 2, VI, 49. 

333. Construire un pseudocarr^, connaissant les longueurs de trois cöt^s. Klom- 

pers, Colart. Mathesis, Sdr. 2, VI, 62. — Droz-Farny, J. Jonesco 
ibid. 63. — D^prez ibid. 76. 

334. Pseudocarr^ construit au moyen d'un autre. Droz-Farny. Mathesis, Ser.2, 

VI, 94. — D^prez, J. Jonesco ibid. 96. 
835. Sur une transversale d'un parall^logramme donn^ qu'on fait toumer autour 

d'un point fixe. Hacken, Klompers, Poort. Mathesis, S^r. 2, VI, 69. 
886. Sur les projections d'un point sur les cötds d'un quadrilat^re. Colart, 

D^prez, Klompers. Mathesis, S^r. 2, VI, 209. 

337. Sur un Systeme de quadrilat^res. Klompers, Droz-Farny. Mathesis. 

Sdr. 2, VI, 190. 
Vergl. Dreiecksgeometrie. Kreis. 

^' 

Quadratur. 

338. Aire des paraboles d'ordre sup^rieur. H. Schonte. Compt. K«nd. CXXII, 

1118. — D. J. Korteweg ibid. 1399. G. Mannoury ibid 1399. 

339. Sur Faire d^une partie de la imrabole. Mendeleef. Compt. Rend. XXI, 421 

340. Aires et volumes relatifs a la chainette. C. E.Wasteels. Mathesis, Ser. 2,M, 241. 

341. Perim^tre et aire de la podaire d'une cardio'ide et le sa däveloppee. Fairon. 

Mathesis, S^r. 2, VI, 186. 
Vergl. Mehrdimensionale Geometrie 278. 

Quatemionen. 

342. Zur Theorie der Vektoren und Quaternionen. Hcez. Zeitschr. Math. Phys. 

XLI, 86, eh. 

B. 
Beclinen. 

343. Sur la dcifinition de la multiplication. Laisant et Lemoine. Mathesis, 

Ser. 2, VI, 85. 
Vergl. Geschichte der Mathematik 161. Planimetrie 326. Wurzelausziehung. 
Zinseszins. 

Beihen. 

344. Sur la divergence des sdries de la m^canique Celeste. H. Poincar<5. Compt. 

Rend. CXXII, 497, 567. 
346. Sur la sommation des series divergentes. !£ m. B o r e 1. Compt. Rend. CXXI, 1 125. 
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346. Sur la g^neralisation de la notion de limite et sur Textension aux series 

divergentes sommables du th^or^me d'Abel sur les series entieres. 
tm. Borel. Compt. Rend. CXXII, 73. 

347. Applications de la throne des sdries devergentes sommables. Em. Borel. 

Compt. Rend. CXXII, 806. 

348. Sur le thäoräme de Taylor transforme. K. U. Bougaief. Compt. Rend. 

XCCT, 1127. 

349. Sur le thäorfeme de Taylor avec Tapproximation du troisieme degr^. N. Bou- 

gaief. Compt. Rend. CXXII, 869. 

350. Sur le d^veloppement des fonctions en sdrie ordonn^e suivant les puissances 

du ainus et du cosinus de la variable. F. GomesTeixeira. CrelleCXVI, 14. 

351. Sur une suite recurrente. J. Neuberg. Mathesis, S^r. 2, VI, 88. 

352. Sur une extension du thäoreme de Laurent. Ch. Hermite. Crelle CXVI, 86. 

353. Über einige unendliche Produkte und Reihen. 0. SchlÖmilch. Zeitschr. 

Math. Phys. XLI, 127. 

354. Products and series involving prime numbers only, J. W. L. Glaisher. 

Quart. Joum. math. XXVII, 270. 

355. On Hamilton's nimibers. G. B. Mathews. Quart. Journ. math. XXVII, 184. — 

J. C. Glashan ibid, 242. 
Vergl. Astronomie 20, 21, 22, 23. Bestimmte Integrale 29. Diiferential- 
gleichungen 76. Funktionen 134. Synunetrische Funktionen. Wurzel- 
ausziehung 408. 

S. 

Sohliemrangsaufgabe. 

856. Cber Steiner'sche Kugelketten. K.Th. Vahlen. Zeitschr. Math. Phys. XLI, 168. 

Sin^riilaritAten. 

357. Memoire de Michel Reiss date de 1832 et public dans la Correspondance mathe- 

matique et physique sur des propridtes des courbes algdbriques. Mathesis, 
Ser. 2,VI, 42 

358. Über Singularitäten ebener algebraischer Kur\'en. W. Köstlin. Zeitschr. 

Math. Phys. XLI, 1. 

359. Über die doppelpunktige Focalkurve. R. M ü 1 1 e r. Zeitschr. Math. Phys. XLI, 62. 

360. Über die Doppelpunkte der algebraischen Curven. H. Oppenheimer. Zeitschr. 

Math. Phys. XLI, 805. 

361. Über die ebenen Kurven vierter Ordnung vom Geschlechte eins. H. Lieb- 

mann. Zeitschr. Math. Phys. XLI, 86. 

362. Sur une question concemant les points singuliers des courbes gauches alge- 

briques. G. B. Guccia. Compt. Rend. CXX, 816. 

363. Über einige Arten singnlftrer Punkte von Raumkurven. A. Med er. Crelle 

CXVI, 60, 247. 

364. Sur les variät^s unicursales ä deux dimensions. L. Au tonne. Compt. Rend. 

CXXI, 673. 

365. Snr les variet^s unicursales a trois dimensions. L. Au tonne. Comjit. Rend. 

CXXI, 881, 1129. 

366. Sur les points doubles d'un faisceau de surfaces algebriques. G.B. Guccia. 

Compt. Rend. CXX, 896. 

Sph&rik. 

367. Eine neue Ableitung der harmonischen Eigenschaften des Vierecks. A.W. 

Veiten. Zeitschr. Math. Phys. XLI, 332. 

368. On the nine-points circle of a spherical triangle. A. Cayley. Quart. Journ. 

math. XXVII, 35. 

369. Dans deux triangles spheriques ayant leurs cöten proportionnels les angles du 

Slus petit triangle sont moindres que ceux de Tautre. P. Mansion. 
[athesis, Sär. 2, VI, 114. 

370. On a little- circle spherical triangle. E. C. Hudson. Quart. Journ. math. 

XXVn, 378. 
Vergl, Kreis 236. Trigonometrie 397. 
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Substitutionen. 

371. Comi>lemento alle cicerche sulle forme quatemarie quadratiche e sui grappi 
poliedrici. L. Bianchi. Annali mat. Serie 2, XXIII, 1. [Vergl. Bd. Üi, 
Nr. 247.] 

872. Sur les substitutions. Zochios. Compt. Rend. CXX, 766. 

373. Surla th^orie des substitutions ächangeables. Demeczky. Conipt.Rend.CXX,39. 

374. Sur un mode de formation de certains groupes primitifs. Edm. Maillet. 

Quart. Journ. math. XX VH, 119. 

375. Application de la th^orie des substitutions k celle des carr^s ma^ques. 

Edm. Maillet. Quart. Journ. math. XXVn, 182. 

376. Sur les types de groupes de substitutions dont Tordre ^ale le degr^. 

R. Levavasseur. Compt. Rend. CXX, 822, 899, 1206. CXXI, 238, 

377. Sur une cat^gorie de groupes de substitutions associ^s aux groupes dont 

Vordre ^gale le degr^. R. Levavasseur. Compt. R«nd. uXX, 1206. 

378. Sur les groupes d'op^rations. R. Levavasseur. Compt. Rend. CXXII, 

180, 616, 711. 

379. Sur les substitutions rc^guli^res non Unfaires. Au tonne. Compt. Rend. 

CXXn, 1048. 

380. Intransitive Substitution groups of 10 letters. Geo. A. Miller. Quart. Journ. 

math. XXVII, 99. 

381. Sur les groupes de substitutions. A. Miller. Compt. Rend. CXXII, 870. 

382. List of the transitive Substitution groups of 10 and of 11 letters. F. N. Cole. 

Quart. Journ. math. XXVII, 39. 

383. On the 60 icosahedral substitutions. A. C ay 1 e y. Quart. Journ. math. XXVII, 236. 

Synunetrisohe Funktionen. 

384. Die elementaren symmetrischen Funktionen und die Potenzsummen einer 

oder mehrerer Reihen von Veränderlichen. Fr. Junker. Zeitschr. Math. 
Phys. XLI, 199. 

T. 
Tetraeder. 

385. Ilistorique des Problemes d'Esteve et de Bruno sur le t^trafedre extrait de la 

Corresiiondance math^matique et physique. Mathesis, Ser. 2, VI, 18. 
Vergl. Zahlentheorie 424. 

Thetafunktionen. 

386. Über eine Darstellung der Richtungscosinus zweier orthogonalen Koordinaten- 

systeme durch Thetafunktionen zweier Ar^imente, welche die Lösun«? 
mehrerer Probleme der Mechanik als S2)ezialfölle umfasst. Fr. Kötter. 
Crelle CXVI, 213. 

TransformationBgruppen. 

387. Sur la determination des ^quations des groupes Continus finis. E. Vessiot. 

Compt. Rend. CXX, 77. 

388. Sur certains groupes alg^briques. E. Cartan. Compt. Rend. CXX, %544. 

389. I gruppi continui proiettivi semplicemente infiniti nello spazio ordinario. 

G. Pittarelli. Annali mat. Serie 2, XXII, 61. 

390. Sur les surfaces algdbriques admettant un groupe continu de transformations 

birationelles en elles mcme. G. Castelnuovo et F. Enriques. Compt. 
Rend. CXXI, 242. — P. Painlevö ibid. 318. 

391. Sur les groupes param^tres dans la th^orie des substitutions. Ed. Maillet. 

Annali mat. Serie 2, XXOI, 199. 

392. Sur un groupe continu de transformations avec 28 paramfetres qu'on rencontre 

dans la thdorie de la deformation des surfaces. P. Stäckel. Compt. 
Rend. CXXI, 396. 
Vergl. Geschichte der Mathematik 180. 



Trigonometrie. 

n-oxima 
Ser. 2, VI, 84. 



14 "+■ cos jj . • 

393. Sur la formale approximative x = shix- — - — • P. Mansion. Mathesis, 
^ ^ 9 4- 6 cos X 
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394. über algebraische Beziehungen an einem symmetrischen Kreissechseck. 

M. Stern. Zeitschr. Math. Phys. XLI, 272. 

395. Trois droites se rencontrant en im point. Bastin, D^prez. Mathesis, 

Sär. 2, VI, 125. 

396. R^soudre un Systeme de deux äquations trigouom^triques. Hacken, B. Jonesco. ' 

D^prez, Mandart. Mathesis, Sär. 2, VI, 277. 

397. Der Resultantenbegriff in der sphärischen Trigonometrie. Franz Meyer. 

Grelle CXV, 209. 
Vergl. Geschichte der Mathematik 172. Zahlentheorie 487. 

V. 

YariationBreohnuixg. 

398. Sur les problemes de variations qui correspondent aux droites de Tespace. 

G. Koenigs. Gompt Rend. CXXI, 1122. 

399. Sur les problemes de variations relatifs aux integrales doubles. G. Koenigs. 

Compt. Rend. CXXII, 126. 

W. 
W&rmelelire. 

400. Sur le probl^me de Fourier. E. Le Roy. Compt. Rend. CXX, 179, 599. 

401. Sur la thöorie des gaz. J. Bertrand. Compt. Rend. CXXII, 963, 1083, 1174, 

1314. — Bolzmann ibid. 1173, 1314. 

402. Die Elastizitätskoefficienten und die Wellenbewegungserscheinungen als Funk- 

tionen der Molekulargewichte und spezifischen Wärme. 0. Förster. 
Zeitschr. Math. Phys. XLI, 268. 

403. Erwärmung flüssiger und fester Körper durch Druck. Kurz. Zeit'Schr. Math. 

Phys. XLI, 113. 

404. Adiabatische Ausdehnung realer Gase. Kurz. Zeitschr. Math. Phys. XLI, 117. 

Wälir8oheiiiliohkeit4sareohnung:. 

406. Sur une application de la th^orie de la probabilit^ des erreura aux nivelle- 
ments de haute pröcision. M. d'Ocagne. Compt. Rend. CXX, 717. 

406. Sur la methode des moindres carr^s. J. Andrade. Compt. Rend. CXXII, 1400. 

Wunelausaiehuiigr. 

407. Sur les valeurs principales des radicaux. De Tilly. Mathesis, Ser. 2,VI, ö. 

[Vergl. Bd. XLI, Nr. 240] 

408. Nouvelle methode pour extraire les racines des nombres. M. V. Prada. 

Compt Rend. CXXI, 636. 
Vergl. Geschichte der Mathematik 160. 

Z. 

Zahlentheorie. 

409. Elementarer Beweis des Satzes, dass in jeder unbegrenzten arithmetischen 

Progression 7ny-\-l unendlich viele Primzahlen vorkommen. E. Wen dt. 
Crelle CXV, 86. 

410. Nouveaux theor^mes d'arithmetique. P. Pepin. Compt. Rend. CXX, 1254. 

[Vergl. Bd. XL, Nr. 667.] 

411. Du meilleur systöme de num^ration et de poids et mesures. E. Gel in, 

Mathesis, S^r. 2, VI, 161. 

412. iiher den grössten gemeinsamen Teiler aller Zahlen, welche durch eine 

ganze Funktion von n Veränderlichen darstellbar sind. K. He n sei. 
Crelle CXVI, 850. 

413. Sur le cas g^näral de la division des nombres entiers. M. Stuyvaert. 

Mathesis, Sör. 2, VI, 21. 

414. Sur le moindre multiple. Stuyvaert. Mathesis, S(5r 2, VI, 198, 229. 

415. Demonstration d'un th^or^me sur les nombres entiers. De Jonqui^res. 

Compt. Rend. CXX, 534. [Vergl. Nr. 39.] 

416. Sur une question d'algfebre qui a des liens avec le demier th^oröme de 

Permat. De Jonquiferes. Compt. Rend. CXX, li39, 1236. 
^17. Quelques propri^t^s des racines primitives des nombres premiers. De Jon- 
quiäres. Compt. Rend. CXXII, 1451. 
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418. Quelques propri^t^s des racines secondaires des nombres premiere. De Jon- 

quiöres. Compt. Rend. CXXII, 1618. 

419. On the reductioii of Kroneckers modular Systems. H. Hancock. Quart. 

Journ. math. XXVII, 147. 

420. Demonstration d'un th^orfeme de Tchöbychef. A. Markoff. Compt. Rend. 

CXX, 1032. 

421. Cyclic numbers. L. E. Dickson. Quart. Journ. math. XX VH, 866. 

422. Sur quelques thdorfemes de Tarithmologie. N.Bougaief. Compt. Rend. CXX, 431 
428. Sur les fractions d^cimales p^riodiques mixtes. N. Socolof. Mathesis, 

Sdr. 2, VI, 132. 
424. Rationale Tetraeder. K. Schwerin g. Grelle CXV, 301. 
426. Un nombre parfait impair (s'il en existe) est le somme de deux carr^. 

Stuyvaert. Mathesis, S^r. 2, VI, 132. 

426. Pour quelles valeurs de n la somme des carr^s des n premiers triangulaiies 

divis^e par le somme des n premiers triangulaires est eile un cam 
parfait? E. Pauquembergue. Mathesis, S^r. 2, VI, 101. 

427. Decomposition de (a*-«-5*)* en somme de trois ou de quatre carres. Soons. 

Mathesis, S^r. 2, VI, 27. — E. Pauquembergue ibid. 274. 

428. Nombres triangulaires qui, augment^s d'une unite deviement des carres. 

E. Fauquembergue. Mathesis, S^r. 2, VI, 28. 

Ac^r. o 11^ X- n(n + l)(w + 2)(nH-3) , « t^ i_ t^ h. • 

429. Sur 1 equation — ^ ^^ ^^ ^=|)*. E. Fauquembergue. Mathesis, 

S^r. 2, VI, 76. 

430. Sur les racines de .r*+2=y*. E. Fauquembergue. Mathesi^ Ser. 2, VI, 191. 

431. Sur r^quation t'*+-^'*+y*=2iP*, la forme des valeurs de r, ar, y etant donn^. 
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Quadrat- und Kubikwurzeln bei den Griechen 
nach Heron's neu aufgefundenen Mergixa. 



Von 

Maximilian Curtze 

in Thorn. 



Es sind wohl kaum über irgend eine strittige Frage des griechi- 
schen Altertums eine grössere Zahl Vermutungen aufgestellt worden 
als über die Art, wie die Griechen Wurzeln aus Nichtquadratzahlen 
ausgewertet haben. Da, wo man die Erläuterung des Verfahrens zu 
finden erwarten durfte, im Kommentare des Eutokios zu der xvxXov 
'^(^ötg des Archimedes, steht nur der Hinweis, dass man das 
Verfahren bei Theon und Heron nachlesen könne* Da bis jetzt 
die MerQixa des Heron, in welchen die Anleitung stehen sollte, für 
verloren galten, so blieb nur der Kommentar Theon's zum Almagest 
übrig, in welchem ja unser heutiges Verfahren, auf 60teilige Bruche 
angewendet, beschrieben ist. Wie dasselbe nach dem griechischen 
Muster auf die Rechnung mit Stammbrüchen zu übertragen ist, hat 
nenerdings Bobynin gezeigt.** Damit ist aber immerhin noch nicht 
das Verfahren Heron's aufgedeckt. Nun sind aber durch Herrn Wirk- 
lichen Geheimen Ober -Regierungsrat Dr. R. Schöne zu Berlin im 
Kodex Nr. 1 der Serailbibliothek zu Konstantinopel die drei Bücher 
MttQixd Heron's wieder aufgefunden worden, und wird der Text 
derselben^ herausgegeben von dem Sohne des Entdeckers, Herrn 
Dr. Hermann Schöne, nebst einer deutschen Übersetzung erscheinen. 
Als mir vor einigen Wochen Einblick in die vortrefflich erhaltene 
und vorzüglich geschriebene Pergamenthandschriffc, die dem Schrift- 

• Archimedis opera amnia ed. Heiberg, vol. III ^ p. 270: oitmg Sl Sei avvsyyvg 
triv dwafiivriv jiXbvqocv tov öo^ivzcc agi&fiQv ev^erv, sC(frjzai [ihv "H^mvi. iv toig 
P^tmuoig, fPgritai dl Tlantiip %a\ Giavi xal itigoig nXsüiaiv i^riyoviiivoig zriv (isydXrjv 
^ivxaltv tov Klccvdiov Tlvolsiiaiov, aats avSlv ri^Mg x^ grfpl tovvov iriteiv i^^ 
TOis (piXofta^iaiv i£ ixsivav dvaliysad'oci. 

** V. V. Bobynin, Extraction des meines carrees dans la Grece Antique 
(Zeitschrift far Mathematik und Physik, Hisi- litt. Abt. 1896, 6. Heft, S. 193-211). 

Hitt. • litt. Abt d. Zeitschr. f. Math, n Phys. 42. Jahrg 1897. 4. Heft. (j 
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Charakter nach im 10. Jahrhundert entstanden sein wird^ gestattet 
wurde, war mir die Stelle des Eutokios nicht gegenwärtig; durch 
den Aufsatz Bobynin's darauf wieder aufmerksam geworden, wendete 
ich mich sofort an Herrn Geheimenrat Dr. Schöne mit der Bitte, den 
Text der Mstgixa daraufhin nachsehen lassen zu wollen, ob die durch 
Eutokios versprochene Stelle sich wirklich in demselben finde, und, 
wenn dies in der That der Fall sei, durch Veröffentlichung des be- 
treffenden Abschnittes noch vor Herausgabe des Ganzen für eine so 
wichtige historisch -mathematische Streitfrage einen hoffentlich end- 
giltigen Abschluss herbeizuführen. Die daraufhin vorgenommene Textes- 
durchsicht ergab nun wirklich den gewünschten Nachweis, sie ergab 
aber noch mehr: die Anweisung, niethodisdi den angmiäherten Wert 
von Kid)ikivurzdn ans NiditktibilzaJden zu finden, also, wenn man von 
der bekannten Pappustelle absieht,* ein vollständiges Novum Herr 
Dr. Hermann Schöne hatte die grosse Güte, mir die betreffenden 
Abschnitte aus dem 1. und dem 3. Buche jenes Werkes im Original- 
wortlaute mit seinen kritischen Bemerkungen versehen mitzuteilen; es 
wurde mir dabei aber gleichzeitig auch die Erlaubnis erteilt, dieselben 
noch vor der Herausgabe des vollständigen Textes der Msxgixa ver- 
öffentlichen zu dürfen, und so ist in hochherziger Weise, in einer Art, 
die zu erhoffen ich ja nie Grund hatte, meinem oben erwähnten Wunsche 
Rechnung getragen worden. Auch an dieser Stelle meinem tief- 
gefühltesten Danke für diese grosse Güte Ausdruck zu geben, ist mix 
zugleich Bedürfnis und angenehme Pflicht. 

Zunächst lasse ich hier den Text der Anweisung, Quadratwurzeln 
näherungsweise zu finden, folgen, und werde dann daran einige weitere 
erläuternde Bemerkungen knüpfen. Nochmals wiederhole ich, dass 
sowohl die Textrezension als die kritischen Bemerkungen von Herrn 
Dr. Hermann Schöne in Berlin stammen. Die Schreibweise der 
Handschrift ist sowohl bei den ganzen Zahlen als auch bei den Brüchen 
beibehalten, und nur die offenbaren Irrtümer sind berichtigt 

Codex Constantinopolitanus Das heisst zu deutsch: 

pcdatii veteris 1, fol, 70": Da nun 720 eine rationale 

1 i%sl oiv at iTx ^nrnv nXevgäv ^^^^^^^ "^^*^* ^^'^^^' «^ ^^^f ^' 

, „ ^ , . * / diö Wurzel mit kleinster Differenz 

ovxlxovöi,lritl,o(i€^a(isTad,aipoQov -^ folgender Weise. Da das 720 am 

ilaxiiSrov t^v nlBvgav ovrcög- inel nächsten kommende Quadrat 729 

6 övvsyyllfxiv tä ^x retQaycJvog ii^it der Seite 27 ist, so teile 720 

6 iöxLv 6 V^xd xal nXevQav ixei zbv durch 27; es entsteht 26— Dazu 

xß, (liQLöov rag^x«/g tov xg- y^- addiere 27, es ergiebt sich 53^^; 

yvstai xs xal zgCxa 6vo. XQOö&ag davon die Hälfte giebt 20^^: also 

• Pappi Alexandrini collectionis quae superaunt ed. Fr. Hultsch. Vol. I, 
Beroliml876, p. 33. 
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tag ig. yiyvetai vy XQtta dvo, tov- is* die nächste Wurzel aus 720 

tfiw to fjiiiöv yCyvBxm xsLy'> Artet gleich 26— -• Denn 26 g- 3^ mit 

10 0^« rov ^x fi nlBVQa iyytöra sich selbst multipliziert giebt 

xä xsLr- ^« y«P ^sLy V ««vtc 720^, so dass der Unterschied 
— 00 

, ^ ^ , ^ '^ ^ nur — der Einheit betragt. Wollen 

fLOvaaog iözl f^ogiov As. iav dl "^^ 

a ^ , , ,w , wir aber, dass der Unterschied in 

poi;Xo>fi£^ iv BJiaööovv {logCa^ ^ 

., • ,/ ' * » / «. ' noch kleineren Teilen als — sich 

15 rot; X S xffif oiaq>OQav ytyviö^aiy 36 

ivtl TOV ^ xiloi^,v xh vvv ^^g^^^' «^ ^^*""^ ^^' ^ ^*«f 

«ip^d/rra ^ «al A's. xai raiJr« von 729 die jetzt gefundenen 72O3J3, 

xoLTfiavxeg svif^öoiisv xoXXp und indem wir dieses thun, finden 

IXaxxov X's xfiv diaq>0Qav yiyvo- ^^^^ ^"^ ^^^ Unterschied um vieles 

20 ^Ivipf. geringer wird als -• 

^- p^ T^v die Hs. — 3. tw die Hs. — 11 zu Anfang ra wohl als Dittographie 
zu tilgen. — 12, 18, 15, 17 Fs, dagegen 19 i'g die Hs. 

Im Obigen liegt oflFenbar die Formel verborgen (dabei bedeutet 
^ nahezu gleich): 

l/l^i(a'+^) = «"etc. 
Schreibt man dieselbe entwickelt so: 

so sieht maU; dass in der Heron'schen Formel die von allen Forschem 
als den Griechen bekannt vorausgesetzte Annäherung 

enthalten ist. Obwohl diese Form des Resultates von Heron nicht 
ausdrücklich erwähnt wird^ so ergiebt sich doch aus den bis jetzt 
veröffentlichten Texten ohne Zweifel, dass sie ihm bekannt ge- 
wesen ist. Denn, wenn er |/63 = 8 — t^ setzt {Xoma %y- xovxcdv xs- 

XQayavixf^ jtXevga yiyvexai ti naqa ts", ed. Hultsch, p. 163, 9— 10), 
so muss er sicherlich diesen Wert durch die zweite Form gefunden 

haben, da die Anwendung der ersten Form sie als 7— ergiebt. Das 

doppelte Vorzeichen entspricht dem övvsyyCt^iov des Textes, da bald das 
grössere bald das kleinere Quadrat die grössere Annäherung ergiebt. 
Speziell das Beispiel Heron's j/720 ergiebt nach der zweiten Form des 
Ausdruckes: 
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V27^^^= 27 - ^ = 27 - i = 26f , 

aber gerade aus diesem Beispiele ist klar^ dass selbst bei so nahe 
liegender Anwendung der zweiten Form der obigen Regel doch die 
erste gewählt wurde. Sie ergiebt hier die Wurzel sofort in der ge- 
wünschten Form von Stammbrüchen zu 26^-5- Dass das als nächstes 

ZU wählende Quadrat nicht jedesmal das einer ganzen Zahl zu sein 
brauchte, liegt in der Bemerkung am Ende der Anweisung, man solle, 

um grössere Annäherung zu finden, mit dem gefundenen Werte 26- j 
so weiter verfahren, wie vorher mit 27. So ist es z. B. klar, dass 
|/3 näher an 2 als an 1 liegen muss, und eine kurze Überlegung 
zeigt, dass "j/S fv — eine gar nicht schlechte Annäherung ist; aus ihr 
folgt aber: 1/3 ex. 1|^A -j. i^ = ?5, 

der Wert Heron^s; und weiter: 

^"^ 2 \16 ^ 26/ 780 ' 

der eine Wert des Archimedes. 

Dieselbe Methode, wie die des Heron, finden wir in den beiden 
Briefen des Nicolaus Rhabdas auseinandergesetzt, welche Paul 
Tannery 1886 herausgab,* mit dem einzigen Unterschiede, dass 
Rhabdas die erste Annäherung nach der zweiten Form der aus der 
Her o naschen Anleitung folgenden Formel sucht. Er hat also nicht 
gesehen, dass seine zweite Annäherung sich genau so finden lassen 
würde wie seine erste. Dass, sobald Brüche in Frage kommen, das 
Heron'sche Verfahren bequemer ist als die abgeleitete Form, ist offen- 
bar. Dieselbe Methode finden wir später in der Summa des Luca 
Paciuolo, wir finden sie bei Cataldi, wir finden sie bei Gardan und 
Tartaglia und, wissenschaftlich begründet, als die von Günther so- 
genannte zweite Methode Buzengeiger's.** Diese Methode, welche 
von Günther a.a.O. als versteckter Kettenbruchalgorithmus aufgedeckt 
ist, ist also sicher den alten Griechen bekannt gewesen, und es lassen 
sich mit demselben alle von Tannery*** als echt Heronisch be- 
zeichneten Wurzeln mit Leichtigkeit ableiten. So ist z. B.: 

* Notice sur les deuoc lettres arithmetiques de Nicolas Ehabdas (Text grtc d 
traduction) par M. Paul Tannery. Paria 1886. p. 40 — 41 und 68 — 76. 

*• Man sehe darüber: Dr. S. Günther, Die quadratischen IrrationahWe» 
der Alten und deren Eiüwickelungsmethoden (Abhandlungen zur Geschichte der 
Mathematik, Heft 4, S. 1—134) §11, S. 76— 79 und §13, S.88 — 87. 

•** P. Tannery, Varithmitique des Grrecs dam HSron d'Alexandrie (M^moires 
de la Soci^t^ des sciences phys. et. nat. de Bordeaux. 2« ß^r. T. IV). 
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j/444| <v. 1(20 + 22|) = 2l| <^, i(2ll + 21^) - 2l/i .v,2ll; 
ymö cv, i(58 + 58g) = 58^ ex. 58i; 

/T35~|(n| + lli) = llg; 
V6WÖ r^ |(to| + 79i^) = 79^; 
/^ = 4(6|-f6g)^6±; 
1/1575 'V'j(39| + 39i^) = 39g; 

V'2T6cv|(l4| + 14^) = 14|; 

1^356 '>^|(18| + 18g) = 18girv 18 J; 

]/885l^..i(29| + 29?g) = 29i?; 

1/108^ ^(l0 + 10l) = 10|- 

Dass die Archimedischen Quadratwurzeln nicht nach dieser Methode 
entwickelt sein können, ist schon längst erkannt. Ob folgende Er- 
wägung nicht beachtenswert sein dürfte, möchte ich anheimstellen. 

Richtet man z. B. in / ~ " ^^ 

|/l373943g 

einfach die gemischte Zahl ein, und zieht dann, nur die Ganzen der 
Wurzel berücksichtigend, aus Zähler und Nenner die Wurzel, so entsteht 

9377 1 "I / 1 

-g~-«1172g^-, ebensolches Verfahren mit |/ 5472132 j^ giebt ohne 

weiteres ^ = 2339 j- Multipliziert man in ]/34945Ö den Radikand 

mit 64, so ist die ganze Wurzel 4729, was durch 8 dividiert 591 — 

ö 

liefert, den ausser von Bobynin sonst nie gefundenen Archimedischen 
Wert. Ein gleiches Verfahren auf |/3380929 angewendet giebt, nach 

n 20227 9 

Erweiterung mit 11*, == 1838tt; wobei man, da Archimedes 

eine zu grosse Wurzel verlangt, freilich das nächst grössere Quadrat 
benutzen muss. Im ganzen Mittelalter findet man für die näherungs- 
^eise Quadratwurzelberechnung stets die Anwendung der Formel: 
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?=Ä^^^^* ^®®p- y^-\väh^ 



angeordnet; wobei ausdrücklich gesagt wird^ es sollen nur aus dem 
neuen Radikanden die Ganzen ausgezogen werden und der Rest weg- 
gelassen. Auch solle man sich nicht scheuen ^ wenn das nächste 
Quadrat nur um weniges grösser sei, dieses zu nehmen. Ob eben 
diese Anweisung nicht gleichfalls aus dem Altertume stammt^ möchte 
ich der Erwägung anheimgeben. Sie giebt auch alle sonstigen Archi- 
medischen Wurzelwerte direkt ohne jede Zwischenrechnung, sie liefert 
aber auch die beiden von Tannery* als nicht direkt ausgewertet be- 
zeichneten Heron'schen Wurzeln 1/2460^^ und 1/ ßlörj sofort zu 

10120 ,^S1 , 10120 ^.41 

-204- = *961 ^'^^^^ -408-^24^. 

Ich komme zum zweiten Abschnitte der MatgiTta Heron's, der 
Kubikwurzelausziehung. Zunächst der Text desselben. 

Codex ConstafUinopölitanus palalii veteris 1, fd, 108^ . 

i Ar. Ä\ Acr i-^.Äej'«. -A-. r ..^...^ Wiß aber die Kubikwurzel aus 

, 100 Einheiten zu finden ist, wollen 

d(ov xvßixfiv nkBVQav, vvv igoviisv, ^jj. j^^^t sagen. 

laße tov Syyiüxa xvßov rov Nimm die beiden 100 am 

~~ ' t a '11 y \ nächsten kommenden Kubi . den 

^ — ^ grosseren und kleineren; es smd 

6 ÜlBCTtovra' SötL di qxb xal dies 125 und 64; und auch, um wie- 

^d' xal o<Sa (ilv uXBQßakkBi^ (lova- viel der erste grösser ist, d. i. 25, 

dBg ~XB' oöa *i iXXBijtB^, novddBg ^^f ^™ ^i®^i®l ^^^ andere kleiner, 
-i— y , » -" j ^ » T~ d. i. 36. Dann multipliziere 36 
XS'Xal noiriöov xa b im xa AS« .. ^ j. j. 1 1 ior\ T^ j- 
? ^ __ mit 5; es entsteht 180. Dazu die 

y^VBxac QX' xal xa QyiyvBxai 100 addiert, giebt 280, <und divi- 

10 ön- <«al naQaßakB xägx naQa xa diere 180 durch 280 ,> so entsteht 

öTt^y ylyvBxai -O* id. XQOößakB xfj —• Füge dies zu der Wurzel des 

[xaxa] xov ikaööovog xvßov xksvQä^ kleineren Kubus hinzu, das ist zu 

xovtiaxi reo 6. yiyvBxai novddBg 6 4^ so entsteht 4—- So gross ist 

xal ^ iS. xoöovx(Dv laxat ii ri5v p jie Kubikwurzel aus 100 Einheiten 

15 (iovadav xvßtxii xkBvga 6g Syyidxa. so genau als möglich. 

1. zhv die Hs. — 8. xal beginnt fol. 108». — 10—11. <xal...ä«^ ist er- 
gänzt. — 12. "Kazu ist von spät-erer Hand getilgt. — 13. xo von erster Hand, 
o> hat eine spätere Hand übergeschrieben. — Zeile 10 hat eine jüngere Hand nach «« 
das Zeichen •/•beigeschrieben; dieses Zeichen ist am Rande wiederholt und dazu 
geschrieben: •/. xal ira^aßcßAijff^co ravTa ntc^a xa gn. Diese offenbar auf Koiyektur 

* Tannery, a.a.O., S. 22 des Separatabzuges. 
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beruhende Ergänzung der im Texte bemerkbaren Lücke trifft jedoch im Ausdruck 
nicht das Richtige. Heron gebraucht nämlich naQaßdXlBiv nuQcc für ,, dividieren 
durch ^^; so sagt er z. B. wenige Zeilen vor dem ausgehobenen Abschnitt: ra 
Q%B inl zov 8 ' ylyvkxat qp • itaQaßaXh kccqu tov s ' yiyvttai, q und ähnlich öfter 
in den MsTQtxa. Mithin ist nach an auf Zeile 10 einzuschieben: ^%al naQccßaXs tä 
Qx nagcc tä on •>. Nunmehr erklärt sich auch die Entstehung der Lücke aufs 
einfachst«: offenbar ist das Auge des Schreibers von dem ersten an der Vorlage 
auf das zweite abgeirrt, und auf diese Weise sind die dazwischen stehenden 
Worte verloren gegangen. 

Wenn in dem obigen Abschnitte 5 die Kubikwurzel aus 125 sein 
sollte, so würde die Bestimmung der DiflTerenz 25 vollständig über- 
flüssig sein; es kann daher 5 nur die Quadratwurzel aus 25 bedeuten 
sollen. In der obigen Anweisung liegt dann folgende Begel verborgen: 

A ^ p^ — a '=^ q^ + b] 



^ A + bVa ^ Ä + (Ä-q^Vp^-A 

s 9 

Die gefundene Wurzel yiOO =4— ist merkwürdig genau. Ihre 

dritte Potenz ist gleich 025 l 

100 - ~ 100—- 
2744 12 

In Stammbrüche nach Heron*s sonstiger Art umgesetzt ist 
4n = 4? = 4,642857i, 
während ^lÖÖ = 4,6415888 . . . ist. 4^ wäre = 4,66 und 4^ | = 4,625, 
sodass 4—-=- wirklich dem wahren Werte näher kommt als irgend ein 

A 7 

in Stammbrüchen ausgedrückter Nachbarwert * 

Wie Heron auf dieses Verfahren gekommen ist, dürfte kaum zu 
ergründen sein. Bei anderen Zahlen giebt es meist einen bei weitem 
ungenaueren Wert. Von Interesse war es, für j/SOO dasselbe zu prüfen, 
da bekanntlich das Verhältnis: ^c iVsöö 

'ß ^ y 216 
dasjenige der babylonischen zur hellenischen Elle darstellt, welches 
die Griechen zu -r- annahmen.** Nun ist: 

300 = 73- 43 = 6»+ 84, 
also a = 43, 6 = 84. Es ist aber: 

V/43»i(6 + 7i) = 6l, 



♦ Hieraufmachte mich mein verehrter Freund, Herr Hofrat Cantor, aufmerksam. 
♦* Man sehe: S. Günther, Antike Näherungsniethoden im Lichte tnoderner 
Mathematik (Abhandlungen der Böhmischen Gesellschaft der Wissenschaften. Neue 
Folge, 9. Band) S. 40 des Sonderabzuges. 
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ft.yö- 6^-84 = 553; 
es folgt also: ^^^ g668 ^ g g^g ^g gg 

Das Verhältnis 6^65 : 6 ist aber so nahe gleich 10 : 9, dass diese 
Verwechselung unbedenklich angenommen werden darf. Unmöglich 
wäre also diese Berechnung der ydOO auf dem Heron'schen Wege nicht 

Während so das Problem der Heron'schen Berechnung der Quadrat- 
wurzeln aus Nichtquadratzahlen praktisch und theoretisch längst be- 
kannt und vielfach geübt ist^ und jedenfalls viel schneller als das gewohn- 
liche Verfahren ohne Hilfe der Logarithmen zu sehr genauen Werten 
führt, auch bei weitem schneller als das Verfahren durch die gewöhnlichen 
Kettenbrüche, giebt die Anweisung unseres Verfassers zur Bestinmiung 
der Kubikwurzeln ein neues Problem auf: Wie ist Heron auf diesen 
eigentündichen Weg gelangt? Dass derselbe nicht nur für ^100 einen 
annehmbaren Wert liefert, habe ich oben dargethan. Wo ist der 
Oedipus, der dies Rätsel löst? 

Thorn, 22. Januar 1897. 
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Die Sohlussaufgabe in Diophants Schrift 
über Polygonalzahleii. 

Von 

0. Wertheim. 



In der Einleitung zu seiner Schrift über Polygonalzahlen giebt 
Diophant in ganz bestimmter Weise an^ was er in der Schrift zu 
behandeki gedenkt. Er will nach Herleitung der erforderlichen Hilfs- 
satze beweisen^ dass man immer eine Quadratzahl erhält, wenn man 
das 8 fache einer Polygonalzahl mit der um 2 verminderten Anzahl 
der Ecken multipliziert und zum Produkt das Quadrat der um 4 yer- 
minderten Anzahl der Ecken addiert. Vermittelst dieses Satzes will 
er dann zeigen , wie man aus der Seite und der Zahl der Ecken die 
zugehörige Polygonalzahl, und wie man umgekehrt, wenn die Polygonal- 
zahl und die Zahl der Ecken gegeben sind, die zugehörige Seite 
findet. 

Nachdem er alles dieses in völlig zufriedenstellender Weise ge- 
leistet hat, beginnt er eine Aufgabe, die zwar nicht ausdrücklich in 
der Einleitung angekündigt worden ist, aber doch so nahe liegt, dass 
ein Mathematiker bei Behandlung des Gegenstandes wohl kaum umhin 
konnte, sie in Angriff zu nehmen. Er will bestimmen: „auf wie 
viele Arten eine gegebene Zahl Polygonalzahl sein könne". 
Wäre die Lösung dieser Aufgabe beendet, so würde sie sicherlich von 
niemand für einen fremden Zusatz zum Diophant erklärt worden 
sein; denn in der Darstellung unterscheidet sie sich in nichts von dem 
Vorhergehenden. Aber die Lösung bricht in der Mitte ab, eine Er- 
gänzung schien schwierig, und da war es ein naheliegendes Mittel, die 
Aufgabe abzuthun, dass man sie überhaupt für unecht erklärte. So 
radikal sind freilich nicht alle Schriftsteller verfahren, die sich mit 
der Sache beschäftigt haben. 

Bach et (S. 26) sagt in seinem Zusatz zu dem Bruchstück bloss, 
„dass vieles fehle, was er nicht erraten könne, und dass ihm das Ziel 
Diophants nicht hinlänglich klar sei.'^ Er giebt dann den Gang der 
Losung, soweit sie vorliegt, kurz und klar wieder und behandelt 
(S. 38) die Aufgabe selbständig in einer Weise, die mit dem Bruch- 
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sttlck in keinem Zusammenhang steht und hier um so eher über- 
gangen werden kann, als sie von Nesselmanu in seiner ,, Algebra 
der Griechen" (S. 469) allgemein dargestellt worden ist. 

Fermat äussert sich über die Aufgabe folgendermaßen: ^Die 
Frage, die mich beschäftigt hat, ohne dass ich bis jetzt eine Losung 
habe finden können, ist die letzte in Diophants Schrift über Poly- 
gonalzahlen: Zu bestimmen^ auf wie viele Arten eine gegebene Zahl 
Polygonalzahl sein könne. 

Da der Text Diophants korrumpiert ist, so können wir seine 
Methode nicht erraten. Bachets Methode gefallt mir nicht und ist 
für grosse Zahlen zu schwierig. Ich habe freilich eine bessere ge- 
funden, aber sie befriedigt mich noch nicht." 

Im Anschluss hieran, fahrt er fort, müsse man die Lösung der 
Aufgabe suchen: 

„Eine Zahl zu finden, welche auf so viele und nicht auf mehr 
Arten, als verlangt wird, Polygonalzahl sei, und von den Zahlen, die 
dieses leisten, die kleinste anzugeben." — Oeuvres de Fermat, II, 
S. 435. 

Über das Bruchstück selbst sagt Nesselmann: „Wie Diophant 
die Aufgabe gelöst habe, lässt sich aus dem Bruchstück nicht ent 
nehmen; wenigstens ist es mir nicht gelungen, in dem Vorhandenen 
einen sicheren Fingerzeig auf das verloren gegangene Ziel des Weges 
zu entdecken." 

Ihm schliesst sich Cantor an (Vorlesungen über Geschichte der 
Mathematik, Bd. I, S. 455). Nachdem er den Wortlaut der Aufgabe 
gegeben und den Sinn derselben erläutert hat, bemerkt er: „Leider 
ist die Antwort auf diese Frage nicht so verständlich wie die Frage 
selbst. Sie bricht in der Mitte ab, ohne dass es bisher gelungen 
wäre, das Bruckstück dem Sinne entsprechend zu erganzen." 

Dagegen sagt Otto Schulz auf S. 619 seiner Diophant-Über- 
setzung: „Das Bruchstück hat ganz das Ansehen eines fremdartigen 
Zusatzes, der ohne Beeinträchtigung des Ganzen weggelassen werden 
könnte", und Herr Paul Tannery nennt es S. 477 des ersten Bandes 
seiner Diophant- Ausgabe „einen misslungenen Versuch eines Kommen- 
tators." 

Ich werde jetzt im folgenden zu zeigen versuchen, dass man 
ohne Künstelei und nur mit Anwendung von Sätzen und Operationen, 
die Diophant zweifellos geläufig waren, die in dem Bruchstück be- 
gonnene Lösung der Aufgabe zu Ende führen kann. Damit glaube 
ich dann den Beweis erbracht zu haben, dass die Aufgabe wirklich 
zu der Schrift über Polygonalzahlen, wie sie Diophant abgefasst 
hat, gehört, und dass vielleicht nur die Länge und die Schwierigkeit 
der Lösung dem Abschreiber die Hofinung geraubt haben, sich durch- 
zuarbeiten, sodass er mitten in der Arbeit entmutigt den Griffel 
niederlegte. 
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Diophant wendet in seiner Schrift über Polygonalzahlen die 
lineare Methode Euklids an, nach welcher Zahlen durch Linien dar- 
gestellt und die geforderten Operationen an diesen Linien ausgeführt 
werden. Die Vorsicht erheischt es, diese Methode auch hier bei- 
zubehalten; denn dadurch werden unzulässige Schlüsse am leichtesten 
vermieden. Doch soll zur Erleichterung des Verständnisses die moderne 
Bezeichnung neben die alte gestellt werden. 

Es soll also bestimmt werden, auf wie viele Arten die gegebene 
Zahl aß Polygonalzahl sein könne. Es wird aO*«!, /3y = Zahl der 
Ecken, das ist a, sd =^ dy =^ 2 angenommen. Dann ist nach dem der 
Losung zu Grunde gelegten Satze: 



H- 



ß 



t- 



und 



a Q ri 

1) S-aß'ßS + ßa'^iriK 

Da nun 

8aß'ßd^4ad"ßS 

+ 4(aß + ß^)ß6 

4ta^'ßd=^2ßd'd6 

ist, so erhält man, wenn man 

4(a/S + /3^)«*x 
setzt, 

2) 2'ßö'd6 + 8xßd + ß6^ 

Es ist aber 

2ßdde + ßt^=ßd^+dt^, 



3) /}d«+(Je*+(Jx./3(J = gi?«. 

Weiter ist 
ßd'+dxßd^-ßSßx, 

also 

4) 8e' + ßdßx = trj*. 

Nun sei A die Mitte von dx, 
ßX = ßS + dX. 



8P(a-2) + (a-4y 

= [2 + (2M-l)(a-2)]*. 

8P(a-2) = 4(a-2) 

+ 4(P + P-l)(a-2) 
4(a - 2) = 2(a - 2)2 

= 4(2P-1) 

2(a-2)2+4(2P-l)(o-2) + (o-4)« 
= [2+(2M-l)(a-2)Jl 

2(a-2)2 + (a-4)»=(a-2)«+2*, 

(a-2)»+2«+4(2P-l)(a-2) 
==[2 + (2»-l)(a-2)Jl 

(a-2)«+4(2P-l)(a-2) 
= (a-2)[4(2P-l) + a-2], 

2»+(a-2)[4(2P-l) + o-2J 
= [2 + (2n-l)(rt-2)]». 



also 



2(2P-1) 
:a-2 + 2(2P-l). 
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Dann giebt die Anwendung der Formel 

j (a-2)[4(2P-l) + o-2] 
; -[a-2 + 2(2P-l)]» 

-[2(2P-1)]*. 



Es ist also 



5) d«»+/JA>-*A« 

oder 

6) /JA»- g,,« 

= dA*- 8t\ 



2«+[o-2 + 2(2P-l)]» 
-[2(2P-1)]» 
-[2 + (2n-l)(a-2)]' 
[a-2 + 2(2P-l)P 
-[2 + (2»-l)(a-2)P 
\ =[2(2P-l)]»-2» 

Nun ist nach der Formel a;>=^(x + 2)(a;-2) + 2»: 

*A»=£A.yA + yd», \ [2(2P-1)]*= 4P(4P-4) + 2' 

und da yd "^ Si ist, so erhalten wir 
7) /JA»- gl,» 



Wir machen jetzt 

Da sich nun leicht 
bI^bS + dA«2a^+|(Jx 

tu 

= 2a» + 2(aß + ß») = Aaß 
und 

yA = tfA - 2aa' = 4/3* 

ergiebt, so folgt 

8) g^»-gij»=16a/J/3*. 



[o-2 + 2(2P-l)J» 
-[2 + (2«-l)(a-2)]' 
-4P(4P-4), 

= o-2 + 2(2P-l). 
«A = 4P 



yA = 4(P-l) 

[o-2 + 2(2P-l)J» 
-[2 + (2n-l)(a-2)]* 
= 16P(P-1). 






Nun ist 
folglich 

wir erhalten somit 

2[2+(2n-l)(a - 2)][2(2P-2) 

- 2(a - 2)(n - 1)] + [2(2P- 2) 
-2(a-2)Ctt-l)f= 16P(P-1> 
Diese Gleichung lehrt, dass i;/i eine gerade Zahl, also tj(i^ durch 
4 teilbar ist. 



9) 2gj?-i?ft + ijft»=16-a/5j8* 
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Wir nehmen an, v sei die Mitte von ijfi, also 

riv = vii. I =2(P-l)-(a-2)(n-l). 

So weit reicht das Bruchstück, um die Lösung zu beenden, 
(ÜTidiere ich die Gleichung 9) durch 4 und erhalte 

12 + (2w-l)(a-2)]x 



10) gijijr + ijv*=4a/3-/J*, 



oder 
11) tv-nv'^^aßß». 



[2(P-l)-(a-2)(n-l)] 
+ [2(P-l)-(a-2)(«-l)]» 
= 4P(P-1), 



[2P+»t(a-2)J[2(P-l) 

- (a - 2)(» - 1)J = 4 P(P- 1). 

Wird jetzt gp ■== 2a/) und qO = i}v, also rja = qv angenommen, 
90 ergiebt sich 

ßff = §9 — pff = 2ttß — QO, 



5» = Sp + pv — 2aß + Qv, 
1JV = QO= 2a/3 — iff, 
and die Gleichung 11) geht über in 

12) (2tcß + Qv)(2aß-to) 
= Aaß-ß» 

oder 
13)4«/J«-2a/J(gö-pv) 

—QV • gff«4a/S*-4a/J • u». 

Es muss also 

14) 2a^(5ff-pv) + pj/gö 

= 4kttß-a%, 

oder 

15) 2aß(^a» + Qv-ia) 

»in. Nun ist aber 



= 2 + (a-2)(«-l), 

= 2P+»(a-2), 

= 2(P-l)-(o-2)(«-l), 

[2P+n(a-2)] X 
[2P-2-(a-2)(«-l)] 
= 4P(P-1). 

4P«-2P[(a-2)(K-l)+2-»(a-2)] 
- n(a - 2)[(a - 2)(n - 1) + 2J 
= 4P«-4P. 

2 P{{a - 2)(n - 1) + 2 - n(a - 2)] 
+ n(o-2)[(a-2)(n-l)+2] 
= 4P, 

2P(a-2) 

= n(a-2)[(a-2)(n-l) + 2] 



nnd 



also 



pv = gv - 5p = g^ - 1/^ - gp = gft - 2 i?ft - gp 
= ßX- \rit^ -2aß^ßd + \8x-\rni- 2uß 
■=ßd + 2aß + 2ß» - jijft — 2aß = /Jd + 2ß» — \nt>' 

S« = 6p - pff = 2«/J - j i?ft, 
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Qv-tö^ßS + 2ßd- - 2aß - /J* - 2«^ 
und 

Qv — i6 + 2ad^-= ßd. 

Weiter ergiebt sich 
Qv^ßd + 2ßd- _ i 1^^ = /J<J + 2/3^ - {/JA + ^ ei? 

^ßS + 2ß^-^ßd^^dl + ^tri^^ßd + 2ß» - ^dk + Uh 
^^ßd + 2ß^-- {aß + ß&) + ^^n^~ßd + ß&^aß + ~ tv 
^^ßd^a^+^^ti^ ^{ßd +tri- 2«^). 

Nach dem Satze IX (S. 310 meiner Übersetzung) ist aber 

giy = /3(J(2n-l) + 2, 

^^^ tv + ßS^ß6'2n + 2 

^^ tri + ßS-2ad^^ßS'2n, 

Qv =^ ßo-n. 

Die Gleichung 15) geht somit über in 

(2P(a-2) = (a-2)nx 
IG) 2aß'ßd^ßd'nt6, j v / v / 

oder 

17) 2aß^n'l(S, 

Es muss also das Doppelte einer Polygonalzahl durch die Seite 
teilbar sein, und der Quotient ist das um 2 vermehrte Produkt ans 
der um 1 verminderten Seite in die um 2 verminderte Zahl der Ecken. 

Dieser Quotient gtf ist bei den Dreieckzahlen gleich der um 1 ver- 
grösserten Seite (9^ + 1); &lso grösser als die Seite. Da derselbe nun um 
n — \ wächst, wenn die Zahl der Ecken um 1 zunimmt, so ist er immer 
grösser als die Seite-, wir werden daher mit Hilfe von 17) auf folgende 
Weise finden, wie oft eine gegebene Zahl aß Polygonalzahl sein kann: 

Wir zerlegen das Doppelte der gegebenen Zahl, also 2aß, auf 
alle möglichen Arten in je zwei ungleiche Faktoren, wobei die Zer- 
legung l'2aß ausgeschlossen bleibt. Den kleineren Faktor nehmen 
wir als Seite (n) an, den grösseren als ^a. Darauf vermindern wir 
den grösseren Faktor um 2 und dividieren den Rest durch die um 1 
verringerte Seite (n — l). Wenn diese Division aufgeht, so ist die be- 
trachtete Zerlegung brauchbar, und der Quotient, vermehrt um 2, 
ist gleich der Zahl der Ecken (a). Geht aber die Division nicht ant 
so ist die betrachtete Zerlegimg unbrauchbar. Eine Zahl a/J ist also 
so oft Polygonalzahl, als es brauchbare Zerlegungen der Zahl 2 aß 
in je zwei ungleiche Faktoren giebt. 

Eine brauchbare Zerlegung ist immer vorhanden, nämlich die in 
2 und aß] diese liefert das selbstverständliche Resultat, dass aß die 
zweite (a/S) -Eckzahl ist. 

Frankfurt a. M., Februar 1897. 
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Entgegnung. 

In diesem Bande dieser Zeitschrift befindet sich eine Besprechung des 
ersten Bandes meines Werkes über doppeltperiodische Funktionen seitens 
des Herrn Fricke. In derselben werden mir Absichten untergelegt, die ich, 
wie ans der Einleitung zu dem Werke hervorgeht, gar nicht gehabt habe 
und auf Grund derselben werden eine Reihe von Einwendungen gegen 
meine Darstellung gemacht. Ich greife die folgenden heraus: 

1. Fehlen der Weierstrassschen Funktionen, 

2. Zurücktreten der funktionentheoretischen Überlegungen 
gegenüber analytischen Rechnungen, 

3. Fehlen geometrischer Betrachtungen. 

Daneben benutzt Herr Fricke die Gelegenheit, um die Bedeutung der 
Theorie der Modulfunktionen für die Transformationstheorie klarzulegen. 
Da ein jeder Autor beanspruchen darf, nach seinen Absichten beurteilt zu 
werden, so bin ich in dem Vorworte zum zweiten Bande ausführlicher 
auf die genannten Dinge eingegangen. Ich würde mich hiermit begnügt 
haben, wenn nicht einerseits der Leserkreis dieser Zeitschrift ein anderer wie 
der meines Werkes wäre und, wenn es sich nicht um Fragen handelte, die von 
allgemeinerBedeutung sind — insbesondere um die Frage, ob in der Mathematik 
in grossen Fragen nur ein überlegner Standpunkt vorhanden ist, von dem 
ans alle anderen zu verwerfen sind. 

unter solchen Umstanden erlaube ich mir mit liebenswürdiger Er- 
laubnis der Redaktion einen Teil der Einleitung zum zweiten Bande hier 
nochmals abdrucken zu lassen. 

„Der zweite Band meines Werkes über doppeltperiodische Funktionen, 
welcher hiermit der Öffentlichkeit übergeben wird, zerfallt in drei Teile, 
von denen der erste die Anfänge der Transformationstheorie auf der Grund- 
lage von Additionstheoremen zwischen Thetafonktionen mit verschiedenen 
Moduln, der zweite die Entwickelung der doppeltperiodischen Funktionen, 
insbesondere zweiter und dritter Art in trigonometrische Reihen, der dritte 
endlich die mannigfaltigen Differentialgleichungen behandelt, denen die 
Funktionen zweiter Art Genüge leisten. Diese Theorien sind vrohl bisher 
in keinem Werk vereinigt worden. Ursprünglich war es meine Absicht, 
dieselben allein mit denjenigen zu veröffentlichen, die sich im vierten Ab- 
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schnitt and einigen Paragraphen der vorangehenden Abschnitte des ersten 
Bandes befinden. Durch die Natur des behandelten Gegenstandes sah ich 
mich aber veranlasst, von meinem ursprünglichen Plane abzugehen und die 
schon vielfach behandelten elliptischen Funktionen mit in den Kreis der 
Betrachtungen hineinzuziehen. Der Zusammenhang zwischen den gewöhn- 
lichen elliptischen Funktionen and den Funktionen zweiter und dritter Art 
ist nämlich ein so enger, dass die gesonderte Betrachtung der letzteren 
eines natürlichen Bahmens, sowie eines einheitlichen Gesichtspunktes ent- 
behren würde und zu mannigfachen Übelständen geführt hätte. Wie ich 
aber schon in der Vorrede zum ersten Bande bemerkt habe und nochmals 
ausdrücklich hervorheben möchte, ist es keineswegs meine Absicht gewesen, 
eine alles umfassende Theorie der elliptischen Funktionen zu geben. Es 
sind im wesentlichen nur diejenigen allgemeinen und bekannten Unter- 
suchungen hineingezogen worden, welche die Grundlage und die Geachts- 
punkte für das ganze Werk abgeben und zum Verständnis der Theorie 
der Funktionen zweiter und dritter Art notwendig sind — diese letzteren 
bilden den eigentlichen Schwerpunkt meines Werkes. 

Ich habe nun, nachdem im ersten Bande auf fonktionentheoretische 
Grundlage hin die Thetafonktionen sich als Elementarfunktionen ergeben 
hatten, die weiteren Betrachtungen im Wesentlichen auf dem Her mite- 
schen Transformationsprinzip aufgebaat. Zu dieser Darstellung bin icli 
nach genauer Vergleichung der verschiedenen in der Theorie der periodischen 
Funktionen Üblichen Methoden als der einfachsten und durchsichtigsten ge- 
langt. Zwar ist es nicht zu verkennen, dass mit ihr gewisse Übelstände ver- 
banden sind. Die Darstellung hat mehrfach etwas scheinbar Zufälliges, es ist 
nicht immer ersichtlich, warum gerade der oder jener Ansatz gemacht 
wird, daneben entspricht sie nicht der historischen Entwickelang. In der 
That ist in der Mehrzahl der Fälle das Prinzip erst angewandt worden, 
nachdem die betreffenden Formeln auf anderem Wege schon gefunden waren. 
Diese Übelstände aber •— wenn die letztere Thatsache überhaupt als ein 
solcher bezeichnet werden darf — werden auf der andern Seite durch ge- 
wisse Vorteile bedeutend überwogen, die der von mir eingeschlagene Weg 
darbietet. 

In dem Hermit eschen Transformationsprinzip konzentriert sich that- 
sächlich der überwiegende Teil der Theorie der doppeltperiodischen Funktionen, 
und findet in ihm seinen klarsten, einfachsten oiid allgemeinsten Ausdruck. 
Durch eine Modifikation der Fragestellung ergeben sich aus ihm der Beihe 
nach die einzelnen Sätze der Theorie in systematischer und folgerichtiger 
Weise. 

In dieser meiner Auffassungsweise liegt es u. a. begründet, dass ich 
von der Einführung der Weierstrassschen Funktionen abgesehen habe. 
Die <j- Funktionen folgen nicht gleich den ^-Funktionen dem Transfonnations- 
prinzip — ihre ausführliche gesonderte Betrachtung würde mich auch nach 
anderer Richtung hin von dem vorgesetzten Ziele abgelenkt haben. ^ 
möge bei dieser Gelegenheit auf eine Bemerkung von Herrn Scheibner 
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(Sitzangsbericht der Leipziger Gesellschaft; der Wissenschaften 1888 S. 276) 
über das Yerhältnis der tf- Funktionen zu den 0- Funktionen hingewiesen 
werden, die den nichtigen Gesichtspunkt fär die Yergleichung derselben 
geben dürfte: 

„Es ist ja an sich leicht erklärlich, dass das Studium der Sigma- 
fdnktionen, deren Einfiihrung in die Analjsis durch Weierstrass in so 
vielen Beziehungen sich als wichtig und fruchtbar erwiesen, seit dasselbe 
den Matbematikem in grösseren Kreisen zugänglich geworden und ihr 
Interesse in Anspruch genommen hat, eine Zeit lang auf Kosten der länger 
bekannten Jacobi- Ab eischen Thetafnnktionen in den Vordergrund getreten 
ist. Im umgekehrten Falle würde es sich vermutlich gerade umgekehrt 
verbalten haben, während wir doch froh sein dürfen, dass für die Er- 
fordernisse der Theorie wie der Praxis dem Mathematiker nach doppelter 
Biebtong so interessante Funktionen zu Gebote stehen/^ 

Um zur Hauptsache zurückzukommen: Der eigentümliche und im ganzen 
einbeitlicbe Gang meines Werkes bringt es mit sich, dass in demselben nur 
die ^-Funktionen, nicht aber die tf- Funktionen berücksichtigt sind. Ebenso 
erklärt sich aus dem einheitlichen Gange meiner Darstellung das Fehlen 
mancherlei weitergehender funktionentheoretischer Sätze. An Stelle jener 
Sätze tritt eben das genannte Transformationsprinzip als das eigentlich 
Primäre, und jene Sätze konmien im wesentlichen nur so weit und nur in 
solcher Ausdehnung in Betracht, als sie sich aus diesem Prinzip als 
Folgerangen ergeben. Allerdings können dabei Bechnungen nicht ver- 
mieden werden. Wenn man heutzutage hin und wieder die Bechnung als 
„unmodern" bezeichnet und womöglich allen Arbeiten einen und denselben 
„modernen" Zuschnitt aufdrängen möchte, so scheint mir das doch einiger- 
maßen unbillig. 

Dass man im allgemeinen, wo es angeht, beschwerliche Bechnungen 
gern vermeiden wird, versteht sich wohl von selber und bedarf also kaum 
noch der Erwähnung. Oder hätten vielleicht die Mathematiker früherer 
Jahrhunderte oder Jahrtausende hierüber anders gedacht? 

Aber häufig, namentlich beim Hineingehen in neue, noch unerforschte 
Gebiete oder auch bei der Erö&ung neuer Wege in schon bekannten Ge- 
bieten werden Fälle eintreten, in denen man die Bechnung nicht entbehren 
kann. Auch ist zu beachten, dass nicht zu weit getriebene Bechnungen 
manches anziehende Moment und eine gewisse pädagogische Kraft besitzen, 
die durch blosses Angeben von Ideen nicht erreicht wird, und dass über- 
haupt die Bechnung stets mit einer gewissen Notwendigkeit in Funktion 
treten wird, sobald es sich darum handelt, die Grösse und Mannigfaltigkeit 
eines Gedankens oder eines Prinzips nach allen Seiten hin klar zu legen. 
Endlich erklärt sich aus dem einheitlichen Gange meines Werkes z. B. 
auch das Fehlen geometrischer Betrachtungen. Wenn ich auch, als Dozent 
einer technischen Hochschule, ausserordentlich geneigt bin, den geo- 
metrischen Betrachtungen die allergrösste Bedeutung beizulegen und meine 
hiesigen Vorlesungen über höhere Analjsis auf durchaus geometrischer 

mit-Utt. Abt. d. ZeiUohr. f. Math. u. Phyt. 42. Jfthrg. 1897. 4. Heft. IQ 
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Grundlage anfbaue, so folgt hieraas doch noch keineswegs die Notwendig- 
keit, in allen Teilen der so weit verzweigten Mathematik und anter allen 
Umständen stets das Geometrische zu bevorzugen. Vielmehr wird nach 
meiner Ansicht die Analjsis auch in ihrer reinen Form neben der Geometzie 
stets ihre volle Berechtigang behalten. Die Vermischang geometrischer 
and analytischer Methoden, wie sie z. B. in den Arbeiten des Herrn F. Klein 
anzutreffen ist, wird vielfach zweckmässig sein. Sie als allgemeine nnd 
obligatorische Norm hinstellen zu wollen — daran wird doch wohl niemand 
denken. 

Nach diesen allgemeinen Bemerkangen sei es mir gestattet, auf den 
ersten Abschnitt des zweiten hier vorliegenden Bandes etwas näher ein- 
zugehen. Der Zweck desselben ist es, die Anfänge einer Transformationa- 
theorie aaf der Grundlage von Additionstheoremen zwischen Thetafunktionen 
mit verschiedenen Moduln in elementarer Weise zu entwickeln. Ich lege 
hierbei das Hauptgewicht auf das Prinzip selber, nicht aber auf seine hier 
vorliegende DurchfCLhrung, die noch sehr der Ergänzung und Erweiterung 
bedarf. Der Ausgangspunkt für meine Anschauungsweise ist in meinen 
Arbeiten über die hypereiliptischen Funktionen gelegen. Ich versuchte 
dort die Methoden, wie sie fOr die elliptischen Funktionen maßgebend 
waren, auf die hyperelliptischen erster Ordnung zu übertragen, um eine 
Transformationstheorie derselben zu erhalten. Es gelang mir, die ver- 
schiedenen Ajrten von Transformationsgleichnngen zu definieren und ihre 
Haupteigenschaften zu entwickeln — meine Versuche dagegen nach jenen 
früheren Methoden, Transformationsgleichungen wirklich zu bilden, stiessen 
auf die grössten Schwierigkeiten und führten mich zu keinem bemerkens- 
werten Resultate. So sah ich mich denn veranlasst, für die elliptischen 
Funktionen nach neuen Methoden zu suchen, nach solchen, die sich leicht 
übertragen Hessen. Ein Teil der hierbei gefundenen Besultate findet sich 
im ersten Bande dil^ses Werkes angegeben, insbesondere in den §§ 59, 
60, 61, 75 etc. Die Übertragung derselben auf die hyperelliptischen 
Funktionen ermöglichte die Darstellung von Transformationsgleichangen in 
besonders einfachen Fällen. Ich musste mich aber bald davon überzeugen, 
dass auch diese Methoden keine weitreichenden und befriedigenden seien — 
so interessant die einzelnen gewonnenen Besultate auch an sich waren — , 
und kam auf diesem Wege im Anschluss an die bekannten Schröterschen 
Arbeiten zu der Aufsteilong meiner Additionstheoreme und zu der An- 
schauungsweise, die in dem vorliegenden zweiten Bande dargelegt wird. 
Bei derselben ist das eigentliche Ziel: die wirkliche Aufstellung von Trans- 
formationsgleichtmgen und damit diejenige Aufgabe, welche als das eigent- 
liche Transformationsproblem zu bezeichnen ist und seit längerer Zeit die 
Kräfte einer Beihe von Mathematikern in Anspruch genonmien hat 

Ais charakterisch sind bei dem von mir eingeschlagenen Wege folgende 
Punkte hervorzuheben. 

Erstens können die TransformationsglMchungen, die sich fOr die 
elliptischen Funktionen ergeben, ohne Schwierigkeit auf die hyperellipü- 
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sehen übertragen werden. Man kommt dabei za einer Fülle von Trans- 
formationsgleichungen, die auf anderem Wege nur schwer dürften herzu- 
stellen sein. 

Zweitens wird die allgemeine Transformationstheorie in enge Ver- 
bindung gebracht mit der speziellen Transformationstheorie, nämlich mit 
der Entwickelung der Konstantenrelationen. Ich habe es stets als unnatür- 
lich empfunden, dass die Modular- und Multiplikatorbeziehungen in fremd- 
artiger Weise, unter Heranziehung völlig neuer Prinzipien, und auf ganz 
anderem Wege als die gewöhnlichen Thetarelationen abgeleitet werden, ob- 
gleich sie doch im Grunde genommen nichts anderes als Thetarelationen 
sind, nur bezogen auf spezielle Werte der Argumente. Es erschien mir 
daher höchst wünschenswert, diese Konstantenrelationen durch Spezialisierung 
der Argumente aus allgemeinen Thetarelationen abzuleiten, sie also dem 
He rmit eschen Prinzip unterzuordnen und zu zeigen, dass auch ftlr die 
spezielle Theorie das letztere von grösstem Nutzen ist. 

Mit den soeben entwickelten Anschauungen befinde ich mich im Wider- 
sprach mit den Anschauungen, wie sie in einer neuerdings erschienenen 
Besprechung des ersten Bandes dieses Werkes von Herrn Fricke enthalten 
sind. Legt dieselbe einerseits von einer in der Mathematik ungewöhnlichen 
Wertschätzung der eigenen Anschauungen des Herrn Fricke Zeugnis ab, 
so ist es anderseits doch zweifellos, dass die in derselben yertretenen An- 
sichten von einer grösseren Anzahl ^on Mathematikern geteilt werden, als 
deren Wortführer Herr Fricke anzusehen ist. Unter solchen Umstanden 
habe ich geglaubt, mich hier in der Einleitung über meine Anschaa- 
ongen etwas ausführlicher aussprechen zu müssen, als es sonst wohl ge- 
schehen wäre « ^^^ ^^^^^^ 



Leitfaden der Physik mit Einschlnss der einfachsten Lehren der mathe- 
matiscliett Geographie nach der Lehr- und Prüfungsordnung von 
1893 für Oymnasien. Von William Abendroth. L Band. Kursus 
der Unter- und Obersekunda. Zweite Auflage. Mit 155 Holzschnitten. 
Verlag 1895. Verlag von S. Hirzel. — 222 Seiten. Preis 3,60 Mark. 

Die neu aufgestellten Lehrpläne waren, wie in vielen anderen Fällen, 
so auch hier die Veranlassung zur Umarbeitung der vor zehn Jahren er- 
schienenen ersten Auflage. Nach der sächsischen Studienordnung sind die 
Grandbegriffe der Chemie mit denen der "Mineralogie zu verbinden und in 
Obertertia zu behandeln. Aus diesem Grunde konnte der früher erforder- 
liche Abschnitt über Chemie zum Fortfall kommen. In betreff der Meteoro- 
logie wurden nur die physikalischen Grundgesetze zahlreicher atmosphärischer 
Vorgänge an den betreffenden Stellen hervorgehoben, sodass die Folgerungen 
hieraus, sowie das durch die Statistik bearbeitete Material der physischen 
Geographie zugewiesen werden mussten. — Neben der rein äusserlichen 
Ursache zur Herausgabe einer Neuauflage tritt noch der innere, wesent- 

10* 
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lichere Grand hinzu, dass die Physik infolge der bedeutenden Fortschritte 
in den letzten Jahren in einem ganz anderen Zusammenhang vorgetragen 
werden muss. Dies macht sich schon in dem ersten Unterricht geltend, 
indem die enorme Wichtigkeit des Prinzips von der Erhaltung der Energie 
schärfer hervorzuheben ist. Eine Folge davon ist die EinfQhnmg des 
absoluten Maßsystems, das nicht früh genug dem Schüler beigebracht 
werden kann. 

Femer ist der Versuch gemacht worden, den Begriff des Potentials 
verständlich zu machen, damit die Eiektrizitötslehre in präziserer Fassung 
durchgenommen werden kann. — Da der Verfasser nach seinem Vorwort 
bestrebt ist, dem Schüler über dasjenige, was im täglichen Leben auf Schritt 
und Tritt ihm begegnet, Aufschluss zu geben, wie Bogenlicht, OlühUcht, 
Dynamomaschinen, Telephon, Mikrophoii etc., so wird es auch angezeigt 
sein, die in alten Physikbüchem vorhandene, allmählich aber wieder aus- 
gemerzte Döbereiner Lampe aufzunehmen, welche das Fundament fär das 
heute wichtige Gas- bezw. Spiritusglühlicht bildet 

In Figur 83 Seite 129 ist die Verbindung der Drahtenden mit der Zink- 
und Kupferplatte nicht derart, dass der Apparat in der gezeichneten Lage 
schwimmt, vielmehr wird ein Neigen zur Seite stattfinden. 

Die Ausstattung des Buches ist recht gut, insbesondere tragen die 
fettgedruckten Stichworter wesentlich zur Übersicht bei. 3^ Nebel. 



Die Fortschritte der Physik im Jahre 1893. Dargestellt von der Physi- 
kalischen Gesellschaft zu Berlin. 49. Jahrgang. Erste Abteilung. 
Enthaltend: Physik der Materie. Redigiert von Bichard Börnsteik. 
Braunschweig 1896, Verlag von Friedrich Vieweg & Sohn. — 662 Seiten. 
Preis 20 Mark. 

Mit Freuden begrüssen wir diesen neuen Band der Fortschritte der 
Physik, welche für den praktisch arbeitenden Physiker und Chemiker von 
ungeheuerem Werte ist. Der energischen Thatkraft der neuen Redaktion 
ist es gelungen, dieses Sammelwerk derart zu fördern, dass es gleichen 
Schritt mit dem laufenden Jahrgang hält. Die Lücke infolge einer früheren 
Stockung vermindert sich zusehends dank der Umsicht von Bedaktion und 
Verleger, so dass in kurzem ein zusammenhängendes Werk vorliegt, welches 
der Physik auch ausserhalb Deutschlands zum grössten Vorteil gereicht 

B. Nbbbl. 

Physikalisehe Aufgaben für die oberen Klassen hSherer LehranstaltciB. 

Aus den bei Entlassungsprüfungen gestellten Aufgaben aas- 
gewählt und mit Hinzufagung der Lösungen zu einem Übungsbnebe 
vereinigt von Wilhelm Budde. Zweite, unter Berücksichtigang 
der neuen Prüfungsordnungen abgeänderte und vermehrte Auflage* 
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Brannschweig 1894. Verlag von Friedrich Yieweg & Sohn. 149 Seiten. 
Preis Mark 2. 60. 

Bei der Herausgabe dieser zweiten Auflage wurden die neuen Prüfungs- 
ordnungen für die Beallehranstalten Yom Jahre 1892 berücksichtigt. Infolge 
der EinfELhrung des absoluten Maßsystems wurden die früheren Maße in 
der Elektrizit&tslehre überflüssig, es musste daher auf diesem Gebiete eine 
gründliche Umarbeitung stattfinden. Wenige Aufgaben wurden durch andere 
ersetzt, dagegen kamen viele neue hinzu, sodass deren Zahl von solchen 
mit Lösungen und von solchen, die Abhandlungen, Beschreibungen etc. be- 
treffen, von 170 auf 563 gestiegen ist. Schon bei der Besprechung der 
ersten Auflage haben wir auf den ausserordentlichen Nutzen eines solchen 
Buches hingewiesen, das dem Schüler als Prüfstein dient, ob er das 
Abiturientenexamen in der Physik mit Erfolg bestehen kann oder nicht. 
Das Buch sei daher allen zur EinfQhrung empfohlen, die das Studium der 
Physik ernst und nicht als ünterhaltungsgegenstand betreiben wollen. 

B. Nebel. 

Gesammelte Werke von Heinrich Hertz. Band 3. Die Prinzipien der 
Mechanik in neuem Zusammenhange dargestellt. Herausgegeben von 
Ph. Lehard. Mit einem Vorworte von H. von Helmholtz. Leipzig 1894. 
Verlag von Johann Ambrosius Barth (Arthur Meiner). 312 Seiten. 
Preis geheftet 9 Mark — gebunden Mark 10.15. 

Auch dieses letzte Werk von Hertz, welches als dritter Band der ge- 
sammelten Werke erscheint und die Prinzipien der Mechanik in neuem 
Zusammenhange darstellt, giebt ein beredtes Zeugnis, welch' ungeheurer 
Verlust der Wissenschaft durch das allzu frühe Hinscheiden dieses genialen 
Mannes zu teil geworden ist. Kein geringerer als Helmholtz, der frühere 
Lehrer des noch jungen Gelehrten, fQhlte sich veranlasst, das Vorwort zu 
diesem gleichsam nachgeborenen Buche zu schreiben, ein Vorwort, wie es 
wohl einzig in seiner Art dastehen dürfte. Es enthält ein Stück Geschichte 
der Physik, indem der Stand derselben bis zum Beginn der Hertzschen 
Thätigkeit klar gekennzeichnet wird. Dann folgt die Schilderung, an welchen 
Punkten Hertz die Arbeit aufgenommen, und in welch' grossartiger 
und scharfsinniger Weise er durch das Experiment die Entscheidung zwischen 
den herrschenden Theorien gegeben hat. Dieses Vorwort ist ein herrliches 
Denkmal, welches der Meister seinem bedeutendsten Schüler gesetzt hat. 
Ergreifend ist dabei auch der Schmerz des Meisters, dessen Hoffnung und 
Freude, den Erben seiner wissenschaftlichen Thätigkeit in dem so talent- 
vollen Manne gefunden zu haben, entgegen dem natürlichen Lauf der Dinge 
durch das Schicksal grausam zerstört worden sind. — Hertz giebt in seiner 
ausgedehnten Einleitung mit grossem Scharfsinn die Gründe an, welche ihn 
veranlasst haben, die Prinzipien der Mechanik von einem Gesichtspunkt 
aus zu behandeln; er gestattet uns dabei einen Einblick in seine geistige 
Werkstätte, wie er das vorgesteckte Ziel auf dreifache Weise für erreichbar 



Digitized by VjOOQIC 



]^34 Historisch -litterarische Abteilung. 

hielt. Wir erfahren dabei, welche Gründe für und wider ihn bestimmt 
haben, die beiden ersten Geistesbilder aufzugeben und seine ganze Kraft 
der Durchführung des dritten Bildes zu widmen. Bei diesem wird von nur 
drei unabhängigen Grundvorstellungen , der Zeit, des Baumes und der Masse 
ausgegangen. Ein vierter Begriff, wie derjenige der Kraft oder der Energie, 
der den beiden ersten Bildern noch eigen war, konmit als selbständige 
Grundvorstellung nicht mehr in Betracht. Indessen erfordert die Mannig- 
faltigkeit der uns umgebenden Erscheinungen, dass noch eine Hypothese 
aufgestellt wird, damit sich alle Bewegungen der Körper auf einfache und 
durchsichtige Eegeln zurückführen lassen. Dies lässt sich dadurch erreichen, 
dass die sichtbare Welt durch den unsichtbaren Teil ergänzt wird, um 
ein abgerundetes, in sich geschlossenes, gesetzmässiges Weltbild zu erhalten. 
Dieses verborgene Etwas, was sich als Kraft und Energie zu erkennen 
giebt, kann wiederum als Bewegung und Masse aufgefasst werden, und 
zwar als solche, welche sich von der sichtbaren an sich nicht unterscheidet, 
sondern nur in Bezug auf uns und auf unsere gewöhnlichen Mittel der 
Wahrnehmung. In diesem Hinzudenken einer unsichtbaren Bewegung und 
Masse liegt die Hertzsche Hypothese, welche ihn befähigt, dem ganzen 
Weltall den Charakter des einheitlich GesetzmSssigen zu verleihen. Die Be- 
griffe Kraft und Energie sind dann nichts weiter als eine Wirkung von 
Masse und Bewegung, welche beide aber nicht immer als grobsinnlich auf- 
zufassen sind. — Der Inhalt selbst, welcher den Aufbau der Mechanik nach 
diesem neuen Gesichtspunkt behandelt, zerfallt in zwei Bücher, deren erstes 
die Geometrie und Kinematik der materiellen Systeme behandelt, wobei die 
Überlegungen sich nicht auf die Erfahrung stützen. Das zweite Buch, die 
Mechanik der materiellen Systeme, betrachtet unter Zeiten, Bäumen, Massen, 
Zeichen für Gegenstände der äusseren Erfahrung, die aber mit den GrOssen 
des ersten Buches hinsichtlich ihrer Eigenschaften nicht im Widersprach 
stehen. — Besonders hervorzuheben ist, dass dieses Werk zur Zeit nicht 
als Einführung in die Mechanik für die studierende Jugend benützt werden 
kann, sondern dass es für denjenigen bestimmt ist, welcher die bisherigen 
Anschauungen der Mechanik vollständig beherrsch^; ihn soll es anregen, die 
gestellten Probleme auf Grund dieser neuen Basis zu lösen, und dadurch 
dieser zur Entscheidung ihrer Berechtigung oder Nichtberechtigung zu ver- 
helfen. Leider ist dem Erbauer dieses Fundaments die Errichtung des 
darauf ruhenden Gebäudes nicht vergönnt gewesen, er, der der berufendste 
gewesen wäre^ in kürzester Zeit die Entscheidung selbst herbeizuführen. 
Hertz, der vermöge seines scharfen Geistes, verstand, den Schleier 
der Natur zu lüften, durfte nicht weiter vorrücken; denn das Schicksal 
trat ihn entgegen mit der unabänderlichen Lösung: Alles bleibt Stückweric 

^^^^^^^^' B. Nebel. 

Die Gesetze der Überkaltnng und GeMerpunktserniedrigang. Zwei 
Abhandlungen von Sir Charles Blaoden (1788). HerausgegebeB 
von A. J. VON Öttingen. (Ostwald's Klassiker der exakten Wissen- 
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Schäften, Nr. 66.) Leipzig 1894. Verlag von Wilhelm Engelmann. 
49 Seiten Preis 80 Pfg. 

Abhandlnngen Aber Thermometrie von Fahrenheit, R^anrnnr, Celsins 
(1724, 1730—1733, 1742). Herausgegeben von A. J. von Öttinoen. 
(Ostwald's Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr. 57.) Leipzig 1894. 
Verlag von Wilhelm Engelmann. 140 Seiten. Preis Mark 2. 40. 

Otto von Gaericke's Nene ,,Hagdebnrigi8che^' Versnche Aber den leeren 
Ranm (1672). Mit 15 Textfiguren. Aus dem Lateinischen und mit 
Anmerkungen herausgegeben von Friedrich Dannehann. (Ostwald's 
Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr. 59.) Leipzig 1894. Verlag 
von Wilhelm Engelmann. 116 Seiten. Preis Mark 2.—. 

Auch bei diesen drei weiteren Bändchen sind am Schluss Anmerkungen 
hinzugefügt worden, welche über Stellen im Text, bezw. über angeführte 
Personennamen näheren Aufschluss geben. Im Übrigen können wir auf 
fiühere Besprechungen verweisen. — Hinsichtlich Nr. 56 sei besonders darauf 
aufmerksam gemacht, dass das landläufig genannte Celsiusthermometer nicht 
mit der von Celsius getroffenen Einteilung übereinstimmt; denn sein Null- 
punkt bezw. Siedepunkt stimmt mit unserem Siedepunkt bezw. Nullpunkt 

^^«^^i^- B. Nebel. 

Grnndzfige der mathematischen Chemie. Energetik der chemischen Er- 
scheinungen. Von Georg Helbc. Mit 17 Figuren im Text. Leipzig 1894. 
Verlag von Wilhelm Engelmann 138 Seiten. Preis Mark 3. — . 

Wiederholt wurde bei der Betrachtung der Physik und Chemie in 
theoretischer Hinsicht der grosse Nutzen hervorgehoben, welcher der ersteren 
dnrch die Anwendung der Mathematik zu teil wurde. Durch die zahl- 
reichen, äusserst wichtigen Arbeiten der letzten Jahre auf dem Grenzgebiet 
der beiden Wissenschaften, nämlich der physikalischen Chemie, ist auch die 
Mathematik endlich zu ihrem Recht gelangt. Zunächst können wir deren 
Erfolge in der Chemie selbst als erst im Anfangsstadium stehend bezeichnen, 
zumal die Mehrzahl aller Chemiker einen horror vor allem Rechnen, ge- 
schweige denn* vor der höheren Mathematik hat. Wie aber das Energie - 
prinzip das Fundament der heutigen Physik bildet, so muss es auch das- 
jenige der Chemie sein. Es ist daher ein verdienstvolles Unternehmen des 
Verfassers, dieses Prinzip auch auf die chemischen Vorgänge zur Anwendung 
zu bringen. Im ersten Teil wird das Wesen des Energieprinzipes auseinander- 
gesetzt und auf die verschiedenen Formen der Energie hingewiesen. Einige 
Beispiele dienen zur weiteren Erläuterung. Der zweite Teil, die Entropie 
•betitelt, enthält im wesentlichen einen Auszug der mechanischen Wärme- 
theorie, dem die Beziehungen zwischen Wärme und elektrischer Energie als 
Anhang beigefügt sind. Die chemische Intensität, wie der Titel des dritten 
Teiles lautet, umfasst auch die Errungenschaften der physikalischen Chemie, 
die wesentlich durch van't Hoff, Arrhenius, Nernst, Ostwald und 
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andere gefördert worden ist. Der vierte, letzte und kürzeste Teil des 
Baches hat die Stufe der Mannigfaltigkeit oder Freiheit der chemischen 
Erscheinungen zum Gegenstand; es ist dies eigentlich der erste Schritt in 
die Chemie selbst. Ausgehend von der Phasenregel und dem Gleichgewicht 
der Phasen gelangte man noch zu einer kurzen Betrachtung der chemischen 
Reaktionen, die von mehreren Parametern abhängen. Das kleine Buch 
eignet sich sehr gut, den jungen Chemiker auch zur mathematischen Be- 
handlung seiner Wissenschaft anzuregen. 

Das international festgesetzte und auch angenommene elektrische Strom- 
maß lautet Ampere und nicht Amper. Man muss diese nachträglich von 
einem deutschen Physiker eingeführte Kürzung schon deshalb zurückweisen, 
weil die beiden Worte im deutschen ganz verschieden ausgesprochen werden. 
Mit demselben Recht könnte man auch Om statt Ohm und Wat statt Watt 
schreiben. Auch hier zeigt sich der von den fremden Nationen so oft 
schon gerügte Fehler der Deutschen, dass jeder etwas besonderes will und 
sich dadurch gegen das allgemeine Interesse auflehnt. Eine Nation kann 
nicht gross auftreten, wenn sie den Fehler der Kleinlichkeit nicht ablegt 

B. Nbbel. 

Über die Methode der kleinsten Qnadrate. Von Bichard Henke. Zweite 
unveränderte Auflage. Nebst Zusätzen. Leipzig 1894. Verlag von 
B. G. Teubner. 77 Seiten. 

Diese zweite Auflage ist ein unge&nderter Abdruck der im Jahre 1868 
als Doktordissertation erschienenen Schrift. Verfasser hat absichtlich Än- 
derungen unterlassen, damit der ursprüngliche Charakter nicht gestört wird. 
Der erste Teil umfasst eine Darstellung und Kritik der verschiedenen Be- 
gründungsweisen der Methode der kleinsten Quadrate, während in den beiden 
anderen eine allgemeine Auffassung) der Methode der kleinsten Quadrate 
gegeben und begründet wird. 

Als neu hat der Verfasser zwei Zusätze beigefügt, nämlich die Methode 
der kleinsten Quadrate und das Gauss sehe Fehlergesetz, sowie weitere 
litterarische Bemerkungen über Begründung und , Bedeutung der Methode 
der kleinsten Quadrate. Die vorliegende Schrift trägt wesentlich dazu bei, 
die theoretischen Fundamente der in der Praxis allgemein verbreiteten 
Methode der kleinsten Quadrate auf ihre Festigkeit zu prüfen und dorch 
eine allgemeinere Auffassung zu stützen. Der letzte Zusatz zeigt, wie 
emsig auch auf diesem Gebiet seit dem Erscheinen der ersten Auflage, die 
nicht in den Buchhandel gekommen war, gearbeitet worden ist. 

B. Nbbbl. 

An elementary treatise on theoretical mechanics by Alexander Ziwet. 

Part II: Introduction to dynamics; statics. 1893. 183 Seiten. Preis 6/6. 

Part m: Kinetics. 1894. 236 Seiten. Preis 8/6. New -York und 

London. Verlag von Macmillan and Co. 
Der zweite Band wurde gleichzeitig mit dem ersten besprochen, wes- 
halb hier nur darauf verwiesen wird. Der dritte Band führt den Titel: 
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Einetics. Die erste Hälfte desselben beschränkt sich auf die Kinetik 
eines Teilchens, während der Best diejenige eines starren Körpers mnfasst 
nnd die wichtigsten Prinzipien der Kinetik eines Systems einer ein- 
gehenden Diskussion unterzieht. Zwischen dem Text eingestreut finden sich 
Angaben, deren Lösungen am Schluss des Buches zusammengestellt sind. 
Der Charakter des vorliegenden Bandes ist mit demjenigen der beiden 
froheren übereinstimmend. In dieser Beziehung sei auf die frohere Be- 
sprechung yerwiesen. Die äussere Ausstattung ist sehr sorgfältig und 
könnte manchem Verleger in Deutschland zum Vorbild dienen, p Nebel 



Eine neue Berechnung der mittleren Tiefen der Oceane nebst einer ver- 
gleichenden Kritik der verschiedenen Berechnungsmethoden. Von 
der philosophischen Fakultät der Christian -Albrecht -Universität in 
Kiel mit dem neuschassischen Preise gekrönte Schrift. Von Karl 
Kabstens. Kiel und Leipzig 1894.' Verlag von Lipsius und Tischer. 
32 Seiten und 27 Tabellen. Preis 2 Mark. 

In dem ersten Abschnitt findet sich eine Zusammenstellung der bisher 
vorgenommenen Ennittelungen der mittleren Meerestiefen, die hinsichtlich 
der benützten Methoden f&r die Berechnung in dem zweiten Abschnitt einer 
näheren Kritik unterzogen werden. Von den drei in Frage kommenden 
Methoden: 1. Der planimetrischen , d. h. derjenigen, welche von der Areal- 
veimessung der Tiefenstufen ausgehen. 2. Der Profilmethode. 3. Der Felder- 
methode wird die letztere der neuen Berechnung zu Omnde gelegt, weil 
sie nicht nur das sicherste Resultat filr alle gut ausgeloteten Meere liefert, 
sondern auch den äusserst wichtigen Vorteil besitzt, jederzeit Nachträge und 
Änderungen zu gestatten, ohne eine Wiederholung der ganzen Arbeit zu 
veranlassen. In dem dritten Abschnitt und den dazu gehörigen Tabellen 
sind die Berechnungen, die sich auf die einzelnen Meere beziehen, zusammen- 
gestellt. Als Resultat aus sämtlichen Berechnungen ergiebt sich als 
mittlere Meerestiefe nach Karstens 3,496 km, eine Zahl, welche mit den 
besten der früheren Arbeiten hinreichend übereinstimmt. Für Geographen 
und Seeleute ist das Büchlein von grossem Wert. -n -^^^^j^ 



Hydrodynamics. By Horace Lamb. Cambridge 1895. At the University 
press. 604 Seiten. Preis 20/. 

Im Grunde genonmien ist dieses Buch als die zweite Auflage des im 
Jahre 1879 unter dem Titel: Treatise on tbe mathematical theory of the 
motion of fiuids erschienenen Werkes, welches auch ins Deutsche übersetzt 
worden war, anzusehen. Indessen wurde dasselbe in solcher Weise durch 
Änderungen und Erweiterungen umgestaltet, dass sich der Verfasser auch 
veranlasst sah, den Titel zu ändern. 
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Trotz der Vermehnmg des Inhalts hat der Verfasser solche lange ana- 
lytische Untersuchungen ausgeschlossen, deren Resultate sich nicht inter- 
pretieren lassen und war bei der Auswahl bemüht, dem physikalischen 
Interesse möglichst Rechnung zu tragen, wobei auch die eigenen, diese 
Wissenschaft fördernden Arbeiten des Verfassers erwähnt seien. In historischer 
Hinsicht war der Verfasser bestrebt, den einzelnen Arbeiten den wahren 
Automamen beizufügen. Es würde zu weit führen, wenn noch auf den 
reichhaltigen Inhalt näher eingegangen werden sollte; aufmerksam sei nur 
darauf gemacht, dass z. B. das Kapitel über Zählflüssigkeit eine ausgedehnte 
Bearbeitung erfahren hat. Dem inneren Gehalt entspricht auch Tollkommen 
die äussere Ausstattung, sodass dieses Werk überall wülkonunen sein wird. 

B. Nebel. 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles in einem theoretischen 
Oase. Bearbeitet auf Grund der dynamischen Gastheorie. Verlag 
von H.Dominicus (Tb. Gruss). Prag 1894. 12 Seiten. Preis 60 Pfg. 

Ausgehend von der Definition eines theoretischen Gases und der Recht- 
fertigung über die Einführung eines solchen, in Wirklichkeit nicht vor- 
handenen Gases in die Physik stellt der Verfasser die Vorwürfe zusammen, 
welche man auf Grund wirklicher Beobachtungen der dynamischen Gas- 
theorie von Erönig und Clausius machen muss. Da sich aber in den Schlnss- 
folgerungen Fehler nicht nachweisen lassen, so muss in der grundlegenden 
Annahme der Irrtum zu suchen sein. Der Verfasser setzt daher an Stelle 
der Erönig-Clausiusschen Annahme, wonach ein Drittel aller Moleküle 
sich in je einer der drei Hauptaxen des einschliessenden Würfels bewege 
und zwar senkrecht gegen die Begrenzungsebene mit der vollen Molekolar- 
geschwindigkeit die folgende: „In derselben Zeit, in welcher ein Sechstel 
der Molküle gegen eine Grenzwand wirkt, wird auch gegen jede andere 
Grenzwand je ein Sechstel derselben wirken, jedoch nicht mit der vollen 
Molekulargeschwindigkeit senkrecht zur Grenzwand, sondern unter der noch 
nicht angetasteten Bedingung, dass alle Auftreffrichtungen möglich sind." 
Dazu kommt: „Zwei Körper sind nur dann gleich warm, wenn die Arbeit 
der in der Zeiteinheit beiderseits an die Flächeneinheit der Grenzwand ge- 
langenden Moleküle gleich gross ist." Auf Grund dieser Annahmen fährt 
der Verfasser die Betrachtungen über die Fortpflanzung des Schalles in 
theoretischen Gasen durch und gelangt zu dem Besultat, dass dieselben 
mit den Erscheinungen bei permanenten Gasen sowohl im Wesen als ancfa 
den Zahlwerten nach so vollkommen als möglich übereinstimmen. 

B. Nebel. 

Essai de thermodynamique graphiqne par Beni^ de Saussure. Extrait des 
Archives des Sciences physiques et naturelles. 3. Folge, Band 31. 
Mai 1894. Genf 1894. Verlag von Aubert-Schuchardt. 42 Seiten. 

Setzt man voraus, dass ein Körper stets das gleiche Gewicht behält, 
so lässt sich der Zustand desselben in jedem Augenblick durch zwei £le- 
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mente, n&mlich die lebendige Erafl; und die Dauer der Periode der Be- 
wegung, bestimmen. Auf diese Weise hat Glansius gezeigt, wie man die 
Fnndamentalprobleme der Thermodynamik auf die reine Mechanik zurück- 
fahren kann. Ein ähnlicher Vorgang spielt sich auch in der Yibrations- 
theorie ab, bei welcher es sich um die Feststellung des inneren Zustandes 
eines Körpers handelt, wenn seine Teile dem Einfluss der Wärme ausgesetzt 
sind. Es muss dabei die Natur der periodischen Bewegung der einzelnen 
Teile genau präzisiert werden, und dies ist ebenfalls durch zwei gegebene 
Grossen möglich, nämlich durch die Amplitude und durch die Dauer der 
Periode der Vibrations- Bewegung. Verfasser geht von diesen zwei Grössen 
als Koordinaten aus und stellt die Beziehung derselben mit der charakteristi- 
schen Oberflachengleichung: F(P, F, !f) = her, worin P gleich der Druck, 
F dem Volumen, T der absoluten Temperatur des Körpers entsprechen. 
Die weiteren mathematischen Untersuchungen führen zu dem interessanten 
Resultat, dass sich die gleichen JP(P, F, T) » durch drei Gleichungen 
zwischen den Grössen P, F, T und zwei Hilfskoordinaten O und S aus- 
drücken lässt, welche direkt von der Amplitude und der Dauer der Periode 
der Vibrations -Bewegung abhängen. Auf diese Weise erhält man eine viel 
ToUständigere charakteristische Funktion, weil sie den Wert jeder der zwei 
spezifischen Wärmen getrennt liefert und somit in jedem Augenblick den 
Zustand der Vibrations -Bewegung als Funktion der gegebenen experimentellen 
Grossen ermitteln lässt. — Es ist dies ein sehr interessanter Beitrag zur 
Behandlung der Thermodynamik auf graphischem Weg. g jq^BB^^^ 



Über eine räumliche Darstellung der Tonreihe nnd deren Ansnützung 
in einem Apparate als Lehrmittel im mnsiktheoretischen Unter- 
richte. Von Anton Michalitschkb. Separatabdruck der „Öster- 
reichischen Mittelschule", ö. Jahrgang. 2. Heft. 1891. 15 Seiten. 

Eine ränmliche Darstellung der Tonreihe nnd die Ausnutzung derselben 
in einem Apparat als Lehrmittel im Musikunterricht. Von Anton 
MiGHALiTSCHKE. Soudcrabdruck aus „Lotos^'. 1892. Neue Folge. 
12. Band. 14 Seiten. 

Ein Monochord mit spiralförmigem Stege znr Darstellung der p}'tha- 
gorSischen, der physikalischen nnd der gleiehschwebend tem- 
perierten Tonintervalle. Von Anton Michalitschke. Sonderabdruck 
aus „Lotos". 1894. Neue Folge. 14. Band. 56 Seiten und eine 
Figurentafel. 

Der Inhalt der beiden ersten Schriftchen ist im wesentlichen derselbe, 
indem darin gezeigt wird, auf welche Weise sich die Tonreihen als eine 
logarithmische Spirallinie darstellen lassen. Die dritte Abhandlung benützt 
die beiden ersten als die theoretische Grundlage und wiederholt kurz den 
wesentlichen Teil derselben. Diese Darstellung der Tonreiben als logarith- 
misehe Spirallinie giebt die Veranlassung zum Bau eines Monochords mit 
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spiralförmigem Stege, welcher dnrch ein auf einer Holzscheibe befestigtes, 
in Spiralform aufgewickeltes Messingband dargestellt wird. Die gespannte, 
unveränderliche Saite selbst bildet den Radiusvektor, dessen Länge dnrch 
die Drehung der den Steg tragenden Scheibe bestimmt wird. Im weiteren 
werden die Untersuchungen mitgeteilt, die an diesem neuen Monochord mit 
dem Quint- Tonsystem und den verschiedenen Tonleitern angestellt worden 
sind. Die beigefügte Figurentafel dient zur Erläuterung der erlangten Er- 

Streiflichter auf eine neue Weltanschannng in Beeng anf die Belenek- 
tnng, Erwärmnng nnd Bewohnbarkeit der HimmelskSrper. Eine 
astrophysisch- metaphysische Hypothese über das innere Walten der 
Natur und die sich daraus ergebenden Eonsequenzen auf die Ethik 
und Eeligion nebst einer Plauderei über die Möglichkeit eines „Welt- 
unterganges" von Wilhelm Zenker. Siebente (1000) erweiterte 
Auflage mit einer Eeihe offiziell wissenschaftlicher Zustimmungen. 
Braunschweig 1895. CA. Schwetschke und Sohn. 88 Seiten. Preis IMark. 

Der grossartige vielversprechende Titel dieses Büchleins ist wohl die 
Ursache, dass es schon die 7. Auflage erleben durfte, denn der Inhalt 
bleibt hinter allen Erwartungen zurück. 43 Seiten hindurch werden die 
bestehenden Ansichten in abfölliger Weise besprochen, die auf Grund streng 
logischer Schlüsse mit Hilfe der Spektralanalyse zu Stande gekommen und 
zur Zeit allgemein anerkannte Anschauungen werden kurz abgefertigt dnrch 
Bezweifelung der Resultate, weil der greifbare Beweis fehle; -^ ein billiges 
Vergnügen. Die Spannung auf die Ansicht des Verfassers wird jäh zer- 
stört darch die ganz willkürliche, in den Folgerungen logisch zusammen- 
hanglose Annahme, dass die Sonne als grösserer und gewaltigerer Körper 
positiv auf die kleine, sich ihr negativ stellende Erde wirkt, wodurch der 
entstehende elektrische Strom in der Erdatmosphäre sich in Wärme umsetzt, 
während derselbe Strom sich in der Sonnenatmosphäre in Licht verwandelt 
Grund, weil wir Menschen uns, wenn auch auf andere Weise elektrisch 
unser Dasein erhellen und behaglich machen können. Als Motto bei der 
Ansicht über den Weltuntergang diente wohl der Spruch: „Wasch* mir den 
Pelz, mach' ihn aber nicht nass." Das Ganze kennzeichnet sich als ein 
nutzloses, leeres Geschwätz. g Nebel 

Das System der Übergewalt oder das analytisch -synthetiselie Prinzip 
der Natnr. Ein Beitrag zur Weltäther-, Stoff- und Kraftlehre und 
zur Lösung naturphilosophisch -kosmischer Probleme in elf Haupt- 
thesen von Eonrad Beyrich. Mit sieben Figuren. Berlin 1895. 
Verlag von Robert Oppenheim (Gust. Schmidt). 160 S. Preis Mk. 3. 60. 

Das Buch hat einen ausschliesslich philosophischen Charakter, wes- 
halb seine Besprechung eigentlich den philosophischen Fachzeitschriften vor- 
behalten sein sollte. Sein naturwissenschaftlicher Inhalt hat aber auch 
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ftLr alle Freunde der Natnrwissenscliafb Interesse. Der von der Physik 
hypothetisch eingeführte Äther wird verallgemeinert und hat demnach als 
Weltather eine äusserst wichtige Eolle nicht nur in der gesamten 
Physik, sondern auch in der Chemie, Mineralogie, Astronomie, Medizin, 
Meteorologie, Mechanik, Physiologie etc. Auf Grund dieser Anschauung 
wird nachzuweisen gesucht, dass es kein absolutes Nichts giebt, also auch 
kdn leerer Raum existieren kann. -q ^^^el. 
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Historisch-litterarische Abteilung. 



Die Quadratwurzelformel des Heron bei den Arabern 
und bei Regiomontan und damit Zusammenhängendes. 

Von 

Maximilian Curtze 

in Thorn. 



Der Codex Vindobonensis Pdlatinus No. 5203 (Phil, 387) dürfte eine 
höchst interessante Handsclirift darstellen. Sie ist nämlicli^ wie mich 
eine Yergleichung mit den eigenhändigen Briefen des Regiomontan 
in der Stadtbibliothek zu Nürnberg unzweifelbaft gelehrt bat, von 
diesem Meister des XV. Jahrhunderts geschrieben worden. Randglossen, 
welche Schoners Handschrift zeigen, beweisen, dass sie einst von 
ihm, wenn nicht besessen, doch eingehend durchgearbeitet ist; imd 
wenn nun in dieser Handschrift sowohl die yllieoricde plandamm'' 
Peurbachs enthalten sind: „awnö domini 1454'^ Wienne in Cöllegio 
Civium finite pemdtima mensis Äugmti'^ genau mit der Regiomontan- 
schen Ausgabe* bis auf die Figuren stimmend; wenn dann weiter 
darin die von Schoner** herausgegebenen Abhandlungen Regiomon- 
tans beziehungsweise Peurbachs „De tabula sinus et chordarum'^ und 
nTradatus sinuum et cfu>rdarum", letztere, wie in der Ausgabe ohne 
die Tafel selbst, enthalten sind, ebenfalls bis auf die Figuren genau 

• Die Auggabe Regiomontans ist ohne jede SeitenzaU und ohne jede 
andere Notiz. Sie umfasst 20 Blatt, welche in zwei Quinionen gedruckt sind. 
Anfang (Blatt lr,Z. 1-4): THEORICAE NOVAE PLANETARVM GEORGII 
IPVRBACHII ASTRONOMI CELEBRATISSIMI | DE SOLE | Sol habet treC 
orbes a fe inuicem omniquaq| diuifos | u. s. w. — Schluss (Blatt 20 ▼, Z. 36 — 39): 
Hanc motum fequü | tur omnes Cph^r^ inferiores in motibus Cuis ita ut refpectu 
hui* ecliptic^ mo | bilis Cint auges deferentium & declinatönes earum semp 
inuariabiles; j FINIS. — Die Seite hat 45 Zeilen. 

** Tractattis G. Peurbachii super propositiones Ptolemaei de sinibus et 
ckoräis. Item compositio tahülarum sinuum per Joannem de Regiomonte 
Adiectae sunt et Tabulae sinuum duplices per eundem Regiomontanum. Omnia 
nunc primum in utilitatem Astronomie studiosorum impressa. Norimhergae apud 
Joh. Petrejum 1641. Fol. — Wiederholt in der Santbechschen Ausgabe der 
Trigonometrie Regiomontans, Basileae s.a. (1561) S. 131— 146. 

HiBt. - litt. Abt. d. Zeitflohr. f. Math. u. Phys 42. Jahrg. 1 897 . 5. Heft. 1 1 
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übereinstimmend, wenn endlich der „Algorithmus demofistratus^^ des 
Jordanus darin sich findet, welchen Schoner gleichfalls, wie er 
selbst sagt, aus einer Wiener Handschrift, welche von Regiomontan 
geschrieben war, edierte*, so dürfen wir wohl in dem vorliegenden 
Manuskripte dieses Schonersche erblicken. Leider war es mir der Eng- 
herzigkeit der Verwaltung der Bibliothek des Königl. Gymnasiums zu 
Thom halber unmöglich, die mir aus Wien und Krakau gesendeten 
Handschriften vollständig ausnutzen zu können. Es wurde mir nur 
gestattet, der ich diese Bibliothek 18 Jahre selbst verwaltet hatte, 
wöchentlich darin vier, sage vier Stunden zu arbeiten. Erst im letzten 
Augenblicke hat ein Machtwort des Herrn Kultusministers, an welchen 
ich mich beschwerdeführend gewendet hatte, darin Wandel geschaffen, 
und habe ich wenigstens die wichtigste Handschrift, den Kommentar 
des An-Nairizi zu den zehn ersten Büchern des Eukleides in der Über- 
setzung Gerhards von Cremona, vollstöndig abschreiben können.** 
Folgende mit sehr flüchtiger Schrift gemachte Notizen unserer Hand- 
schrift aber haben Beziehung zu der in der Überschrift genannten 
Formel und den von mir gegebenen Erläuterungen, und möchte ich 
sie deshalb hier als eine nicht uninteressante Ergänzung ebenfalls be- 
kannt geben. 

1. (Blatt 168'): Radicem de 10 in integris non habes nisi 3. Si 
viciniorem velis, 3 in se duc, fiunt 9, deficit 1, quod divide per duplum 

radicis in integris, scilicet 6. Est ergo prima radix vicina 3—* Si se- 

cundam viciniorem velis, duc hanc primam in se, fiunt 10—. Id super- 

1 . ... . . 1 

habundat in g^- Nunc dupla primam radicem vicinam, scilicet 3^> fiunt 

6"o • Hoc multiplica per 36, fit 228, divisor. Hunc iterum multiplica 

per —) exeunt 38; auffer 1, manent 37, numerator. Est ergo secunda 

. . 87 1 

vicina radix S^^s' Q^^°^ ^^ ^^ ^ ducis, exeunt 10gY9Q4' Si iterum 
viciniorem cupis, multiplica 51984 per duplum radicis secunde 

74 

vicine, scihcet per 6 g^; fiunt 328776. Quod iterum multiplica 
per fractionem aput radicem, scilicet ----? fiunt 53354. Ab hoc 

1 minue, et fit tercia radix vicina 3 et • Hec si in se ducis, 

provenient 10 



108093658176 



* Seite 4 der Vorrede sagt Schoner: Incidi nuper in liheUum . , . exaraium 
max. et doctuss. viri Regiomontani dmna nianu^ quem in Vienensi qtmpinm 
hibliofheca audio a^serrari hoc titulo: Algorithmus demonstratus incerti autoris, unde 
suspieor hoc exemplum fuisse descriptum, 

** Das arabische Original der sechs ersten Bücher geben Bes thom und Hei- 
berg arabisch und lateinisch heraus. 
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10 


10 


»0^ 


3 


9 

1 


«i 



10 51984 


10 ' 

^^ 108093658176 


quadrata 


^228 


Q 63363 
^ 328776 


radices 



Sic de 12 integris radix vicinior est 3; in fractionibus prima vi- 



cinior est 3-^- Hec in se fit 12-r' 

2 4 



IS 

Secunda yicinior est 3^. hec in 



se fit 12; 



784 



Tercia vicina est 3 



2621 
5432* 



8 4 


»T 


< 


41616 


quadrata 


2 4 


^T 


4 


169 
^204 


radices 



Dass wir es hier mit der Heron sehen Formel zu thun haben^ 
ergiebt sich aus folgenden Betrachtungen. Regiomontan findet zunächst: 



das Quadrat davon ist: 






In allen von ihm benutzten Beispielen ist b = 1. Nun lässt er 
folgendes ausfuhren: Er multipliziert 2a -\ — mit 4a^ und erhält 
dadurch als Nenner seines neuen Bruches 8a'+ 4a&. Dies multipliziert 

2a 

und erhält so als Zähler seines neuen Bruches 4a^6 + b\ Der neue 
Wurzelwert ist also: 



er wieder mit -^ und subtrahiert von dem Produkte b\ bei ihm 1, 






Heron lässt dagegen folgendes ausführen* Mit seinem ersten 

Näherungswerte a + -— dividiert er in die gegebene Zahl; so erhält er: 

(a« + &)2a 
2a* + h ' 

Dazu addiert er den gefundenen Näherungswert und nimmt von 
der Summe die Hälfte als zweiten Näherungswert, und erhält so: 



' ' ' 8a' + 4aö 



Das ist aber die Formel Regiomontan s. Letzterer hat seine 
Kenntnis dieser Formel jedenfalls aus arabischer Quelle erhalten. 
Denn Alkasädi giebt genau seine Anweisung.** Es ist daher gar nicht 



* Vergleiche meinen Aufsatz in Heft 4 dieses Jahrgangs, S. 113 — 120. 
** Günther, Die Quctdratüchen Irrationalitäten der Alten und ihre Ent- 
tcickelungsmethoden. (Abhandl. zur Gesch. der Mathem. IV) S. 46. 

11* 
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nötig, wie Günther annimmt,* dass Alkasädi seine Formel durch 
Aufwickelung des Kettenbruchs: 

1-2«+— =a + ^^s+i^ 

gefunden hat. Auch der Zweifel, welchen derselbe Gelehrte ausspricht,** 
es hätten die Griechen gefundene Näherungswerte nicht wieder bei 
Wiederholung derselben Näherungsrechnung benutzt, ist hinfällig; 
Heron hat so gethan und, seinem Vorbilde folgend, Regiomontan. 
Von Interesse dürfte wohl die schulgemässe Anordnung der gefundenen 

Resultate sein, sowie bei YS die beiden Formen 2^ und Sy statt 3 

und 9, welche es ermöglichen, auch in diesem Falle die befolgte 
Methode zur Anwendung zu bringen. An derselben Stelle hat aber 
Regiomontan auch die Formel aufgestellt und bewiesen, Ton welcher 
ich annahm, dass Archimedes bei seinen Quadratwurzdn Gebrauch 
gemacht habe.*** Ich meine die Formeln: 

Auch diese beiden Abschnitte erlaube ich mir mitzuteilen. Ohne 
den Beweis der Richtigkeit findet man sie in fast allen mittelalter- 
lichen Anweisungen zum Rechnen. 

2. (Blatt 167'): Radix minutie vulgaris quadrata propinqua, si 
ipsa minutia non sit quadrata, sie precipitur inveniri. Prepone numeri 
alium quemcumque, qui quanto maior erit, tanto precisiorem habebis 
radicem. Quem multiplica per denominatorem minutie date, et pro- 
ductum constitue denominatorem radicis inyeniende. Postea numerum 
prepositum multiplica in se quadrate, et productum in denominatorem 
minutie proposite, et quod exit, duc in numeratorem eiusdem minutie. 
Tocius radicem quadratam viciniorem pone pro numeratore radicis. 

Bodo, Sit minutia proposita ab, numerus prepositus c, £x c 
in b fiat e, quem ponemus denominatorem radicis. Ex e in se fiat g. 
Ex c in se et producto post hoc in b fiat ?; ex a in Z fiat f: dico 
primo minutiam f- g esse eandem cum minutia a • b data. Igitur, cum 
radix g fit e, extrahatur etiam radix de /, que sit d: habebitur radix 
d-e minor minutie a-ft date. 



a 



' ^^ i 1 

101 ; , I 1300 

e 

I 1 3 I j 30 

f 9 

I 1 600 I 1 900 



• A.a.O., S.68. 

** A.a.O., S.83 am Schlüsse der Anmerkung. 
'** Vergleiche meinen oben erwähnten Aufsatz in Heft 4 1897. 
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Quod autem minutia f^g sit eadem cum minutia a-hj sie declaraiar. 
Ex a in ? fit /* ex ypothesi, sed ex 6 in Z fit g^ ut probabo: igitur 
f-g minutia est eadem cum minutia a*&. Sed quod ex & in 2 fiat g, 
sie ostenditur.^) Nam ex c numero in h alium fit e^ in quam e ducitur 
tercius, scilieet e, et fit gf: igitur g est equale ei, quod producitur 
altero duorum c et & multiplieato in tociens multiplicem reliqui, quot 
sunt unitates in tercio, scilieet 6, l autem est tociens multiplex ad Cj 
quot sunt unitates in e^ quia ex (^ in c et post in h fit l^ quod tantum 
est, sicut c in {) et produetum iterum in c multiplieatum: habes igitur 
propositum. 

Eadem racio foret, si numerum prepositum diviserimus in numera- 
torem, et produetum eonstituerimus numeratorem radieis. Deinde 
numerum prepositum in se et postea in numeratorem numeri dati et 
deinde in denominatorem, et producti radieem constituemus denomi- 
natorem radicis. Sie extrahere poteris radiees vicinas artifieialiter 
quotcumque unitates in numeratore aut denominatore ad plaeitnm eon- 
stituendo. 

t) Vel. sie. Ex c in se et postea in b tantum est, sicut ex c in & et postea 
in c. I^tur, ex c in & quia fit e, ex c in e fiet l, Igitur I ad e sicut e ad 6, 
ergo e in se tantum facit, siut b in l: igitur & in 2 producit g. 

3. Radix minutie vulgaris eubiea propinqua, si ipsa non sit eubica, 
sie preeipitur inveniri. Prepone quodvis numerum, qui, quanto maior 
erit, tanto preeisiorem babebis radieem. Quam, multipliea per denomi- 
natorem date minutie, produetum constituens denominatorem radieis. 
Deinde numerum prepositum due in se eubiee, et quod provenit, in 
denominatorem minutie, et quod provenit, iterum in denominatorem 
minutie, et ultimum produetum in numeratorem, et toeius radix eubiea 
propinqua eonstituatur numerator radicis. 

Bodo, Sit minutia proposita a-h, numerus prepositus c. Ex c in 
& fiat 6; ex e in se eubiee fiat g; c autem in se eubiee et post in b, 
et produetum in b faeiet 2, in quod a duetum faeiet f: dico, quod 
minutia f-g sit equalis vel eadem cum minutia a*b. Ideo radix eubiea 
de g sit c, sit et d radix eubiea de f: erit d-e minutia radi/ eubiea 
vicina minutie date Si probatur, 1 168 ''j quod ex 6 in i fiat ^, habe- 
bitur intentum. e in se faeiat m; quia igitur ex c in se eubiee et 
deinde in b et iterum in b tantum fit, sicut ex c in fr et deinde in c 
et postea in 6 et ultimo in c, ergo c in se eubiee et deinde produetum 
in & et iterum produetum in b tantum faeit sicut c in e et pro- 
duetum in b et ultimum produetum in e. Sed c in e et produetum in 
h tantum faeit sicut e in id, quod fit ex c in 6, hoc est tantum faeit 
sicut e in se: ergo quod fit ex eubo ipsius o in quadratum ipsius b, 
est equale ei, quod fit ex c in quadratum ipsius e. Igitur ex c in m 
fit {; sed ex c in b fit e, ergo l ad m sicut e ad b, Igitur, quod fit 
ex b in Z, est equale ei, quod fit ex e in m, Sed ex e in m fit jp: 
igitur ex 6 in 2 fit ^, quod fuit probandum. 
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10 1 1 5 1 1 9000 

I 1 3 1- 



,„ I 1 18000 



1900 



27000 



Similis racio esset, si numerum prepositum diviserimus in numera- 
torem et productum constituemus numeratorem radicis. Deinde nume- 
rum prepositum in se cubice, et cubum in quadratum numeratoris 
fractionis date et productum in denominatorem, et provenientis radicem 
cubicam viciniorem poneres denominatorem. Sic poteris igitur radices 
artificialiter extrahere, quidque placet pro numeratore vel denominatore 
ponendo. 

Ausser den oben erwähnten Formeln kennt also Regiomontan 
auch noch folgende anderen: 



I /g _ ac 1 1 /g _ ac 

Die yiO spielt bekanntlich bei den Indern als Näherungswert Ton 
X eine wichtige Rolle. Wir finden diesen Wert z.B. in der oben er- 
wähnten Arbeit Peurbachs Tradatus sinuum et cfwrdarum angefahrt 
Von anderen Beziehungen der Linien am Kreise wird sonst stets 
unter Angabe der indischen Quelle im Mittelalter die Seite des rega- 
lären Siebenecks im Kreise als Hälfte der Seite des regulären Dreiecks 
bezeichnet. Auch zu dieser Bemerkung findet sich in unserer Hand- 
schrift eine Notiz des Regiomontan^ welche fast gleichlautend auch 
bei Jordanus sich erhalten hat. Da sie zugleich eine Näherungs- 
rechnung för die Seiten aller regulärer Vielecke darzustellen behauptet, 
so lasse ich sie ebenfalls hier folgen^ und gebe in Anmerkuug die 
Stelle des Jordanus^ welche ihr entspricht.* 

4.j[Blatt 128'): Philosophi Indorum artem communem et subtilem 
tradiderunt^ qua potuerimus invenire, quantum sit cuiuslibet lignre 

• „Hec est questio Indorum dicens de inscriptione cuiusvis figurarum equa- 
lium laterum cadentis in circiilo, et plurimum quidem positionis Indorum non 
est nisi credulitas sola absque demonstratioue et in eo propinquitas , inter quam et 
veritatem non est quantitas sensibilis, et hec est operatio, quam nunc dicam. 
Duc medietatem diametri in so semper, demum quod aggregatur duc in 18 semper 
et semper serva aggregatum. Deinde prohice ex numero laterum figure, cmus 
quantitatem vis extrahere, uuum laterum eins semel semper, et accipe medietatem 
eius, quod remanet, et duc eam in numerum laterum figure et adiunge ad illnd, 
quod aggregatum est, tria semper, et quod egredietur est qua<lratum lateris. 
Quando ergo sie operatus fueris, super quod exigitur demonstratio, exibit a*! 
hunc numerum. Et scias, quod ipsi ponunt latus eptagoni cadentis in circido j.ier 
equalitatem medietatis lateris trianguli cadentis in eo, et non est in manibo« 
eorum super illud demonstratio plus quam inventio: intelligite ergo etc. 
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poligonie equilatere circulo inscripte latus, et inter artem illorum et 
Ptolomei non est differentia nisi in latere decagoni. Et est ingenium 
istorum istud. Multiplica quadratum dyametri circuli per 4 et dimi- 
dium, productum serra. Deinde auffer unum a numero laterum talis 
figure, et reliquum multiplica per medietatem numeri laterum quesite 
figure et adde 3, et per ipsum, quod provenit, divide servatum, et 
exeuntis radix erit latus talis figure poligonie equilatere. üt posita 
dyametro 60 partium more Sarrazenorum erit quadratum eius 3600, 
quod multiplicatum per 4 cum dimidio est 16200; serva. Deinde si 
volo reperire latus trigoni, auffero 1 a lateribuS; manent duo; que 

multiplico per —> erunt 3; quibus addo 3, sunt 6; per que divido ser- 
vatum, et provenit 2700, quorum radix quadrata est latus trigoni 
posita dyametro 60 pedum. Item volo reperire latus eptagoni. A 7 

demo 1, remanent 6; que multiplico per — ; provenient 21; quibus 

addo 3, sunt 24; per que divido servatum, provenient 675, quorum 
latus est latus eptagoni, et sie de aliis. 

Die sieb hieraus ergebende Formel der Inder zur Auffindung einer 
beliebigen regulären Polygonseite ist also die folgende: 






Sd er 



3 yn(n-l) + G Vn(n-l) + 6 
2 ' 

Für n = 3; 4; 6 ergeben sich daraus die genau richtigen Formeln: 
S3 = r.}/3; 54==rl/2; s^^r. 

Für s^ aber erhält man ^Y^, das heisst genau die Hälfte der 
Dreieckseite, und damit ist die Entstehung dieses Näherungswertes 
wohl klargelegt. Es ist ja auch 675 =^ — r — Während sich zunächst 
die Frage aufdrtingt, woher haben die Inder den Faktor 4 - her- 
genommen, kommt die viel wichtigere hinzu, auf welchem Wege Re- 
giomontan zur Kenntnis der obigen Formel gelangt sein wird. Dass 
er Jordanus de triangulis gekannt hat, ist möglich, jedoch ist die 
Darstellung bei diesen abweichend: es bleibt wohl die einfachste Ant- 
wort, er habe sie in Italien aus arabischer Überlieferung kennen ge- 
lernt, vielleicht gleichzeitig mit der Formel Heron-Alkasädi für die 
Quadratwurzelausziehung. Regiomontan kannte aber auch die falschen 
Inhaltsformeln für die regulären Polygone, welche eigentlich die 
Polygonalzahlen geben, die aber im ganzen Mittelalter von den Gro- 
matikern an stets für die oder neben den wirklichen Werten gebraucht 
wurden. Er ist sich aber ihrer Unrichtigkeit bewusst und beweist 
dieselbe in einem konkreten Falle. Die betreffende Notiz lautet: 
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5. (Blatt 131'): Pentagoni equilateri aream reperire. Duc unum 
latus in se et productum in temariuni; et a summa unum latus auffe- 
ratur; residui medietas est area quesita. 

Ext^oni autem lateris unius quadratum ducatur quater et a summa 
latus unum bis aufferatur^ et residui medietas est ipsa area. Eptagoni 
vero quadratum lateris unius ducatur quinquies^ et a summa ipsum 
latus unum ter dematur, et remanentis medietas est^ quod queritur; 
et sie in aliis secundum naturalem ordinem numerorum. 

Advei-te, quod hec rationes debiles sunt in geometria, Veritatem 
enim certitudinis eius habent tantum in arismetricis^ ut dicit Boetius 
de trigono hisopleuro, quod unum latus per se multiplicatur, et pro- 
ducto quantitas unius lateris adiungatur^ et summe medietas erit area 
talis trigoni; quod tantum certitudinem habet in arismetricis de numero 
triangulari, nisi velles etiam capere pedes non quadratos superficiales, 
sed partes pedum pro integris. Patet, quod non sie, de exagono. 
Ponamus enim exagonum equilaterum circulo inscriptum. Hie resolu- 
bilis est in sex trigonos equilateros ductis lineis a centro circuli 
ad omnes angulos exagoni. Inyeniemus igitur quantitatem unius trigoni 
talis. Pono, quod latus unuin sit 4 pedum, tunc medietas unius erit 
duorum. Erit igitur kathetus talis trigoni radix de 12, que dueta 
per 2 erit radix de 48, et tanta est area unius sex triangulorum. Et 
erit area exagoni talis 41 fere. Secundum autem modum Boetii ex- 
agonus talis esset 28 pedum tantum. 

Man sieht, Begiomontan führt hier genau die nämlichen Gründe 
für die Unrichtigkeit an, wie sie in dem bekannten Briefe Gerberts 
an Adelbold enthalten sind* 

Zum Schlüsse noch die Bemerkung, dass die Behauptung Dr.Nagls^^ 
dass erst mit dem Anfange des XVI. Jahrhunderts die Form X f3r 
vier durch die jetzt gebräuchliche 4 verdrängt sei, nur für Deutsch- 
land, und auch für dieses nur teilweise, richtig ist. Regiomontan 
schreibt z. B. nie anders als 4, und habe ich in in Süddeutschland ge- 
schriebenen und auf italienische Beziehungen hinweisenden Hand- 
schriften sehr häufig die letztere Form und fast nie die erstere gefunden. 
Das bleibt freilich richtig: Der Gebrauch der Form X hört mit dem 
XVI. Jahrhundert absolut auf. Handschriften mit dieser Form müssen 
also spätestens im XV. Jahrhundert entstanden sein. Der umgekehrte 
Schluss aber ist unrichtig. 



* Vergleiche die Ausgabe in den Oeuvres de Gerbert ed.OUerisp. 477—478. 
*♦ Dr. A. Nagl, Über eine Älgorismusschrift des XII. Jahrhunderts (Zeit- 
schrift für Mathematik, 34., Eist.- litt. Abt.) S. 134 — 136. 

Thorn, I.Juli 1897. 
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Magnetismns and Hj^^notismus. (Elektrotechnische Bibliothek. Band 35. 
Zweite Auflage.) Eine Darstellung dieses Gebietes mit besonderer 
Berücksichtigung der Beziehungen zwischen dem mineralischen Magne- 
tismus , dem sogenannten tierischen Magnetismus und dem Hypnotismus. 
Von G. W. Gessmann. Mit 53 Abbildungen und 19 Tafeln. Zweite 
revidierte und ergänzte Auflage. Wien, Pest, Leipzig 1895. A. Hart- 
lebens Verlag. 205 Seiten. Preis Mk. 3. 

Dem in drei Hauptstücke eingeteilten Buche geht eine orientierende 
Einleitung voraus, in welcher die Wandlung des Hypnotismus hervorgehoben 
wird, welche dieser seit dem Auftreten Hansens durchgemacht hat. In 
dem ersten Hauptstück wird der Einfluss des mineralischen Magnetismus 
auf den menschlichen Körper besprochen, was den Anlass zu einem ge- 
schichtlichen Überblick giebt. In dem zweiten Hauptstück wird zunächst 
die Frage: „Wer ist hypnotisierbar?" gelöst, und sodann erläutert, wes- 
halb die sogenannten Hypnoskope, d.h. diejenigen Instrumente, welche die 
leicht zu hypnotisierenden Individuen ermitteln lassen, nicht in allen Fällen 
mit Sicherheit zu gebrauchen sind. Nach Mitteilung der verschiedenen 
Methoden, um Hypnotismus zu erzeugen, wird eine Einteilung der Hypnose 
hinsichtlich der verschiedenartigen Erscheinungen aufgestellt. Das dritte 
Hauptstück kommt bei der Beobachtung der Bewegungseracheinungen zu 
dem Schluss, dass im wesentlichen drei verschiedene Zustände zu unter- 
scheiden sind. Sodann werden die Beobachtungen erwähnt, die durch den 
hypnotischen Zustand an den fünf Sinnen wahrgenommen worden sind. 
Den Schluss bilden die äusserst rätselhaften Phänomene des Somnambulis- 
mus. — Das Buch hat das reiche Material der Beobachtungen auf diesem 
wunderbaren Gebiete des Hypnotismus systematisch geordnet, wobei nament- 
lich die Wahrnehmungen solcher Personen eingehend angeführt sind, welche 
dem ärztlichen Berufe angehören. Auf diese Weise ist der Schein des 
Schwindelhaften femgehalten. Das Buch mag jedem, der sich für den 
Hypnotismus interessiert, bestens empfohlen sein, zumal durch die Angabe 
der Litteratur das Quellenstudium erleichtert wird. g jjjjBEr 



Nieola Teslas Untersachnngen Aber Mehrphasenströme und Aber Wechsel- 
ströme hoher Spannung nnd Frequenz. Mit besonderer Berück- 
sichtigung seiner Arbeiten auf den Gebieten der Mehrphasenstrom- 
motoren und der Hochspannungsbelenchtung, zusanmiengestellt von 
Thomas Commerfobd Martin. Aittorisierte deutsche Ausgabe von 
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H. Maser. Mit 313 Abbildungen. Halle 1895. Verlag von Wilhehn 
Knapp. 508 Seiten. 

Seitdem die ganz eigenartigen Licht- und sonstigen Erscheinungen 
Teslas, welche ihre Entstehung Wechselströmen von hoher Spannung und 
hoher Frequenz verdanken, in Deutschland bekannt und nachgemacht worden 
sind, ist auch von deutscher Seite aus den Arbeiten dieses genialen Mannes 
ein reges Interesse entgegengebracht worden. Seine Ideen bilden das Funda- 
ment, auf welchem eine wesentliche Vereinfachung der praktischen Elektro- 
technik in Zukunft aufgebaut werden wird. Der Wechselstrom, welcher 
ursprünglich der Bogenlichtbeleuchtung den Eingang verschafft hat, spater 
aber gSnzlich vernachlässigt worden ist, ist nun wieder zur Herrschaft ge- 
langt. — Jeder Elektrotechniker hat daher ein grosses Interesse, die ge- 
samte Thätigkeit Teslas, wie sie in dem vorliegenden Buche geschildert ist, 
eingehend studieren zu können; denn diese Arbeiten bilden die Basis für 
die künftige Entwickelung der Elektrotechnik. Durch die eigentümliche 
Wahrnehmung, dass die Ströme hoher Frequenz dem menschlichen Körper 
keineswegs schädlich sind, während diejenigen niederer Frequenz direkt das 
Leben gefährden, wird auch das Interesse des Physikers, des Mediziners 
und insbesondere des Physiologen geweckt. Das Buch zerfällt in drei Ab- 
schnitte. Der erste behandelt in 24 Kapiteln die Mehrphasenströme und 
ihre Verwendung in der Elektrotechnik, wobei die Eigentümlichkeiten der 
einzelnen Motoren je nach ihrer Konstruktion erläutert werden. In dem 
zweiten Abschnitt werden die drei Vorträge mitgeteilt, welche Tesla über 
die von ihm entdeckten Erscheinungen bei Strömen von hoher Frequenz 
und hoher Spannung gehalten hat. Der dritte Abschnitt umfasst ver- 
schiedene sonstige Erfindungen und Schriften Teslas. Als Anhang ist der 
vierte Abschnitt zu betrachten, welcher Teslas erste Phasenmotoren und 
seinen mechanischen und elektrischen Oscillator zum Gegenstand hat. Das 
Buch sei namentlich denjenigen bestens empfohlen, welche auf diesem Ge- 
biet forschend weiter zu arbeiten beabsichtigen. Dem Inhalt und Druck des 
Buches entsprechend möge der Verleger bei einer Neuauflage der Her- 
stellung sorgfältigerer Figuren seine Aufmerksamkeit zuwenden; denn das 
jetzige Machwerk ist dieses Buches keineswegs würdig. g jjebet 



A treatise on the ine«asQreineut of electrical resistenceby William Arthur 
PiiicE. Oxford 1894. At the Clarendon press. 199 Seiten. Preis 14/. 

Wie die Gewichtsbestimmung in der Chemie, die Winkelbestimmnng 
in der Geodäsie eine Hauptrolle spielt, so ist bei den elektrischen Messungen 
die Widerstandsbestimmung die wichtigste. Längeres Arbeiten auf diesem 
Gebiete veranlasste den Verfasser, eine systematische Zusammenstellocg 
der gebräuchlichen Widerstandsmeßmethoden herauszugeben, wobei jedesmal 
angegeben wird, unter welchen Umständen der eine oder der andere Apparat 
vorzuziehen ist. Dabei ist auch darauf hingewiesen, wie sehr sich die 
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elektrische Widerstandsbestimmung der reinsten Metalle zu thermometrischen 
Zwecken eignet, da die Angaben bis zu dem absoluten Nullpunkt der 
Temperatur reichen. Bei einem solchen Spezialwerk wäre es doch wünschens- 
wert gewesen, wenn der Verfasser die Litteratur vollständiger benützt hätte, 
insbesondere vermissen wir die Durchsicht der deutschen Litteratur, in 
welcher sich die Arbeiten von Frölich, HeinrichWeber^ der Physikalisch- 
technischen Beichsanstalt u. s.w. befinden. Die wenigen deutschen Forscher- 
namen verdankt der Verfasser zum Teil dem Umstand, dass die betreffenden 
Herren entweder in England Vorträge hielten, z.B. Lind eck über Manganin, 
oder in englischen Zeitschriften publizierten. Der internationale Charakter 
der ViTissenschaft wird auf die oben angegebene Weise nicht gewahrt. In 
Deutschland wird sehr daraufgesehen, dass neben der einheimischen Litteratur 
auch die fremde gebührend berücksichtigt wird, g j^eb^l 

Magnetische Beobachtungen an der deutschen Bucht der Nordsee, an- 
gestellt im Jahre 1894 von A. Schuck, Hamburg, und Elemente 
des Erdmagnetismus an festen Stationen Europas in den Jahren 
1885, 1890 und 1893 von A. Schuck. Hamburg 1896. Selbst- 
verlag des Verfassers. 22 Seiten. 

Die Beobachtungen an der deutschen Bucht der Nordsee hat Verfasser mit 
Unterstützung zahlreicher Hamburger Firmen ausgeführt. Den zweiten Teil 
bildet eine Zusammenstellung der sogenannten Elemente des Erdmagnetis- 
mus nach neueren Beobachtungen an festen Stationen Europas. Der Zweck 
dieser Beobachtungen hat wesentlich nautischen Charakter. ^ Nebel 

Die Lehre von der Elektrizität und deren praktische Verwendung. 

Von Th. Schwartze. Mit 153 in den Text gedruckten Abbildungen. 
Leipzig 1895. Verlag von J.J.Weber. 548 Seiten. Preis Mk. 10. 

Durch die bahnbrechenden experimentellen Arbeiten von Hertz hat 
die elektro - magnetische Lichttheorie sich allenthalben Bahn gebrochen, 
weshalb ein jeder das Gefühl hat, dass künftighin die Darstellungsweise in 
der Physik eine wesentliche Änderung gegenüber der bisherigen erfahren 
müsse. Der Verfasser hat in dem vorliegenden Werk einen Versach ge- 
macht, die bisherigen Anschauungen in eine neue umzugestalten. Dieses 
Übergangswerk geht zunächst von den dem absoluten Maßsystem zu Grunde 
liegenden Grössen, der Masse, der Länge und der Zeit aus und zeigt, in 
welcher Form die physikalischen Grössen auftreten, wenn man nur eine 
Grösse» die Kraft, als Ausgangspunkt der daraus abzuleitenden physikalischen 
Maße aufstellt, um über das Neue und Ungewohnte dieser Behandlungs- 
weise leichter hinwegzukommen, behandelt der Verfasser zunächst die 
allgemeinen physikalischen Grundprinzipien und geht erst dann zu den 
elektrischen und magnetischen Vorgängen über. Die dritte Abteilung 
„Elektrotechnisches" umfaßt die elektrischen Meßmethoden nebst den dazu 
gehörigen Instrumenten. — Je mehr Mitarbeiter bei dieser Umwälzung 
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gewonnen werden, um so kürzer wird das immer nnangenehme Übergangs- 
Stadium werden. Es ist daher der Verbreitung dieses Buches Vorschub za 
leisten. — Namen sind nicht zu verdeutschen, auch kann man es nicht 
„offiziell'' nennen, wenn jemand seine Liebhaberei, Amper statt Ampere 
zu setzen, entgegen einer internationalen Verständigung bei seinen Unte^ 
gebenen einföhrt. Was würde denn der Verfasser sagen, wenn in englischen 
Werken „Om" statt „Ohm", in französischen „Wat" statt „Watt" stünde, 
d. h. wenn jeder sein Steckenpferd reiten wollte? Übrigens käme man mit 
der weiteren Verdeutschung auch auf recht zweideutige Ausdrücke, z. B. das 
verdeutschte, abgekürzte Coulomb. Im Interesse der Allgemeinheit hat sieh 
jeder der international angenommenen Bezeichnungen zu bedienen und auf 
seine Lokalwünsche Verzicht zu leisten. B, Nebbl. 

Elektrizität nnd Licht Einführung in die messende Elektrizitätslehre und 
Photometrie. Von 0. Lehmann. Mit 220 Holzstichen und 3 Tafeln. 
Braunschweig 1895. Verlag von Friedrich Vieweg & Sohn. 
390 Seiten, Preis 7 M. 

Der physikalische Unterricht wird erst fruchtbringend, wenn auch die 
quantitative Behandlung des Stoffes zu ihrem Recht kommt. Dies ist der 
Grund, weshalb von vielen die Experimentalphysik in wesentlich anderer 
Art^ als dies früher der Fall war, vorgetragen wird. In der Mechanik 
war auch früher die quantitative Seite hervorgetreten, sobald aber die Lehre 
vom Magnetismus und der Elektrizität an die Iteihe kam, trat sie nur noch 
rudimentär auf. Mit Einführung des $kbsoluten Maßsystems war der erste 
Schritt zur Besserung angebahnt. Der Zweck dieses Buches ist, den Schüler 
schon frühzeitig mit den elektrischen und magnetischen Messungen vertraut 
zu machen, wobei alles Überflüssige hin weggelassen worden ist, und nur 
die praktische Nutzanwendung ausschlaggebend war. Das Buch verdankt 
seine Entstehung der Herausgabe der sechsten Auflage von Fricks physi- 
kalischer Technik durch den Verfasser, in welcher es auch teilweise zum 
Abdruck kam. Daß sich der Verfasser streng an die in der Praxis als 
bewährt gefundenen Apparate hält, giebt sich speziell in der Photometrie 
deutlich zu erkennen zum Unterschied gegenüber einigen neueren Lehr- 
büchern der Physik, in welchen die Verfasser sich von ihren Jugend- 
erinnerungen nicht trennen können und dabei die heutige Photometrie, wie 
sie in der Praxis gehandhabt wird, ganz übergehen. Das Buch wird sich 
infolgedessen rasch einbürgern und kann nur bestens empfohlen werdeiL 
— Bei einer Neuauflage möchte die Verlagsbuchhandlung durch eine andere 
Wahl des Papieres das Durchschlagen des Drucks von der Eückseite ver- 
meiden. B. Nebel. 

Dr. J. Fricks Physikalische Technik speziell Anleitung zur Ausführong 
physikalischer Demonstrationen und zur Herstellung von pl\ysikali- 
schen Demonstrationsapparaten mit möglichst einfachen MittehL 
Sechste, umgearbeitete und vermehrte Auflage. Von Otto Lehmask. 
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In zwei Bftnden« Zweiter Band. Mit 1016 eingedrackten Holz- 
stichen und 3 Tafeln. Braonschweig 1895. Verlag von Friedrich 
Vieweg & Sohn. 1054 Seiten. Preis 20 M. 
Mit diesem zweiten Band ist ein Werk zum Abschlnsa gekommen, 
welches für Lehrer imd Schüler an Hoch- nnd Mittelschulen von unge- 
heurem Werte ist. Die Physik ist kein ünterhaltongsmittel mehr, sondern 
eine Wissenschaft, deren jüngstes Kind, die Elektrotechnik, den Nutzen in 
Mark und Pfennig auszurechnen gestattet. Will man die Physik richtig 
erfassen, so genügt es nicht, sich Experimente vormachen zu lassen, sondern 
selbst Hand anzulegen; erst dann lernt man, mit welchen Schwierigkeiten 
das Gelingen eines Experimentes verbunden ist, und von welchen Kleinig- 
keiten sein Zustandekommen abhängt. Die praktische Thätigkeit lehrt alle 
Einzelheiten, selbst die unscheinbarsten, zu berücksichtigen, schärft somit 
die Geistesarbeit in angeregter Weise, da Einseitigkeit vollkommen aus- 
geschlossen ist. Diese Neubearbeitung von Fricks Physikalischer Technik 
hätte von niemand besser durchgeftihrt werden können, als von dem in 
allen praktischen Arbeiten durchaus erfahrenen Verfasser. Es ist eine wahre 
Freude, nach diesem Buche zu arbeiten, weil es in seiner beratenden 
Weise alle umstände sorgfältig berücksichtigt, damit der Experimentator 
Herr der Situation und unabhängig von dem Zufall wird. Alles, was sich 
nicht bewährt hat und was heute nicht mehr im Gebrauch ist, ist als über- 
flüssiger Ballast ausgeschieden. — Der reiche Inhalt dieses zweiten Bandes 
omfasst die Elektrizität, den Magnetismus, die Optik und die Akustik. Das 
Buch empfiehlt sich von selbst und wird dies durch seine weite Verbreitung 
beweisen. Die Verlagsbuchhandlung möge bei einer Neuauflage berück- 
sichtigen, dass das Durchschlagen des Druckes von der Eückseite vermieden 
wird, und dass ein Teil der Figuren auf ihre Eeinheit geprüft wird, 

B, Nebel. 

Wilhelm Olbers, sein Leben nnd seine Werke. Im Auftrage der Nach- 
kommen herausgegeben von C. Schilling. Erster Band: Gesammelte 
Werke. Mit dem Bildnis Wilhelm Olbers'. Berlin 1894. Verlag 
von Julius Springer. 704 Seiten. Preis 16 M. 
Es ist ein schöner Zug unserer auch in der Wissenschaft hastig dahin- 
eilenden Zeit, dass sie sich ihrer grossen Bahnbrecher mit Stolz erinnert 
und bestrebt ist, durch Herausgabe ihrer, zum Teil sehr zerstreuten Werke 
den heutigen Forschem das Quellenstudium zu erleichtem. Nach dem Er- 
scheinen der Werke von Faraday, Gauss, Wilhelm Weber, Ohm ist 
es mit Freuden zu begrüssen, dass die Nachkommen Olbers auch dessen 
Werke gesammelt der Nachwelt überliefem. Olbers' Verdienst auf dem 
Gebiete der Astronomie war namentlich für B es sei von bahnbrechender 
Natur. Gleichzeitig wird jeder Leser den Eindruck erhalten, dass Olbers 
eine ganz bedeutende Arbeitskraft besass^ um sich neben seinem ärztlichen 
Beruf so erfolgreich dem gestirnten Himmel widmen zu können. — Der 
vorliegende erste Band des auf drei Bände berechneten Werkes enthält 
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01b er s' Thätigkeit als Astronom. Der zweite Band soll den Briefwechsel 
zwischen Gauss und 01b er s bringen, soweit er zur Entwickelnng der 
Wissenschaft beiträgt, während der dritte Band durch die Veröffentlichung 
zahlreicher Briefe zwischen Olbers und seinen Zeitgenossen ein getreues 
Bild von Olbers und seinem wissenschaftlichen, sowie privaten Leben geben 
soll. Sowohl Astronomen als auch Freunde der Astronomie werden sicherhch 
mit grossem Interesse der Herausgabe dieses Werkes folgen, da es in vieler 
Hinsicht von grossem Nutzen ist. -n j^ebbl 

Astronomisclie Chronologie. Ein Hilfsbuch für Historiker, Archäologen 
und Astronomen. Von Walter F. Wislicenüs. Leipzig 1895. Verlag 
von B. G. Teubner. 163 Seiten. 

In erster Linie ist das vorliegende Buch ftlr Historiker und Archäologen 
bestimmt, sodann soll es aber auch dem Astronomen als ein weiteres Hilfs- 
mittel dienen. Um nun dem l^ichtastronomen den Gebrauch desselben zu 
erleichtem, werden in dem ersten Teil die astronomischen Grundbegriffe 
erläutert, die zum Verständnis der in dem zweiten Teil enthaltenen Be- 
rechnungsmethoden erforderlich sind. Diese letzteren sind in übersichtlicher 
Weise zusammengestellt und deren Handhabung an praktischen Beispielen 
durchgeführt, wodurch die Benützung ungemein erleichtert wird. Alle, 
welche auf diesem Grenzgebiet der Astronomie, Geschichtsforschung nnd 
Altertumskunde arbeiten, werden dieses HUfsbuch mit Freuden begrOssen, 
da es die oft zeitraubende Thätigkeit wesentlich abzukürzen vermag. Die 
äussere Ausstattung des Buches lässt nichts zu wünschen übrig. 

B. Nebel. 

Mathematische Vorschule der Atronomie in Bezug auf die scheinbare 
Bewegung des Fixstemhimmels. Eine pädagogische Skizze. Vit 
18 Figuren auf 3 Tafeln. Von Adalbert Breuer. Wien 1896. 
Im Selbstverlage des Verfassers. 24 Seiten. Preis 60 Kr. « 1 M. 

Vorliegendes Büchelchen enthält eine Studie des Verfassers, wie er 
glaubt, dass die mathematische Astronomie in den Mittelschulen behandelt 
werden soll. Zunächst sagt er selbst, dass der Stoff dasjenige Unterrichts- 
maß weit überschreite, welches daselbst innegehalten werden soll, indessen 
beabsichtige er zunächst, den Lehrer mit seiner Idee der Behandlung vertraut 
zu machen. Die Vorteile der von dem Verfasser angegebenen Methode sollen 
darin beruhen, dass sie von der sphärischen Trigonometrie vollständig un- 
abhängig ist und doch dieselben mathematischen Formeln wie die letztere 
liefert. Ob diese Methode vorteilhaft ist, wird wohl vielfach bezweifelt 
werden, natürlich ist sie jedenfalls nicht. g^ Nebel. 



Astronomische Beobachtangen und Resultate aus den Jahren 1893 
und 1894. Neue Beiträge zur Begründung einer modernen Seleno- 
graphie und Selenologie, gesammelt auf seiner Privatstemwarte zu 
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Kaiserslaatem von Phil. Fauth. II. Mit einem Atlas, enthaltend 
25 topographische Spezialkarten des Mondes in Lichtdruck. Leipzig 
1895. Verlag von Johann Ambrosias Barth (Arthur Meiner). 
66 Seiten 4^ Preis 15 M. 

Die unter erschwerenden umständen mit grossem Fleiss hergestellten 
Mondkarten sind in grösserem Maßstab durchgeführt, als dies zur Zeit der 
Fall ist. Verfasser war bestrebt, alle Einzelheiten, die er beobachten konnte, 
aufzunehmen, um den Wert der Karten hinsichtlich der Beurteilung etwaiger 
Veränderungen auf dem Mond zu erhöhen. Wenn auch zunächst ein scharfer 
Gegner die vermeintlichen Früchte einer emsigen Thätigkeit als wertlos 
bezeichnet, so wirkt das nicht gerade erhebend, gleichwohl wird der Erfolg 
nicht ausbleiben, sofern das Streben, das wirklich Beobachtete der Wahrheit 
gemäss festzuhalten, nicht erlahmt, um das Unterlaufen von Lrrtümern 
anszuschliessen, würde sich die Annäherung an vorurteilslose Männer der 
Astronomie empfehlen. Die Polemik macht erbittert und stört die Gemüts- 
mhe, welche bei scharfen Beobachtungen unerlässlich ist. Schon die Ge- 
winnung eines anerkannt tüchtigen Verlegers muss doch ermunternd wirken. 

B. Nebel. 

Die tiefen Temperaturen, ihre künstliche Erzeugung, ihre Einwirkung auf 
Tiere, Pflanzen, Mikroorganismen, chemische Prozesse, physikalische 
Vorgänge etc., sowie ihre Anwendung in der Industrie. Nach den 
neuesten Untersuchungen bearbeitet für Chemiker, Physiker, Medi- 
ziner, Bakteriologen, Lehrer der Naturwissenschaften, sowie für 
sämtliche Interessenten der Kälteindustrie. Von Adolf Welter. 
Crefeld 1895. Verlag von J. Greven. 84 Seiten. 

Die vorliegende, Professor Pictet gewidmete BrocHüre verdankt ihre 
Entstehung zwei Vorträgen des Verfassers. Ausgehend von den Methoden 
und den Instrumenten zur Messung tiefer Temperaturen werden die drei 
Arten der künstlichen Erzeugung tiefer Temperaturen eingehend behandelt, 
nftmlich durch Auflösen fester Körper, durch freiwillige Verdampfung von 
Flüssigkeiten und durch Expansion gasförmiger Körper. Ungemein inter- 
essant sind die Versuche, welche grösstenteils von Pictet und seinem 
Berliner Laboratorium herrühren. Bei — 125^ hört z. B. jede chemische 
Reaktion auf; auch in physikalischer Hinsicht ist der Einfluss tiefer Tem- 
peraturen sehr bemerkenswert, so zeigen die Metalle wider Erwarten eine 
viel grössere Zähigkeit und Festigkeit. Den Schluss bilden die Unter- 
suchungen bei Tieren und Pflanzen, die namentlich bei den kaltblütigen 
Tieren schon äusserlich sehr frappant sind, während bei den warmblütigen 
sogar Heilversuche festgestellt wurden. — Wegen der knappen , inhaltsreichen 
Darstellung wird diese Brochüre für jeden Freund der naturwissenschaft- 
lichen Forschung, der die Litteratur nicht selbst verfolgen kann, ebenso 
wertvoll sein, wie für den auf diesem Gebiet arbeitenden Gelehrten wegen 
der zahlreichen Litteraturhinweise. -d j^ebel 
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Maggi. Principii della teoria matematica del moYiineiito dei corpi. 
Corso di meccanica razionale. Milano. Stoepli. 1896. XI n. 503. 8^. 

Das vorliegende Lehrbuch der Mechanik ist besonders ausgezeichnet 
durch eine originelle und sehr sorgfältige Behandlung der Grundbegriffe der 
Mechanik, die Beferent deshalb zunächst etwas ausführlicher darlegen m5chte. 

Statt wie gewöhnlich mit dem materiellen Punkt und den Kräften 
zwischen materiellen Punkten zu beginnen, stellt Maggi an die Spitze 
Hypothesen über die materiellen Figuren. Materielle Figuren sind begrenzte, 
mit Materie erfällte Teile des Eaums, die hypothetisch mit denjenigen 
Eigenschaften begabt sind, die wir den homogen mit Ma^se erfüllten EOrpem 
zuschreiben. Um sie aufzuzählen, wollen wir als mittlere Beschleuni- 



^/'' 



gung einer materiellen Figur den Vector — 1 qdr definieren, wo x das Volnm 

der Figur, dz ein Yolumelement, q die Beschleunigung in einem Punkte 
dieses Elements ist, und das Integral sich über die ganze Figur erstreckt 
Es sollen dann folgende Gesetze gelten: 

1) Sind F^ und F^ zwei materielle Figuren, q^ und ^s die mittleren Be- 
schleunigungen , wenn die beiden Figuren miteinander isoliert sind, so 
ist für jede Zeit Qi= — Q19Q9, wo q^^ eine von der Zeit unabhängige 
positive Eonstante sein soll, die nur von den beiden Figuren abhängt 

2) Hat man drei materielle Figuren, JP\, JPj, Jj, liefern P^ und F^ isoliert 
die Eonstante g^g, F^ und F^ isoliert die Eonstante 9^3, so liefern J\ 
und F2 isoliert die Eonstante ^13/9' 23* ^^^se Eigenschaft erlaubt jeder 
materiellen Figur eine bestimmte^ mit der Zeit nicht yer&nderlicbe 
Masse beizulegen, und, wenn m^, m^ die Massen von F^ und F^ sind, 
die Eigenschaft l) zu schreiben m^g^^ — ^3^3. 

3) Hat eine materielle Figur F mit andern F^^ F^ . . , der Beihe nach 
isoliert die mittleren Beschleunigungen ^^, ^^i • • • ^^ ^^^ sie die mittlere 
Beschleunigung (>i + (>2 H , wenn sie mit allen isoliert ist. 

4) Jeder Teil einer materiellen Figur ist wieder eine materielle Figur. 
Aus diesen Annahmen folgt, dass die Masse dem Volumen einer 

materiellen Figur proportional ist, womit sich der BegriflP der Dichte eigiebt 
Die Begriffe der mittleren Beschleunigung und der Masse sind leicht aus- 
zudehnen auf Systeme von materiellen Figuren und dabei zeigt sich, dass 
die Eigenschaften 2) und 3) für solche Systeme ebenfalls gelten, selbst wenn 
deren Glieder verschiedene Dichten haben. 

Nun wird die Annahme gemacht, dass die natürlichen Eörper sich 
verhalten entweder wie ein System von materiellen Figuren, oder wie die 
Grenze, der sich ein solches System nähert, wenn die einzelnen Figuren 
unendlich klein werden. Nach dem früheren kann man dann von der 
mittleren Beschleunigung eines natürlichen Eörpers sprechen, von seiner 
Masse, und von der Dichte in einem seiner Punkte, Das Parallelogramm- 
gesetz wird ergänzt durch die Annahme, dass, wenn zwei miteinander 
isolierte natürliche Eörper sich in ihrem natürlichen Zustande befinden, 
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oder mit mehreren physikalischen Agentien beladen sind (Schwere, Elek- 
trizität n. s.w.), die mittlere Beschleunigung eines jeden Körpei*s sich be- 
rechnet als die Summe der mittleren Beschleunigungen, welche die natür- 
lichen Zustande oder diese Agentien einzeln hervorbringen würden. 

Ist nun in einem Punkte eines Körpers q die Beschleunigung, k die 
Dichte, so heisst der Vektor kg in entgegengesetzter Richtung genommen, 
also — kQ^ die spezifische Trägheitskraft im betreffenden Punkte und 

j Qkdx die bewegende Kraft des Körpers. Für die bewegenden Kräfte 

von zwei isolierten Körpern ergiebt sich aus den Hypothesen und Theoremen 
das Oesetz, dass sie entgegengesetzt gleich sind; und bei einem Körper, 
der mit mehreren andern isoliert ist, folgt für die bewegende Kraft das 
Parallelogrammgesetz. 

Sind zwei Körper, die sich im natürlichen oder einem bestimmten 
physikalischen Zustand befinden, isoliert, ist die bewegende Kraft des einen 
durch den Vektor r gegeben, und sind m, w' die beiden Massen, so nähert 

sich, wie als Postulat angenommen wird, — -, einer bestimmten Grenze ^, 

wenn die beiden Körper sich auf ihre Schwerpunkte zusammenziehen. Lässt 
man diesen Punkten die beliebigen Massen /n, fi' entsprechen, so heisst ^(J q 
die Elementarkraft, welche dem gegebenen physikalischen Agens zu- 
kommt und an einem der gegebenen Punkte wirkt. Die bewegende Kraft 
eines Körpers, der mit einem oder mehreren andern isoliert ist, drückt sich 

dann durch ein Integral von der Form j klhh aus, das sich über den 

Körper erstreckt. Der Vektor Jt, der die beschleunigende Kraft in 
einem Punkte heisst, erscheint selbst als die Summe von zwei Integralen 
von Elementarkräften, von denen das eine sich auf den Körper selbst, das 
andere auf die übrigen Körper bezieht. Die Bewegungsgleichungen für 
einen einzelnen Punkt eines Körpers lassen sich dann aufstellen. Als zweites 
Postulat für die Elementarkraft wird angenommen , dass sie eine symmetrische 
Funktion der beiden Punkte ist, zwischen denen sie wirkt, und dass sie in 
die Richtung der Verbindungslinie fällt. Damit ergeben sich die sechs 
Bewegungsgleichungen, die aussagen, dass die Trägheitswiderstände den 
äusseren Kräften das Gleichgewicht halten würden, wenn der Körper starr 
wäre. Der Ausdruck materieller Punkt kommt nur hier und da als eine 
Abkürzung vor, die nirgend wesentlich ist. 

Wenn man um einen Punkt eines Körpers herum ein unendlich kleines 
Stück herausschneidet, und dann die beschleunigende Kraft berechnet, die 
der übrige Körper auf jenen Punkt ausübt, bei Annahme einer bestimmten 
^lementarkraft, so ist die so berechnete Kraft die innere beschleunigende 
Grenzkraft, die jener Elementarkraft entspricht. Diese so definierte Kraft 
uefert bei jeder starren Bewegung des Körpers die Arbeit Null. Die im 
liinern eines Körpers herrschenden Drucke werden dann, genau wie in 
Kirchhof fs Mechanik, eingeführt durch die Bedingung, dass, für jeden 

Hi«t..mt. Abt. d. ZciUchr. f. Math. u. Phy». 12. Jabrg. 1897. 5. Heft. 12 
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Teil des Körpers, die auf seine Oberfläche wirkenden Drucke, die inneren 
Grenzkrfiffce und die Trägheitskräfte sich das Gleichgewicht halten solleD, 
wenn der betrachtete Teil als starr angesehen wird. 

Hiermit haben wir gezeigt, wie Maggi die Schwierigkeiten behandelt, 
die in den Grundbegriffen der Mechanik liegen. Die Strenge und Klarheit, 
die damit eireicht ist, hat freilich den pädagogischen Nachteil, dass man 
eine Reihe von trockenen Ausführungen durchmachen muss, bevor man im 
stände ist, einfache Aufgaben der Natur zu behandeln. Das Maggische 
Buch dürfte sich hiemach mehr für solche Studierende eignen, die einen 
weniger strengen Kursus der Mechanik schon absolviert haben. 

Die Ausführungen der Theorie in Kinematik und Dynamik sind nicht 
wesentlich von denen anderer Lelirbücher, besonders von denen in Kirch- 
hoffs Mechanik, verschieden. Nach einer kurzen mathematischen Einleitung 
wird auf etwa 100 Seiten die Kinematik mit den Unterabteilungen: Yer- 
rücknngen (ohne Beziehung auf die Zeit), Bewegung (mit Bücksicht auf die 
Zeit), Geschwindigkeit, Beschleunigung behandelt. Die übrigen 340 Seiten 
sind der Dynamik gewidmet, deren erster Teil die Kapitel Masse und Kraft, 
allgemeine Eigenschaften der Bewegung, Schwere enthält, während der 
zweite die freien festen Körper, die Druckkräfte, die gefesselten festen 
Körper und die veränderlichen Körper betrachtet. Wie man sieht, bezieht 
sich der Hauptteil des Buches auf die festen Körper; doch sind die Grund- 
gleichungen der Hydrodynamik und Elastizitätstheorie aufgestellt und auf 
eine Reihe von Aufgaben angewendet. 

Die sehr sorgfältige und präzise Darstellung ist naturgemäss ziemlich 
ausführlich, und dementsprechend ist die Zahl der behandelten speziellen 
Aufgaben nicht so gross wie in anderen Lehrbüchern. Hervorzuheben 
ist noch die Aufmerksamkeit auf die Dimensionen der eingeführten Be- 
griffe und dann vor allem eine Strenge der mathematischen Behandlung, 
wie ich sie bis jetzt in keinem Lehrbuche gefunden habe. Die Aas- 
stattung des Buches nach Druck und Papier ist sehr gut. j L5v«q™h 



Naturpliilosophie als exakte Wissenschaft. Mit besonderer Berücksich- 
tigung der mathematischen Physik. Von 0. Schmitz -Dümont. Mit 
vier Figurentafeln. Verlag von Duncker & Humblot. Leipzig 1895. 
Preis Mk. 12. 

Wie schon aus dem Titel hervorgeht, behandelt dieses Werk nur zum 
Teil mathematische Gebiete. Seine Entstehung verdankt es allerdings 
geometrischen Betrachtungen, nämlich einer erkenntnistheoretischen Pr&foug 
der Axiome. Was dasselbe von allen anderen Werken über diesen Gegen- 
stand unterscheiden soll, ist die Behauptung, dass der Verfasser ohne jede 
Hypothesenbildung nicht nur in der Mathematik, sondern auch auf allen 
anderen Gebieten auskommen will, sodass z. B. der gewöhnlichen Mechanik 
eine logische Mechanik gegenübergestellt wird. 
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Der erste erkenntnistheoretiscbe Abschnitt ist Topik der Begriffe be- 
nannt. „Daninter wird eine solche eindeutige Bestimmung aller im weiteren 
vorkommenden Begriffe verstanden, dass hinsichtlich der Bedeutung eines 
jeden einzelnen derselben ebensowenig eine Frage übrig bleibt, wie hin- 
sichtlich aller Verhältnisse zwischen ümen. Es wird hiermit für das all- 
gemeine Begriffsgebiet die Aufgabe gestellt, welche beispielsweise für raum- 
liche Gestaltungen durch die Grundbestimmungen der Geometrie als gelöst 
betrachtet werden kann. Sowie durch diese aus wenigen Bausteinen ein 
geschlossenes System aufgeführt wird, in welchem ein jedes raumliche Ge- 
bilde jedem anderen gegenüber bestimmt dasteht, so soll die Topik das 
Gleiche fnr das allgemeine Wissensgebiet leisten/^ Als Ausgangspunkt soll 
ein möglichst unbezweifelbarer Satz an die Spitze des Systems gestellt 
werden. Derselbe lautet: „Aussagen werden gemacht", oder „Es wird ge- 
sprochen". Hieraus wird geschlossen, dass allgemein eine formale Gliederung 
nach Subjekt und Objekt stattfinden muss. Diese Gliederung wird in den 
nächsten Abschnitten, in welchen einige Grundbegriffe der Erkenntnistheorie 
erklart werden, durchzuführen versucht, so wird die Empfindrmg beispiels- 
weise subjektiv als Gefühl, objektiv als Sinneseindruck bezeichnet. Das 
Denken ist die Thäügkeit, welche die Anordnung zwischen Subjekt und 
Objekt herstellt und die dem Empfinden eine Form giebt. 

Auf dem logischen Gebiet ist das bestimmende Prinzip der Gegensatz. 
Das Setzen eines Begriffes erfordert gleichzeitig das Unterscheiden von 
allen übrigen. Es werden nun zwei Arten von Gegensatz unterschieden, 
der ausschliessende und der totale. Der ausschliessende tritt dann ein, 
wenn ein Begriff nur in zwei Unterbegriffe zerfällt: „Wenn die beiden 
Güeder des ausschliessenden Gegensatzes die weitere spezifische Be- 
stimmung erhalten, dass sie durch Verbindung ihren beiderseitigen Inhalt 
aufheben, so wird ihr Verhältnis zu einander der aufhebende, volle, totale 
Gegensatz genannt." Dieser Begriff wird auch auf solche Fälle übertragen, 
in welcher der Gegensatz nicht ein rein logischer ist, sondern das gegen- 
seitige Aufheben nur durch die Erfahrung gegeben wird. Nach aus- 
schliessenden und totalen Gegensätzen soll die ganze Gliederung der Logik 
erfolgen. Das Mittel zur Erweiterung des Materials der Begriffe ist die 
logische Synthese, d. h. die Verbindung mehrerer Begriffe zu einem neuen 
und zwar werden hier zwei Formen unterschieden, die formale und die 
materiale Synthese. Die formale Synthese besteht in einer einfachen An- 
einanderfügung der einzelnen Begriffe, wobei diese aber ihre Selbständigkeit 
behalten. Ein Beispiel hierfür bietet die Beschreibung eines Körpers durch 
Aufzählung seiner Eigenschaften. Die materiale Synthese ist die Ver- 
bindung zweier Begriffe zu einem vollständig neuen; auf welche Art eine 
solche Verbindung zu stände kommt und was für verschiedene Formen 
hierbei möglich sind, wird für ganz gleichgültig erklärt, weshalb auch eine 
Untersuchung über die verschiedenen ürteilsformen für überflüssig gehalten 
wird. Der Wert dieser Aufstellungen wird bei Besprechung des mathe- 
matischen Teiles zur Erscheinung kommen. 

12* 
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Die materiale Synthese wird durch die Formel A= (a-h)^ die formale 
durch -4 = (a + 5) bezeichnet, wobei die Klammem zum Zeichen der Syn- 
these dienen. Diese Zeichen sind deshalb gewählt, weil der formalen Syn- 
these in der Mathematik die Addition, der materialen die Multiplikation 
entsprechen soll. Aus diesen Formeln sollen die elementaren Begriffe des 
Denkens abgeleitet werden und zwar ist das erste Paar, welches hieraus 
erhalten wird „Verschiedenheit — Dieselbigkeit." Der Synthese wird die 
Analyse oder Beziehungssetzung gegenübergestellt, und diese entweder durch 

die Form: ^ x , A 

a = A—o oder a = v 

b 

bezeichnet. Die abgeleiteten Kategorien, von denen je zwei unter einem 

Oberbegriff stehen, sind folgende: 

Oberbegriffe : Unterbegriffe : 

1. Reiner Denkakt, Setzung — Beziehung, 

2. Vergleichung, Gleiches — Ungleiches, 

3. Zahl, Einzelnes — Vieles, 

4. Maß, Teil — Ganzes, 

5. Gegenstand. | Inhalt — Form. 

Auf diesen logischen Prinzipien soll nunmehr die gesamte Mathematik 
gegründet werden. Zunächst wird die mathematische Analysis behandelt 
Ihren Ausgangspunkt bildet der Grössenbegriff. Die Grösse wird definiert als 
ein Ganzes von vielen gleichen Teilen. Es stecken in diesem Begriff die 
Kategorien: „Dieselbigkeit, Teilheit, Ganzheit, Vielheit." „Wird bei der 
Grösse von der qualitativen Bestimmung (Dieselbigkeit der gleichen Teilet 
abstrahiert, so ist jeder Teil ganz abstrakt als Einzelheit gesetzt (Einheit 
der Arithmetiker) und eine Vielheit solcher Einzelnen bildet die natürliche 
oder ganze Zahl." Die Sicherheit der Bechnungsoperationen beruht daiaaf, 
dass in denselben die logische Thäügkeit — die Bildung formaler und 
materialer Synthese — mit dem Zahl- resp. Grössenbegriff verbunden wird. 
„Die Vorzeichen sind Symbole für die Bildungsart der Synthese — Analyse, 
ob vorwärts oder rückwärts +, — ßir die formale, X, : für die materiale 
Synthese." Dementsprechend will der Verfasser auch nichts von negativen 
und irrationalen Grössen wissen. Es handelt sich nur um Operations- 
zeichen, welche eine Anweisung geben, gewisse Thätigkeiten an den Grössen- 
dingen auszuüben. Überhaupt soll der Grössenbegriff nicht zur einzigen 
Grundlage der Mathematik genommen werden, um den logischen Schwierig- 
keiten, welche sich z.B. bei der Betrachtung imaginärer Potenzen ergeben, 
zu entgehen. 

Neben der quantitativen auf Grössenbegriffen beruhenden soll eine 
qualitative Analyse eingeführt werden, welche auf der materialen Synthese 
beruht. Die Wahl des Grössenbegriffes als Grundlage ergiebt sich, wie der 
Verfasser selbst zugiebt, aus der Bestimmtheit der dadurch erhaltenen De- 
finitionen; es wird also darauf ankommen, ob es gelingen wird, ftir die 
qualitative Betrachtungsweise dieselbe Bestimmtheit zu erlangen. Hierxu 
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soll der Verhältnisbegriif dienen, und eine Zahl als Verhältnis zu der Ein- 
heit definiert werden. Um auf diese Weise die Multiplikation unabhängig 
von der Addition abzuleiten, sagt er: „rc = 3-5 heisst: eine x genannte Be- 
stimmung soll gefunden werden, welche in sich die Eigenschaften der 3 
und der 5 vereinigt." Eine solche Zahl zu finden ist aber in Wirklich- 
keit nicht möglich, denn was ist mit dem unbestimmten Worte die Eigen- 
schaften der 3 gesagt. Es giebt ausser 3 keine Zahl, welche alle Eigen- 
schaften der 3 in sich vereinigt. Was der Verfasser meint, ist ja leicht 
zu verstehen, die Zahl soll durch 3 und durch 5 und eben nur durch diese 
beiden teilbar sein. Diese Teilbarkeit soll durch den Verhältnisbegriff definiert 
werden, wobei aber der allgemein -logische Begriff Verhältnis = Beziehung mit 
dem mathematischen Verhältnis == Quotient verwechselt wird. Die Vieldeutig- 
keit eines Wortes hat also hier zu einem Irrtum Veranlassung gegeben. Es 
ist dies um so wimderbarer, als der Verfasser selbst oft vor solchen Fehlem 
warnt, die durch den Gebrauch von vieldeutigen Worten entstehen. Als 
Berechtigung für diese Betrachtungsweise wird auch darauf hingewiesen, 
dass ohne dieselbe physikalische Formeln, in denen verschiedenartige 
Grossen sich in einer Gleichung befinden, nicht verständlich wären; in 
Wirklichkeit handelt es sich auch hier nur um Vergleichungen von Zahlen- 
grossen. Auf diese qualitative Analyse und das derselben zu Grunde lie- 
gende Schema soll auch die Potenzierung und deren Umkehrung zurück- 
geführt werden. Die Allgemeinform J. =« (a-fe) geht in die Spezialform 
A = (^ über und liefert als solche die drei Bestimmungen ^ » a^ als 

Potenzausdruck, a^yÄ als Wurzel, h = log Ä als Logarithmus. Weil in 
dem logischen Schema nur zwei Operationen vorhanden sind, darum soll 
die Potenzierung nur] eine eigentliche Umkehrung die Radizierung be- 
sitzen. Das Logarithmieren ist keine Rechenoperation, sondern der Loga- 
rithmus ist nur eine Stellziffer. Dieser Irrtum rührt von der gewählten 
Symbolik her. Es wird . durch diese eine Verwechslung der logischen 
Analyse und der Umkehrung einer mathematischen Rechnungsart herbei- 
geführt. Die logische Analyse zerlegt ein Zusammengesetztes in seine ein- 
zelnen Bestandteile, die umgekehrte Rechnungsart ist dagegen eine neue 
Synthese; es soll eben zwischen den Ausdrücken A und h eine Verbindung 
hergestellt werden, die bestimmten Anforderungen entspricht, und es liegt 
gar kein Grund vor, die eine der beiden möglichen Verbindungen zu be- 
vorzugen. 

Für die imaginäre Grösse will der Verfasser eine neue Ableitungs- 
weise geben, weil, wie er sagt, die GrÖssenlehre den Ausdruck }/ — 1 in 
keiner Weise verständlich machen kann. Die logische Berechtigung der 
Einführung der imaginären Grösse kann hier ununtersucht bleiben, es 
kommt nur darauf an, ob der Verfasser an Stelle des von ihm Verworfenen 
etwas Besseres zu bieten vermag. Er geht von dem Begriff des Gegen- 
satzes aus und zwar soll dieser Begriff mit dem anderen Begriff Gradreihe 
verbunden werden. Es soll eine Abstufung zwischen dem totalen Gegensatz: 
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der Aufhebung jenes Gegensatzes gebildet werden und als Gesetz der Ab- 
stufung dieses Gegensatzes wird die natürliche Zahlenreihe gewählt, sodass 
die eingeschobenen Glieder die Form: 



e-^)^- (^)i- 



erhalten. Man kann unmöglich behaupten, dass auf diese Weise eine klare 
und brauchbare Definition der imaginären Grösse gegeben ist. Sehr be- 
quem macht sich der Verfasser das Problem der Gleichungen. Er erklärt 
es einfach für sinnlos, von Gleichungen ohne Wurzeln zu reden, und darin 
liegt der logische Beweis, dass jede Gleichung eine Wurzel hat. Selbst 
wenn man sich auf diesen Standpunkt stellt, bleibt es doch ein berech- 
tigtes Verlangen des Mathematikers, zu wissen, ob eine Gleichung, die in 
einem bestimmten Problem auftritt, zu den sogenannten sinnlosen oder 
vernünftigen gehört, und weil man dieses aus dem logischen Beweise nicht 
ersehen kann, so macht derselbe die mathematischen Wurzelbeweise keines- 
wegs überflüssig. Eingehender werden die Gleichungen von der Form 
ic« = J5 behandelt. Zur Kennzeichnung des Verfahrens wollen mr den Be- 
weis, dass diese Gleichung m Wurzeln hat, etwas ausführlicher angeben. 
„Das X muss eine Bedeutung der Form fi + hi haben, wenn jenes eine 
Gleichung sein soll; also x -^ a -^ hi^ kürzer a; ± a = 0, ist das elementare 
Glied, aus dem jedwede andere x enthaltende Gleichung hervorgehen muss. 
Sodann muss das x'" aus x durch irgend welche Operationen entstanden 
gedacht werden können, anderenfalls würde dem a;"* jede mögliche Bedeut- 
samkeit abgesprochen werden müssen. Es giebt nun keine andere Mög- 
lichkeit, das x^^ aus x zu erzeugen, als durch ni- fache Multiplikation des 
X mit sich selbst. Demnach besteht jede Gleichung der Form x"* = B oder 
x""— B = aus m Faktoren der Form x ±a^ in welchen x überall die- 
selbe Bedeutung hat, während der Wert von a in jedem Faktor ein an- 
derer sein kann; denn diese Verschiedenheit der Werte von a verhindert 
ja nicht, dass schliesslich ein x'" zu stände kommt." 

Ebenso wird von diesem Standpunkte aus die Entwickelbarkeit jeder 
Funktion leicht bewiesen, denn andere Funktionen werden einfach fnr 
sinnlos erklärt. Bei der Ableitung der Differentialrechnxmg soll die Ein- 
führung von unendlich kleinen Grössen vermieden werden. Dieselbe soll 
vielmehr aus einem allgemeinen Prinzip hergeleitet werden. „Eine jede 
algebraische Form, sei sie nun entstanden dui'ch Verbindung sogenannter 
Grössen mit Vorzeichen oder trete sie auf in weiteren Kombinationen als 
Summe, Differenz, Produkt, Quotient, Potenz oder sonstiges funktionales 
Verhältnis, giebt ausser ihrem möglichen quantitativen Werte als Zahl 
oder benannte Grösse auch eine spezifische Eigenschaft dieser Form an. 
Die systematische Auffindung und Klassifizierung dieser qualitativen Ver- 
schiedenheiten ist die eigentliche Aufgabe der Eechnung mit veränderlichen 
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Grössen, die von der Infinitesimalmethode unbewnsst verfolgt wird." „Es 
handelt sich also darum, die gegenseitig bedingte Veränderung von y 
und X in den gewohnten Symbolen der Analysis so darzustellen, dass ihr 
Verhältnis zu einander als eine spezifische Eigenschaft, Charakter des Ge- 
bildes A^ erscheine, und zwar in einer Form, die dem Algorithmus an- 
gepasst werden kann, sodass jene Eigenschaften zu benannten Qrössen, 
Anzahlen von Einheiten bestimmter Qualität werden, als welche sie auch 
der quantitativen Vergleichung zuganglich sind." Die Ableitung wird nun 
nicht allgemein gegeben, sondern die Form y = a;"» zu Grunde gelegt und 
zur Verdeutlichung die entsprechende Kurve zu Hilfe genommen. Diese 
Gleichung soll nicht wie gewöhnlich die Kurve darstellen, sondern das von 
der Kurve und den Koordinaten begrenzte Flächensttick. 

Bei dem Versuche, den DiflPerentialquotienten abzuleiten, kommt der 
Verfasser auf die schon besprochene qualitative Analyse zurück. Wie 
schon gesagt, ist es ihm nicht gelungen, den Begriff des Quotienten un- 
abhängig von dem Grössenbegriff zu definieren. Dasselbe trifft auch in 
Bezug auf den Differentialquotienten zu. Zur Erklärung dieser qualitativen 
Betrachtungsweise werden Eigenschaften der Kurve herangezogen, ohne dass 
aber eine strenge Ableitung derselben, imabhängig von Grössenbegriffen, 
gegeben wird. In der Integralrechnung soll die Auffassung des Integrals 
als eine Stumne von unendlich vielen Gliedern vermieden werden. Es wird 
hervorgehoben, dass die Gleichung y = f{x) selbst ein Flächenstück dar- 
stellt, daraus geht aber noch nicht hervor, weshalb ff(x)dx den Inhalt 
der Kurve y = f(x) darstellt. 

„In der Geometrie soll gezeigt werden, dass der Raumbegriff und die 
Grandbegriffe fttr Konstruktionen im Räume nicht nominal, sondern sach- 
lich (den Inhalt der Begriffe darlegend) definiert werden können, sodass 
die wesentlichen Bestimmungen der Geometrie ebensogut wie die der Ana- 
lysis aus dem einen allem Denken zu Grunde liegenden Satze ableitbar 
werden." Zunächst wird eine logische Definition des Begriffs Richtung ge- 
geben. Als Gegensatz zu dem Begriff „diskret" wird der des „stetigen" 
aufgestellt, welcher aus der Empfindung besonders aus dem zeitlichen Ver- 
lauf der Vorstellungen abgeleitet wird. „Eine beliebige Anzahl in dis- 
korsiver Reihe zusammengestellter Setzungen (a, 5, c, f? . . .) heisst Punkt- 
reihe, wenn sie diskret, Linienreihe, wenn sie stetig gedacht werden 
soll," wobei es fraglich ist, wie man mit dem Vorhergehenden eine kon- 
tinuierliche Reihe vereinbaren kann. „Sind die Beziehungen zwischen allen 
aufeinander folgenden Elementen einander gleich, a : 5 =---&: c = c : rf ,. ., 
dann sind auch die Beziehungen a : b = a : c = a : d^ denn die Grösse des 
Intervalls hat keinen Einfluss auf die Art der Beziehung, weil Grösse und 
Beziehung qualitativ verschiedene Begriffe sind. Diesen Fall, dass ein 
mid dieselbe Beziehungsart alle Elemente der Reihe verbindet, benennt man 
gerade Reihe resp. gerade Linie." Die anfangs aufgestellte Behauptung ist 
insofern unklar, weil keine Definition der Beziehung gegeben wird, die 
nnabhängig von der Grösse des Intervalls sein soll, was doch nicht bei 
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jeder Beziehung der Fall ist, und ausserdem ist dieselbe nicht im stände, 
eine Vorstellung der geraden Linie zu geben. Es werden nunmehr die 
von einem Punkt ausgehenden Richtungen untersucht, welche mit einer 
gegebenen den gleichen Richtungsunterschied haben. Es soll hierbei von 
der Baumanschauung ganz abgesehen werden und die Eigenschaften rein 
logisch aus dem Begriff einer Vielheit von Reihen mit gemeinsamen Aus- 
gangspunkt entwickelt werden. Die Raumanschauung soll nur zur Ver- 
deutlichung zu Hilfe genommen werden; das ist aber immerhin gefährlich, 
wenn eben geometrische Sätze unabhängig von derselben abgeleitet werden 
sollen. Der Richtungsunterschied, welchen die verschiedenen Linien zu 
der gegebenen haben, wird entsprechend der neuen Definition der imaginären 

Grösse mit (—1)" bezeichnet. Der Verfasser beweist nun, dass der 

Unterschied zweier solcher Richtungen nicht grösser als (—1)" sein kann 
und zwar auf folgende Weise: „^a : Aß kann nie grösser werden als 

(—1) », denn dies Verhältnis muss der Bedingung: 

Aa :An = Äa:Äß== (— l)« 

2 

genügen, d.h. in Bezug auf Aa die Summe (—1)" geben", und hieraus 
wird geschlossen^ „dass zu jedem Richtungsunterschiede eine unbegrenzte 
Anzahl von verschiedenen Richtungen denkbar ist, die geometrisch dar- 
gestellt Kegelflächen bilden, deren gemeinsame Spitze in A liegt; dass 
demnach alle denkmöglichen Richtungen von einem gemeinsamen Ausgangs- 
punkte bestimmt werden durch Linien, welche die Punkte einer Kugelfläche 
mit deren Zentrum verbinden." Man sieht, welch' hervorragenden Anteil 
die Anschauung bei dieser Beweisführung hat. Es sollen nunmehr eine 
Reihe von geometrischen Axiomen aus den Definitionen abgeleitet werden. 

1. „Die gerade Linie, die Bezeichnung einer Vielheit von Setzungen, 
deren Beziehungsart konstant bleibt, weshalb es die kürzeste sein soll." — 
Welcher logische Zusammenhang besteht zwischen konstanter Beziehung und 
kürzester Strecke? 

2. „Die Ebene, d. h. das Gebilde, bestimmt durch den unmittelbaren 
Übergang einer Richtung in die andere, sodass drei beliebige Richtungen 

Aa, Aß, Ay stets der Bedingung genügen -~ '\- -^ "" T" " 

3. „Die geschlossene Figur, d. h. vollständige Begrenzung eines Be- 
reiches von Setzungen durch Linien. Eine solche Begrenzung ist nur 
möglich, wenn die begrenzenden Linien alle in der Ebene vorhandenen 
Richtungsunterschiede durchlaufen; deshalb besteht eine Figur mindestens 
aus drei geraden Linien, mit einer inneren Winkelsumme gleich dem 
Richtungsunterschiede des Totalgegensatzes. Dies ist der Beweis von der 
Summe der Dreieckswinkel = 2i?, der nicht einmal des Parallelenbegriffs 
bedarf." Selbst wenn man diesen Argumentationen beistimmen würde, so 
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würde doch höchstens daraus folgen, dass die Winkelsumme mindestens 
2R ist; es wäre aber nicht ausgeschlossen, dass sie 47? oder ein anderes 
beliebiges Vielfaches von 2E sei. 

4. „Der Raum, d. h. die allseitige unbeschränkte Ausgedehntbeit." 
Dieser Raum ist nicht eine beliebige ausgedehnte Mannigfaltigkeit, sondern 
„durch die Einführung des Totalgegensatzes sind die Richtungsreihen als 
eine spezifisch gestaltete Art solcher Mannigfaltigkeiten bestimmt. Diese 
spezifische Art der Beziehungen zwischen den Einzel Setzungen unserer 
Mannigfaltigkeit hat zur Folge, dass in ihr nur drei Richtungen zu einander 

den Richtungsunterschied (— l) ^ haben können, der Raum also in einem 
Punkte nur drei zu einander senkrechte Linien zulässt." 

Sehr charakteristisch für die Ableitung geometrischer Sätze aus den 
logischen Grundprinzipien ist der Beweis von der Ausdrückbark eit eines 
Flächeninhalts durch das Produkt zweier Längen. „Da das Gebilde F ein 
einheitliches sein muss, nicht aus verschiedenartigen Teilen zusammengesetzt 
ist — in welchem Falle es der Bildungsweise {(i-b) widersprechend eine 
formale Synthese wäre — so muss an jeder Stelle von F sowohl die Be- 
stimmung a wie die von h anzutreffen sein; an jeder von einem Punkte 
des n bestimmten F muss das ganze &, und an jedem von einem Punkte 
des h bestimmten F das ganze a vorhanden sein. F ist demnach ein 
Flächen integral." 

Die Absicht des Verfassers besteht darin, „den Raum, nicht wie bisher, 
als ein Gegebenes hinzunehmen, etwa wie ein Ding der Erfahrung, sondern 
als eindeutigen Begriff allseitiger Ausdehnung festzustellen," und hieraus 
seine Eigenschaften abzuleiten. Das Vorstehende wird wohl zur Genüge 
die Vergeblichkeit dieses Versuches gezeigt haben. Übrigens versteht es 
sich bei dieser Anschauungsweise von selbst, dass für metamathematische 
Spekulationen kein Raum ist. 

Dasselbe Prinzip wie in der Geometrie wird auch in der Mechanik 
verfolgt, auch sie soll auf rein logischer Grundlage aufgebaut werden ohne 
Zuhilfenahme von Hypothesen. Deshalb kann sich der Verfasser nicht mit 
der Annahme verschiedener aus der Erfahrung entstandener Kräfte einver- 
standen erklären, noch weniger damit, dass man Axiome über dieselben 
aufsteDt, wie z. B. das Kräfteparallelogramm. Sätze wie das Trägheitsgesetz 
und derjenige von der Erhaltung der Kraft sollen nicht aus der Erfahrung 
stammen, sondern werden als Denknotwendigkeit hingestellt. Der Kraft- 
begriff selbst wird aus der unmittelbar im Bewusstsein gegebenen Willens- 
kraft abgeleitet und zunächst die Berechtigung bestritten, diesen Begriff auf 
tote Körper zu übertragen. Um die Mechanik zu einer ebenso rein deduk- 
tiven Disziplin wie die Geometrie zu gestalten, dürfen keine Elemente 
emgeföhrt werden, die nicht ebenso eindeutig bestimmt werden können wie 
^ie der Geometrie. Nicht Stoffe und Kräfte, sondern Zeit und Masse sind 
^afftr am geeignetsten. Zur Erreichung einer vollständigen mathematischen 
Bestimmtheit ist die Zugrundelegung eines Systems von Punkten erforderlich. 
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Die Aufgabe der logischen Mechanik besteht darin, jeden Punkt des Systems 
mit jedem anderen in funktionale Verbindung zu setzen. Wenn überhaupt 
ein Kausalzusammenhang stattfinden soll, so muss die Anzahl der Punkte 
konstant sein, woraus dann allerdings ohne hinreichenden Grund geschlossen 
wird, dass auch die Summe aller auftretenden Veränderungen konstant 
sein muss. 

„Alles was im Punktsystem geschehen kann, sind Veränderungen der 
Bewegungszust&nde und der Lage seiner Punkte." Zur Ableitung der 
Gesetze wird von einem System von zwei Punkten ausgegangen. Es soll 
rein logisch eine Beziehung zwischen der Geschwindigkeit und der Ent- 
fernung abgeleitet werden. DafQr, dass man die Leistung der Geschwindig- 
keit =y* setzt, wird folgendes angegeben: „Die doppelte Geschwindigkeit 
durchmisst die doppelte Raumstrecke in der gleichen Zeit der einfachen 
Geschwindigkeit, leistet das Doppelte in Bezug auf Ortflveränderung. Ge- 
schwindigkeiten sind aber nicht allein zu vergleichen nach dem, was sie 
thun, sondern wie sie es thun. Dasselbe Pensum in der halben Zeit voll- 
endet ist eine doppelte Leistung. Die doppelte Strecke mit der doppelten 
Geschwindigkeit zurückgelegt ist demnach die vierfache Leistung/' Die 
zweite Leistung der Geschwindigkeit folgt logisch aus der ersten; es ist 
deshalb kein Grund vorhanden, dieselbe bei der Aufstellung eines Maßes 

besonders zu berücksichtigen. Auch die Begründung dafür, dass — als 

Maß der Gestaltsveränderung angenommen wird, ist nicht unbedingt über- 
zeugend. „Bei der arithmetischen Auswertung der Gestalt, Bestimmung 
der Bedeutung einer Gestalt im mechanischen System nach einer Baum- 
streckeneinheit, hat man zu beachten, dass eine solche feste Streckeneinheit 
in jedem System eine andere Bedeutung hat, wenn die Gestalt sich um 
diese konstante Grösse ändert. In dem System (ri, 6, 10) bewirkt die 
Veränderung 1 eine Veränderung der Gestalt um ein Zehntel, im System 
(ö, 6, 5) die gleich grosse Streckeneinheit eine solche um ein Fünftel." 
Gemäss der vorerwähnten Behauptung, dass die Summe aller Veränderungen 
konstant ist, wird nun hieraus die Formel abgeleitet: 

ÄT-l + t*, 

die nach dem vorher Gesagten nicht als bewiesen betrachtet werden kann. 
Die Einführung von Kräften kann der Verfasser nicht entbehren. Aus der 

Formel K = — + v^ wird geschlossen, dass, wenn die Geschwindigkeit 

grösser wird, auch die Entfernung sich vergrössert, also die Kräfte ab- 
stossend wirken. Am schärfsten kommt die Ansicht des Verfassers in 
folgendem Ausspruch zur Erscheinung. „Die Aufstellung der Bewegnngs- 
gleichungen ist eine Konstruktion des Denkens, und zwar die einzig mögliche 
zur Herstellung einer allgemeinen Norm, die tauglich ist, Bewegnngs- 
erscheinungen zu vergleichen, zu messen, allgemein zu beurteilen. Wir 
haben keine Furcht, dass je einmal eine Erfahrung gemacht werde, welche 
nicht dieser logischen Norm sich anbequemt.^' 
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Auf der hier entwickelten Grundlage soll nun eine Theorie der ge- 
samten Physik aufgebaut werden. Wenn dieselbe, wie aus dem Vorher- 
gehenden folgt, nicht den Ansprach der absoluten Gewissheit erheben darf, 
sondern sich mit dem Titel der von dem Verfasser so sehr verabscheuten 
Hypothese begnügen muss, so würde sie ja darum noch nichts von ihrem 
Werte verlieren. Näher auf dieselbe einzugehen unterlassen wir deshalb, 
weil es an einer genügend mathematischen Beweisführung fehlt. Wenn sich 
nach dem Wunsche des Verfassers noch Generationen von Mathematikern 
mit der Ausarbeitung der Einzelheiten beschäftigen sollen, so müssen zu- 
nächst die Grundlagen unzweifelhaft festgelegt werden. 

Der übrige Teil des Buches ist der Erörterung rein philosophischer 
Fragen gewidmet und fällt deshalb nicht in den Rahmen dieser Zeitschrift. 

Max Meyer. 

Was ist Raum, Zeit, Bewegung, Masse? Was ist die Erscheinnngs- 
weit? Von Julius von Olivier. Verlag von Louis Finsterlin. 
München 1895. 

Die Einleitung der Arbeit bildet eine Bemerkung über die richtige 
Auslegung von Gleichungen, in welcher mit Recht hervorgehoben wird, dass 
bei allen Gleichungen zwischen ungleichartigen Grössen es sich nur um die 
Vergleichung von Zahlengrössen handelt. Hierauf folgt eine Darstellung 
einiger Sätze der Mechanik, welche die Wirkung der Anziehungskraft zur 
Grundlage nimmt. Den Ausgang bildet die Anziehung zweier Atome, welche 
als Anziehungselement bezeichnet wird. Wenn auch diese Abhandlung 
populär gehalten sein soll, und man daher an die Strenge der Beweise 
nicht zu grosse Anforderungen stellen darf, so hätten doch fehlerhafte und 
direkt irreführende Ausdrucks weisen vermieden werden können. So bemerkt 
der Verfasser: „Die Geschwindigkeit steht zur lebendigen Kraft in einem 
ähnlichen Verhältnisse wie eine Linie zu einem Körper." Es folgen Be- 
trachtungen über die Bewegung der Planeten, Weltentstehung und Welt- 
untergang, bei denen der Phantasie grosser Spielraum gegeben ist. Nach 
einigen Bemerkungen über die Wirkung des Äthers und über das Prinzip 
von der Erhaltung der Kraft wird nun versucht, von den im Titel ange- 
gebenen Begriffen Erklärungen zu geben. In erster Linie steht der Begriff 
der Bewegung, seine Erklärung lautet: „Jede Veränderung der Kraft, in 
welcher Form sie auch auftreten mag, heisst Bewegung." Als eine wirk- 
liche Definition kann man das wohl kaum bezeichnen, denn eine solche ist 
ohne Zuhilfenahme der Raumvorstellungen nicht zu geben. Hiermit hängt 
auch die von dem Verfasser gegebene Umformung des Beharrungsgesetzes 
zusammen. „Stehen die Kräfte, welche auf einen Körper wirken, fort- 
laufend im Gleichgewicht, so verharrt er in dem Zustande, in welchem er 
sich befindet; ist er in Ruhe, bleibt er in Ruhe, ist er in fortschreitender 
Bewegung, so ist diese geradlinig gleichförmig." „Das Wort Zeit vertritt 
die Stelle des unhandlichen Ausdrucks „das Fortschreiten der Bewegungen." 
Die Raumvorstellung wird in richtiger Weise in ihre zwei Grundelemente 
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zerlegt, in Entfernung und Richtung. Von der Entfernung wird aber im 
Grunde genommen weiter nichts gesagt, als dass sie eine Teilvorstellung 
der Kraft ist. Ebenso wird der Richtungsunterschied als Form der Wirkung 
mehrerer Kräfte definiert. Der Begriff der freien Kraft wird als Grund- 
begriff hingestellt. „Sie ist ununterbrochen bestrebt, sich selbst zu ver- 
kleinern, die Intensität der Kraft auf Kosten der Wegstrecke zu steigern 
und die steigende Intensität dieser Veränderung auf die beiden Atome za 
übertragen." Ebenso wird die Masse als Quantität der Anziehungskraft 
erklärt. Das Atom ist ein B^raftzentrum, also jedenfalls als Punkt auf- 
zufassen, trotzdem wird gelegentlich gesagt, dass das Körperatom grösser 
ist als das Atheratom. Man sieht also, dass die Definitionen nicht zu streng 
aufgestellt sind. 

Nachdem bis hier versucht wurde, alle Erscheinungen auf die Kraft 
zurückzuführen, wird sodann darauf hingewiesen, dass R-ealität nur dem 
Weltganzen zukomme und dass die vorhin betrachteten Begriffe als Teil- 
Vorstellungen keine selbständige Existenz besitzen. Im letzten Abschnitt 
wird auseinandergesetzt^ dass die menschliche Erkenntnis nur auf die Er- 
scheinungswelt beschränkt ist. Der Verfasser verwirft jede Art von Meta- 
physik und hebt hervor, welches Unheil derartige metaphysische Vor- 
stellungen in Form von religiösen Dogmen angestiftet haben. Mit einer 
Aufforderung, die Moral einzig auf das Wohl der Menschheit zu begründen, 
schliefst die kleine Schrift. ^^^ ^^^^^ 



A Geometrical Treatment of Curves wliich are Isogonal Conjngate To 
A Straight Line With Respect To A Triangle, In Two Parts. 
Part First. By I. J. Schwatt, Ph. D. University of Pennsylvania. 
Leach, Shewell And Sauborn. Boston, New -York, Chicago. 

Zieht man von dem Eckpunkt eines Dreiecks zwei Linien, welche mit 
der von demselben ausgehenden Winkelhalbierungslinie gleiche Winkel bilden, 
so werden diese als isogonal konjugiert bezeichnet. Verbindet man einen 
Punkt mit den Eckpunkten des Dreiecks und construiert die zu diesen 
Linien konjugierten Strahlen, so schneiden dieselben sich in dem zu ersterera 
konjugierten Punkte. Die zu einer geraden Linie konjugierten Punkte 
bilden ; da sie die Durchschnitte zweier projektivischer Strahlenbüschel sind, 
einen Kegelschnitt. Die den umschriebenen Kreisen entsprechenden Punkt=e 
liegen im Unendlichen und daraus ergiebt sich, dass die der geraden Lüiie 
entsprechende Kurve eine Hyperbel, Parabel oder Ellipse sein muss, je 
nachdem die Linie den Kreis schneidet, ihn berührt oder mit ihm keinen 
Punkt gemeinsam hat. Alle diejenigen Hyperbeln, die einem Durchmesser 
konjugiert sind, sind gleichseitig. Unter den gleichseitigen Hyperbeln unter- 
wirft der Verfasser diejenige einer besonderen Betrachtung, deren konjugierte 
Linie durch den Punkt geht, dessen Abstände von den Seiten sich wie die 
Seiten selbst verhalten, und zwar geht diese Untersuchung darauf aus, 
Punkte aufzufinden, die auf der Hyperbel liegen. Zunächst geht diese 
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Hyperbel, wie jede einer Geraden konjugierte Kurve, durch die Eckpunkte 
des Dreiecks; von den femer auf derselben bestimmten Prmkten mögen hier 
noch der Schwerpunkt und der Durchschnittspunkt der Höhen erwähnt 
werden. Der Mittelpunkt der Hyperbel liegt auf dem Feuerbachschen 
Kreise und die Asymptoten sind die Linien, welche die Fusspunkte der 
Lote von den Endpunkten des zugehörigen Durchmessers auf die Dreiecks- 
seiten verbinden. 

Unter den Ellipsen betrachtet der Verfasser diejenigen, die der Polare 
desjenigen Punktes in Bezug auf den umschriebenen Kreis konjugiert ist, 
dessen Abstände von den Seiten sich wie diese selbst verhalten. Wenn 
man die Schwerpunktstransversalen über die Mittelpunkte der Seiten ver- 
längert und auf dieser Verlängerung die Stücke bis zum Schwerpunkte 
abträgt, so erhält man drei Punkte, die auf der Ellipse liegen. Hieraus 
folgt, dass der Schwerpunkt des Dreiecks der Mittelpunkt der Ellipse ist. 
Aach in Bezug auf den vierten Punkt, den die Ellipse mit dem Kreise 
gemeinschaftlich hat, werden einige Eigenschaften abgeleitet. Die Axen 
der Ellipse sind parallel den Asymptoten der im ersten Abschnitt behan- 
delten Hyperbel. Den Rest des Buches nehmen Betrachtungen über die 
Eigenschaften des Dreiecks ein, die im nächsten Hefte zur Ableitung weiterer 
Eigenschaften der Ellipse benutzt werden sollen. Dieses soll ausserdem 
die Parabel und einige Kurven höherer Ordnung behandeln. ^^^ Meyer 



Exepcices Methodiques de Calcul Integral. Par M. Ed. Brahy. Docteur 
en Sciences Physiques et Mathematiques , Conducteur Honoraii-e des 
Mines, Ancien Professeur d'Ath^nee. Paris. Gauthier -Villars et fils. 
1896. 

Der Zweck dieses Buches ist, dem Schüler methodisch geordnete 
Übungen in der Integralrechnung darzubieten. Es schliesst sich an des- 
selben Verfassers Werk über die Differentialrechnung an. In diesem Fall 
ist die Erreichung des Zweckes indessen schwieriger, weil die Integral- 
rechnung nicht viel allgemeine Methoden besitzt. Im Anfang jedes Kapitels 
werden zunächst die für dasselbe notwendigen Lehrsätze kurz zusammen- 
gestellt, daran schliessen sich einige ausführlich durchgerechnete Exempel, 
auf welche sodann die eigentlichen Übungen folgen. Diesen sind Überall 
die Resultate beigefügt und bei schwierigeren Aufgaben auch Andeutungen 
zu ihrer Lösung gegeben. Im ersten Kapitel werden zunächst die ein- 
fachsten Beispiele von Integrationen durch Umkehrung aus der Differential- 
rechnung bekannter Ausdrücke gegeben; darauf folgen Integrationen durch 
einfache Transformationen. Das dritte Kapitel bringt die partielle Inte- 
gration, Kapitel 4 die Integration rationaler Punktionen. Hierbei ist 
vom methodischen Gesichtspunkt auffällig, dass der Verfasser die Zerlegung 
der Partialbrüche schon bei der Differentialrechnung behandelt hat, wo sie 
doch eigentlich keine rechte Verwendung findet. Die nächsten Kapitel 
bringen die bestimmten Integrale, die Inhaltsberechnung von Kurven und 
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Flächen. Auch aus dem Gebiet der Differentialgleichungen werden einzelne 
leicht verständliche Fälle behandelt. Den Schluss des Ganzen bildet die 
Integration durch Reihen. ^^^ ^^^^^ 

Ableitung der vei^schiedenen Formen der Knrven dritter Ordnung 

durch Projektion und Klassifikation derselben. 11. (Die Kurven vom 
Geschlechte Null) von Professor Dr. Friedrich Kölmel. Beilage 
zum Programm des Realprogymnasiums Mosbach für das Schal- 
jahr 1894/95. Druck von C. Wagner, Mosbach. . 

Die dieser Abhandlung zu Grunde liegende Methode haben wir schon 
bei Besprechrmg des ersten Heftes auseinandergesetzt. In dem vorliegenden 
Hefte wird ganz in derselben Weise verfahren. Auch hier muss sich der 
Leser mit einer Aufzählung von Resultaten begnügen, ohne eine Ableitung 
derselben zu finden. ^^^ ^^^^ 

H. Bork, Mathematische Hauptsätze für Gymnasien. Zweiter Teil. 
Pensum des Obergymnasiums (bis zur Reifeprüfung). Leipzig 1896. 
Dürr. 235 S. Mk. 2.40. 

Dem vor Jahresfrist erschienenen ersten Teile dieses Buches, welcher das 
mathematische Pensum des üntergymnasiums umfasst, folgt dieser ab- 
schliessende zweite Teil mit dem Pensum des Obergymnasiums, welcher auch 
fiir Realgymnasien als geeigneter Leitfaden hingestellt wird. 

Das Buch behandelt in fünf Abschnitten Planimetrie, Arithmetik, 
die Trigonometrie, die Stereometrie und schliesst mit einer Einleitung in 
die analytische Geometrie der Ebene. 

Die Planimetrie enthält Hauptsätze aus der sogenannten neueren Geo- 
metrie, wie sie sich schon in den bekannteren Lehrbüchern vorfinden. 

In dem einleitenden Kapitel der Arithmetik scheint dem Referenten 
nicht genügend scharf hervorgehoben, was Definition und was Gegenstand 
des Beweises ist. So spricht der Verfasser von einem Lehrsatze a^= 1. 
Der zweite Abschnitt bringt den Moivr eschen Satz, den binomischen Lehr- 
satz für gebrochene Exponenten und Gleichungen von höherem als dem 
zweiten Grade. Dagegen vermisst Referent ein Kapitel über die — beim 
praktischen Rechnen doch vornehmlich zur Anwendung kommende — numerische 
Auflösung von Gleichungen. 

Der trigononometrische Abschnitt schliesst mit der Pothenotschen 
Aufgabe. Was die Additionstheoreme angeht, so werden sie in bekannter 
Weise unter Benutzung des Ptole maischen Lehrsatzes hergeleitet. Referent 
hat schon mehrfach Veranlassung genommen, diesen schwerfälligen Weg, 
der den identischen Charakter jener Formeln verdeckt, als ungeeignet 
zu kennzeichnen. 

Der vierte Abschnitt muss als wohlgelungen bezeichnet werden. Das 
Prinzip des Cavaleri wird da, wo es benutzt wird, auch bewiesen. HerYor- 
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gehoben zu werden verdient: femer die Betrachtung über Vielflache sowie 
die Korrektheit der stereometrischen Figuren. 

Das Buch soll als einziges Schulbuch für den mathematischen Unter- 
richt den Schülern in die Hände gegeben werden. Nach der Ansicht des 
Verfassers ist eine gedruckte Aufgabensammlung entbehrlich. Demgemäss 
sind nur die „Fundamental -Aufgaben" in das Lehrbuch aufgenommen. 

E. Jahnke. 

H. Hartl, Übungsbuch fttr den Unterricht in der allgemeinen Arith- 
metik nnd Algebra an Werkmeisterschulen, Bauge werkenschulen 
und verwandten Lehranstalten. Ausgabe für Deutschland. Leipzig 
und Wien 1896. F. Deuticke. 160 S. 

Diese Aufgabensammlung, welche dem lehrplanmässigen Umfange des 
Algebraunterrichts an Werkmeister- und Baugewerkenschulen entsprechen 
soll, unterscheidet sich von den bekannten Sammlungen nur durch den 
geringeren äusseren Umfang. Von den praktischen Beispielen, auf welche 
besonderes Gewicht gelegt wird, sind wenige neu. 

Ein Anhang enthält die Resultate zu den Aufgaben. ji Jahnke 

Tu. Spieker, Lehrbuch der ebenen nnd sphärischen Trigonometrie mit 

Übungsaufgaben und einer kurzen Einleitung in die sphärische 
Astronomie für höhere Lehranstalten. Dritte verbesserte Auflage. 
Potsdam 189Ö. A. Stein. 156 S. 
Die dritte Auflage dieses vortrefflichen Lehrbuches unterscheidet sich 
von der vorhergehenden einmal dadurch, dass das an sich schon reichliche 
Übungsmaterial um einiges vermehrt worden ist, zweitens durch einen An- 
hang, wo die wichtigsten Begriffe und Ausdrücke der sphärischen Astronomie 
erklärt werden. ^ j^^^^ 

ß. Schurig, Katechismus der Algebra. 4. Auflage. Leipzig 1895. J.Weber. 
236 S. Mk. 3. 
Der Herausgeber der neuen Auflage hat die rein katechetische Form 
der früheren Auflagen fallen lassen und in der vorliegenden eine recht 
braachbare Darstellung des algebraischen Pensums, das bis zur Gleichung 
dritten Grades bezw. bis zur Zinseszinsrechnung reicht, geliefert. Ganz be- 
sonders dürfte sich der Katechismus zum Selbststudium eignen. 

E. Jahnke. 

H. Feukner, Arithmetische Anfgaben. Unter besonderer Berücksichtigung 
von Anwendungen aus dem Gebiete der Geometrie, Physik und 
Chemie. Pensum der Obersekunda der neunstufigen Anstalten. 
2. Auflage. Braunschweig 1895. 0. Salle. Mk. 1. 

,Es ist ein auf Grund der preussischen Lehrpläne vom Januar 1892 
etwas umgearbeiteter Auszug aus der 1. Auflage, welche an dieser Stelle 
schon ihre Besprechung gefunden hat. E. Jahnke. 
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G. Mahler, Leitfaden für den Anfangsnnterriclit in der Planimetrie 

an Gymnasien, Lyceen, Lateinschulen und verwandten Anstalten. 
Stuttgart 1896. P. Neff. 73 S. 

„Der Leitfaden besteht aus zwei Kursen; der erste (Lehre von den 
Winkeln und Parallelen) enthält das Pensum der fünften, der zweite (Kon- 
gruenz der Dreiecke. Lehre vom Viereck) das Pensum der sechsten Klasse 
eines württembergischen Gynmasiums. Der Umfang eines jeden Kursns 
ist so bemessen, dass er in etwa 33 Stunden (33 Wochen zu einer Stunde) 
durchgearbeitet werden kann." jj Jahkke 

H. KösTLER, Leitfaden der ebenen Geometrie für höhere Lehranstalten. 
1. Heft. Kongruenz. 4. Auflage Halle 1895. L. Nebert. 66 S. 
Mk. 1. 25. 

Der vorliegende erste Teil des aus drei Heften bestehenden Leitfadens 
der Geometrie enthält den Lehr- und Übungsstoff für die Quarta und Unter- 
tertia an G}iunasium und Realgymnasium, bietet aber weder in Form 
noch in Anordnung bemerkenswert Neues. -^ J\hnke 



Th. Spieker, Lehrbuch der Stereometrie mit Übungsaufgaben für höhere 
Lehranstalten. Potsdam 1895. A. Stein. 108 S. 

Die vorliegende Bearbeitung des stereometrischen Pensums bietet reichen 
Stoff in knapper Form. 

So handelt der fünfte Abschnitt ausser von dem Volumen der Kugel 
und ihrer Teile von den Figuren auf der Kugelfläche. Ein sechster Ab- 
schnitt bringt das Wichtigste über die Wechselschnitte des Cylinders und 
Kegels. In Abschnitt YII werden die Polyeder berechnet, wobei sich der 
Verfasser auf ein rechtwinkliges Axenkreuz stützt. Der Anhang giebt eine 
kurze Anleitung für die Auffindung der Maxima und Minima, erläutert an 
einigen stereometrischen Beispielen. 

Für die Übungen der Schüler sind femer ausser den üblichen arith- 
metisch-geometrischen Berechnungsaufgaben von Körpern und Oberflächen 
stereometrische Konstruktions- und Beweisaufgaben herangezogen. Für beide 
dieser Übungsfelder ist in den Anhängen ausreichendes Material beigegeben. 

Bei der Vergleichung der Volumina der einfachen Körper giebt der 
Verfasser der Cavalierischen Methode den Vorzug. 

Was den Beweis anbetrifft, welchen der Verfasser für den Eul ersehen 
Polyedersatz vorträgt, so würde Referent jenem anderen, weit kürzeren den 
Vorzug geben, welcher von der Betrachtung ausgeht, dass sich jedes Polyeder 
aus lauter Tetraedern zusammensetzen lässt. 

Zum Schluss sei noch die Richtigkeit und Anschaulichkeit der Figtiren 
hervorgehoben. ^ j^^^^^. 



Digitized by 



Google 



Rezensionen. 177 

A. ScnÜLKK, Vierstellige Logarithmentafeln nebst mathematischen, physi- 
kalischen und astronomischen Tabellen. Leipzig 1895. B. G. Teubner. 
18 Seiten. 
Die vorliegende Tafel soll hauptsächlich den Bedürfnissen des Unter- 
richts Eechnung tragen. Demgemäss „sind die Logarithmen auf 4 Stellen 
angegeben; der Grad ist dezimal geteilt; die Proportional teile und Differenzen 
sind überall fortgelassen, weil die Angabe derselben leicht zu mechanischem 
Rechnen führt. Die trigonometrischen Funktionen sind auf 3 bis 5 Stellen 
angegeben." Den Anforderungen der Hygiene hat der Verfasser besondere 
Anfmerksamkeit zugewendet. So sind die am meisten gebrauchten Werte 
— die Zinsfaktoren, die Logarithmen der Zahlen und der trigonometrischen 
Funktionen — nacheinander auf sechs Seiten streng systematisch geordnet. 

E. Jahnke. 

6. HoLZMüi.LBR, Methodisches Lehrbuch der Elementarmathematik. 

Gymnasialausgabe. Erster Teil, im Anschluss an die preussischen 
Lehrpläne von 1892 nach Jahrgängen geordnet und bis zur Ab- 
schlussprüfung der Untersekunda reichend. Leipzig 1896. B.G. Teubner. 
228 Seiten. 
Es ist eine besondere, für Gynmasien berechnete Ausgabe des metho- 
dischen Lehrbuches der Elementarmathematik, worüber an dieser Stelle 
bereits referiert worden ist. in j^wske 

Oeuvres de Fermat, publiees par les soins de MM. Paul Tannery et 
Charles Henry. Tome in. Paris 1896. Gauthier-Villai*s et fils. 

Im dritten Bande, dem umfangreichsten von allen, giebt uns Paul 
Taunery zunächst (S. 1—274) eine französische Übersetzung der lateinisch 
geschriebenen Abhandlungen Fermats und der Observationes in Diophantum. 
Daran schliesst sich (S. 277—321) die Übersetzung derjenigen Briefe und 
Bruchstücke von Briefen aus Fermats Briefwechsel (Bd. II der neuen 
Aasgabe), die in einer anderen als der französischen Sprache abgefasst sind. 

Diese Übersetzung war mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden, da 
es darauf ankam, sich dem Text möglichst genau anzuschliessen, ohne doch 
durch allzu sklavisches Festhalten der alten Symbole und Ausdrücke das 
^^erständnis zu erschweren und diejenigen, welche wegen ungenügender 
Kenntnis des Lateinischen zur Übersetzung greifen, abzuschrecken. Wie 
Tannery in der Vorrede darlegt, würde er persönlich es vorgezogen haben, 
di« Übersetzung neben den Text zu stellen, aber die mit der Ausgabe 
betraute Kommission hat beschlossen, die Übersetzung gesondert zu geben, 
^d dadurch ist das Studium der Korrespondenz Fermats den auf die 
tn)ersetzung Angewiesenen recht unbequem gemacht; sie müssen nicht selten, 
^^ einen Brief zu lesen, den zweiten und den dritten Band benutzen. 

Bas grösste Verdienst hat sich Tannery jedenfalls durch die Über- 
aetiung der unter dem Titel „Doctrinae analyticae inventum novum" in 
^er 1670 von Samuel Fermat besorgten Diophant -Ausgabe abgedruckten 

ÄUt. - litt. Abt. d. Zeitschr. f. M»th. u. Phyi. i2. Jabrg. 1897. 5. Heft, 1 3 
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Arbeit des Jesuitenpaters Jacobus de Billy erworben. In dieser Arbeit 
entwickelt Billy die Theorie der sogenannten doppelten und dreifachen 
Gleichungen, und zwar auf Grund von brieflichen Mitteilungen Permats. 
Von diesen Briefen ist leider nur ein einziger (No. CII, Bd.ll, S. 436) er- 
halten, den Billy Bd III, S. 352 benutzt. Da nur die Grundgedanken des 
Inventum novum von Fermat gegeben sind, das Werk selbst aber in der 
Fassung, wie es vorliegt, von einem weit weniger bedeutenden Mathematiker 
herrührt, so war eine durchaus freie, nur den Inhalt klar wiedergebende 
Übersetzung am Platze, die Arbeit des Cbersetzens also eine weit leichtere. 
Dafür waren aber eine ganze Reihe dem Billy, nicht Fermat zur Last 
fallende Fehler zu berichtigen, resp. anzugeben, und dieser Mühe hat sich 
Tannery mit solchem Erfolge unterzogen, dass auch diejenigen, denen die 
Originalarbeit sprachlich keine Schwierigkeit bereiten würde, besser thun 
werden, sich an Tannerys Übersetzung (S. 323 — 398^^ zu halten. 

Der Schluss des Bandes (S. 399— 602) enthält die französische Über- 
setzung der englisch und der lateinisch geschriebenen Briefe des Oommercinm 
epistolicura von John Wallis; in botreff der französisch abgefassten wird 
wieder auf den zw^eiten Band verwiesen. Dieser Briefwechsel war durch 
die bekannten von Fermat im Jahre 1657 an die fremden, besonders die 
englischen Mathematiker gerichteten wissenschaftlichen Herausforderungen 
veranlasst. An dem Streit, der auch einen nationalen Hintergrund hatte, 
waren ausser Fermat und de Prenicle auf der einen, Lord Brouncker 
und John Wallis auf der anderen Seite auch Franziscus Schooten und 
Th. White beteiligt. Die Parteien korrespondierten nicht direkt mitein- 
ander, sondern sandten ihre Briefe zur Mitteilung an die Gegner dem in 
Paris wohnenden englischen Edelmann Kenelm Dighy. Es sind im ganzen 
47 Briefe von teilweise sehr grossem Umfang. Dieselben wurden 1658 
von Wallis veröffentlicht; einen zweiten Abdruck enthält der zweite Band der 
Werke von Wallis (1693). In dem Briefe XLIV (an Digby) hatte 
Wallis gewissermaßen das Fazit der Korrespondenz gezogen und dabei 
vielleicht allzu selbstbewusst sich als Sieger hingestellt. Während des 
Druckes erhielt er ein anerkennendes Schreiben Fermats, und nun rühmt 
er seinerseits die Bedeutiing des Gegners. So scheint alles unter g^en- 
seitigen freundlichen Verbeugungen der Kämpfer zu enden; aber eine wahi^ 
scheinlich von de Frenicle verfasste, jedenfalls von demselben angeregte 
anonyme Entgegnung auf das Commercium, die sehr selten ist, und die 
Tannery im Original und in Übersetzung giebt, lässt erkennen, dass doch 
noch ein Stachel zurückgeblieben ist, dass die höflichen, anerkennenden 
Worte einfach Phrasen sind. In dieser Entgegnung wird zunächst auf das 
Unstatthafte einer Veröffentlichung von Briefen ohne Erlaubnis, ja sogar 
ohne Wissen der Schreiber hingewiesen. Nur die Liebe zum Vaterland und der 
Wunsch, den Euhm desselben zu verbreiten, entschuldige ein solches Vor- 
gehen. Übrigens sei, so wird dann im einzelnen dargelegt, dieser Zweck 
nur unvollkommen erreicht und der Sieg der Engländer recht zweifelhaft. 
j G. Wrrtheim. 
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Frolow, Michael, Demonstration de Faxiome XI d'Euclide. Paris 1896. 
Gauthier-Villars et fils. 22 S. und 1 Tafel. 

Da der Verfasser ausdrücklich erklärt, dass er nur für Leser schreibt, 
„die nicht von den nicht -euklidischen Ideen angesteckt sind", so will ich 
mich einmal auf seinen Standpunkt stellen und fragen, ob denn wirklich 
„die Ordnung der Theoreme'', die er vorschlägt, „die Grundlagen, auf 
denen die elementare Geometrie beruht, unangreifbar macht." 

Frolows Beweis lässt sich so darstellen. Man konstruiere über einer 
beliebigen Grundlinie AC ein Dreieck ABC mit den Winkeln: 

BAa^(p<90^ und ACB^90^-q> 

und nach der anderen Seite von A^J ein Dreieck ABC mit den Winkeln: 

ACJ)-^q> und C^7) = 90«— g). 

In dem Viereck ABC!) sind dann die Gegenseiten gleich, und die 
Winkel bei A und C sind Rechte. Könnte man beweisen, dass auch einer 
der beiden einander gleichen Winkel bei B und D ein Rechter ist, so wäre 
die Existenz eines Rechteckes und damit bekanntlich auch das elfte Eukli- 
dische Axiom dargethan. Diesen Nachweis versucht Frolow apagogisch 
zu fuhren, indem er zeigt, dass die Annahmen, der Winkel bei B sei 
spitz oder stumpf, beide auf einen Widerspruch führen. Es wird gentigen, 
den Beweis für einen spitzen Winkel bei B zu analysieren. 

Man verlängere B C beliebig bis 6', A D beliebig bis T und mache in 
der Figur SB AT folgende Konstruktion. Von A fälle man auf BS das 
Lot AB^^ von B^ auf AT das Lot B^A^^ von A^ auf BS das Lot A^B^ 
u. s.w. Es ergeben sich so auf A T der Reihe nach die Punkte: 

Liegt nun der Punkt D zwiscben den Punkten A^ und -4«-}-i, so lässt 
sich in aller Strenge beweisen, dass der Winkel ABC notwendig stumpf 
ist, während doch die Winkel bei B und B einander gleich sein müssen. 
Die Annahme, der Winkel bei B sei spitz, führt mitbin auf einen Wider- 
spruch. 

Es ist leicht zu erkennen, welches „implicite Postulat" in dieser 
Deduktion enthalten ist. Der Punkt B soll notwendig zwischen den Punkten 
A,^ und AnJ^x liegen oder, mit anderen Worten, jene Konstruktion von 
Loten soll schliesslich über jeden Punkt B auf -4T hinausführen, der vor 
dem etwa vorhandenen Schnittpunkte von AT und BS liegt. Dass diese 
Behauptung keineswegs selbstverständlich ist und im Gegenteil eines Be- 
weises bedarf , zeigt folgende einfache Betrachtung. Man nehme zwei sich 
nicht schneidende Gerade im Räume und führe bei ihnen die entsprechende 
Konstruktion aus, fäUe also von einem Punkte A der ersten Geraden das 
Lot ABy auf die zweite Gerade, von B^ das Lot B^A^ auf die erste u. s.w. 
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Man beweist dann ohne Mühe, dass die Lote A^Bn^i bei fortgesetzter 
Konstruktion dem gemeinschaftlichen Lote PQ der beiden Geraden beliebig 
nahe kommen, und hieraus folgt, dass in diesem Falle die Punkte 
Alf ^2, . . . -A;,, . . . sämtlich auf der endlichen Strecke AP liegen. Man 
kommt also niemals über den Punkt P hinaus. 

Warum ist es in der Ebene anders? Wer darauf antwortet: Weil 
es sich um zwei gerade Linien in der Ebene handelt, der hat die Ver- 
pflichtung zu zeigen, dass diese Eigenschaft der Ebene eine logische Folge 
der Definition der Ebene ist. Dass ein solcher Nachweis unmöglich ist, das 
bewiesen zu haben ist ein Verdienst der von dem Verfasser als Skeptiker imd 
Sophisten bezeichneten Nichteuklider, deren Schriften ihm zu gründlicherem 
Studium empfohlen seien. 

Historisch möge noch bemerkt werden, dass jene Behauptung in be- 
treff des Punktes D bereits von Malezieu (Elemen. de Geometrie. Paris 1715) 
und von Karsten (Mathesis theoretica elementaris atque sublimior, Rostock 
und Greifswald 1760) zum Beweise für das elfte Axiom benutzt worden 
ist, und dass schon Elügel (Conatuum praecipuorum theorema parallelanim 
demonstrandi recensio. Dissertation. Göttingen 1763, § VII und § MIl) 
die Unzulässigkeit dieses Verfahrens in durchaus zutreffender Weise dar 
gethan hat. g^^^^^^ 

Crivbtz, Theodore, Essai SUP le postnlat d'Euclide. Bukarest 1895. 
8^ 40 S. 

Während die Überzeugung von der Unmöglichkeit der algebraischen 
Quadratur des Zirkels bereits in weitere Kreise gedrungen zu sein scheint 
vergeht kein Jahr, ohne dass das Parallelenaxiom neue Opfer erfordert; 
es wäre dringend zu wünschen, dass der oft nicht geringe Fleiss und 
Scharfsinn, den diese der Natur der Sache nach vergeblichen Versuche 
zeigen, nützlicheren Gegenständen zugewandt würde. 

Um zu beweisen, dass die Annahme: die Summe der Winkel des 
Dreiecks sei kleiner als zwei Rechte auf einen Widerspruch führe, ent- 
wickelt der geometrisch nicht unbegabte Verfasser eine Reihe von Folgerungen, 
ungefähr in der Art, wie das Saccheri (1733) und Lambert (1766; 
gethan haben; von der umfangreichen Litteratur über den Gegenstand 
scheint er übrigens nur das Lehrbuch von Rouche et Oomberousse m 
kennen. Seine Beweise sind zwar umständlich, aber richtig, — bis auf den 
Beweis des letzten, entscheidenden Theorems. Hier wird ohne jede Be- 
gründung behauptet: Zieht man durch einen Punkt F ausserhalb einer 
Geraden AB irgend eine Gerade FL^, so lässt sie sich stets als Tangente 
an eine der za AB Squidistanten Linien auffassen. Damit ist man freilich 
auf einen Widerspruch gekommen, aber jene Annahme über die Winkel- 
summe ist daran unschuldig. ^ .. 
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H, Demartkes. Coups d'Analyse. Redige par M. E. Lemaire. Troisieme 
Partie. Equations diflFerentielles et aux Derivees Partielles. Paris, 
A. Hermann. 166 p. 

Über die beiden vorangegangenen Hefte des Lehrbuches von Demartres 
ist in dieser Zeitschrift Bd. 40 p. 93 berichtet worden. Das vorliegende 
dritte und letzte Heft enthält eine Einleitung in die Theorie der gewöhn- 
lichen und partiellen Differentialgleichungen, sowie der Variationsrechnung. 

Gemäss der praktischen Tendenz des ganzen Werkes legt der Verfasser 
die einzelnen Integrationstheorien dar, wie sie die ältere Schule entwickelt 
hat, wenn er auch hier und da neuere Fortschritte (Transformationsgruppen 
u. a,) streift. Die französischen Autoren treten stark in den Vordergrund. 

Von allgemeinen Existenzbeweisen findet man wenig; umsomehr ist 
auf geometrische Anwendungen und Illustrationen Bedacht genommen 
worden. Der Anhang über Variationsrechnung geht über die ersten Ele- 
mente nicht hinaus. Im ganzen erfüllt das Werk seinen Zweck, als Leit- 
faden für Vorlesungen zu dienen. W Fr M v 
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Rezensionen. 



Hermann Orassmauiis Gesammelte mathematische und physikalische 
Werke. Auf Veranlassung der mathematiscli- physikalischen Klasse 
der königl. sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften und unter Mit- 
wirkung der Herren: Jacob Lüroth, Eduard Study, Justus Grass- 
mann, Hermann Grassmann der Jüngere, Georg Scheffers heraus- 
gegeben von Friedrich Engel. I. Band. U. Teil. Die Ausdehnungs- 
lehre von 1862. Leipzig 1896, B. G. Teubner, VIII und 512 S. 8^. 
Mk. 16. 

Der erste Halbband der Gesamtausgabe von Grassmanns mathe- 
matischen und physikalischen Werken ist gelegentlich einer historischen 
Studie über diese Werke im zweiten Hefte des 41. Bandes dieser Zeitschrift 
besprochen worden. Der vorliegende zweite Halbband, der programmmässig 
die „Ausdehnungslehre von 1862" bringt, ist ein Jahr später erschienen, 
als in der Vorrede zum ersten in Aussicht genommen war. Diese Ver- 
zögerung wird jeder begreifen, der die Schwierigkeiten kennt, welche ge- 
rade dieses Werk Grassmanns schon dem Verständnis bereitet, geschweige 
der kritischen Durcharbeitung, wie sie beim Neuerscheinen eines in der 
Originalausgabe nur in engen Kreisen bekannt gewordenen Werkes* am 
Platze war. Man kann aber die Verzögerung auch nicht bedauern, wenn 
man sieht, welche Fülle gewissenhaftester und exaktester Arbeit an diesem 
Werke von den Herausgebern geleistet worden ist, und wie diese Arbeit 
den Erfolg gehabt hat, dasselbe auch vom Standpunkte modernster Kritik 
aus inhaltlich als das bewundernswerte Kunstwerk anzuerkennen, als welches 
es bisher den Wenigen galt, denen die Originalausgabe näher bekannt 
war. — Beteiligt haben sich hierbei die Herren Engel und H. Grass - 
mann der Jüngere zunächst durch allseitige Revision des Textes und, wo 
es nötig schien, durch kleine redaktionelle Änderungen, die, wie im ersten 
Halbbande, überall als solche erkennbar gemacht und in einem besonderen 
Verzeichnis den ursprünglichen Lesarten gegenübergestellt sind. Dasselbe 
gilt von einigen, die Umstellung von Paragraphen, Hinzufügung erklärender 
Zusätze und Fortlassung einer nicht verständlichen Anmerkung betreffenden 



* Dasselbe war nur in 300 Exemplaren, beiläufig auf Grassmanns oigiu» 
Kosten, gedruckt worden. 

Hiiit.-Utt. Abt. d. ZeiUchr. f. Math. u. Pliys. 12. Jahrg. 1897. 6. Heft. 14 
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Änderungen. Zu dieser Arbeit lieferte eine Reibe von Bemerkungen des 
Herrn Study einen wertvollen Beitrag. W&brend so durcb Gestaltung des 
Textes f&r das unmittelbare Verständnis jede zweckmässig scheinende Hilfe 
geleistet ist, haben die Herren Herausgeber, in tieferer Erfassung ihrer 
Aufgabe , dem Werke einen nicht weniger als 100 Seiten umfassenden An- 
hang hinzugefügt, der in der Form von Anmerkungen kritischer und er- 
klärender Natur sich mit der in dem Werke niedergelegten Theorie 
selbst beschäfbigt, Dunkelheiten des Textes aufklärt, Andeutungen aus- 
führt, kleine Lücken ausfüllt, naheliegende wichtige Folgerungen zieht, 
kleine Versehen richtig stellt, Mängel in Beweisen beseitigt, auch hier und 
da den Zusammenhang oder die Identität Qrass mann scher Sätze mit 
später anderweitig gefundenen Besultaten feststellt. Diese Anmerkungen 
liefern nicht nur einen überaus wertvollen und willkommenen Beitrag zum 
Verständnis des ganzen Werkes und seiner Einzelheiten, sondern geben 
auch implizite Aufschlüsse über die hervorragende Kraft und Bedeutung 
der spezifisch örassmannschen Methoden, indem sie vielfach, wenn auch 
unabsichtlich, an dem Maßstabe dieser Methoden und der durch sie erzielten 
Resultate die herkömmlichen Schulmethoden messen. — Verschiedentlich er- 
fahrt das Grassmann sehe System durch diese Anmerkungen eine inhalt- 
liche Bereicherung, an anderen Stellen ergeben sich von selbst Anregungen 
zur weiteren Ausgestaltung desselben. In dieser Hinsicht mögen einige 
wichtigere Ergebnisse im folgenden besonders hervorgehoben werden. 

Die Frage, unter welcher Bedingung in einem Hauptgebiete »*®' Stufe 
eine Grösse A von >»*•' Stufe (1 < w < » — l) einfach ist, hat Grass- 
mann in der Ag nicht beantwortet. Hier nun wird das Kriterium ge- 
geben, dass A mit jeder einfachen Grösse (w — m + 2)*-®' Stufe multipliziert 
eine einfache Grösse zweiter Stufe liefern muss. — Der Begriff der Zurück- 
leitung, für den die geometrischen Anwendungen in der Aj fehlen (und 
den infolgedessen Hagen in seiner „Synopsis der höheren Mathematik ^^ als 
dunkel bezeichnet), wird in geometrischem Gewände- ausführlich diskutiert, 
wobei sich unter Beziehung der kombinatorischen Multiplikation auf den 
Raum als Gebiet vierter Stufe acht Fälle der Zurückleitung ergeben. — 
Auch den beiden Grass mann sehen Auflösungsmethoden von n linearen 
Gleichungen werden für den Fall n = 3 geometrische Deutungen gegeben. — 
Der Begriff „allseitig normal" wird erläutert und in seiner Bedeutung klar 
gestellt durch Hinzufügung einiger Sätze, von denen der wichtigste aus- 
sagt, dass, wenn zwei Gebiete allseitig zu einander normal sind, jede 
Grösse des einen Gebiets zu jeder Grösse des andern normal ist. — Bei 
den Sätzen, welche Grössen erster StuTe im Hauptgebiete w**' Stufe betreffen, 
wird bemerkt, dass eine Reihe derselben noch richtig bleibt, wenn man sie 
durch Grössen (w — l)*®' Stufe ersetzt. Dies kommt für n = 4 auf die 
Vertauschung von Punkt- mit Ebenen -Koordinaten hinaus.— Einen grösseren 
Raum beansprucht die Anwendung und spezielle Durchführung der all- 
gemeinen Theorie der geometrischen Verwandtschaften auf die Kolüneation 
des Raumes. Es ergeben sich dabei je nach dem Auftreten einfacher oder 



Digitized by VjOOQIC 



Rezensionen. 187 

mehrfacher Hauptzahlen und der Siufenzahl der zugehörigen Hauptgehiete 
äusserst einfach dieselben 13 Fälle, zu welchen v. Staudt von einem an- 
deren Prinzip aus in seinen „Beiträgen zur Geometrie der Lage" gelangt 
ist. — Als ein Mangel der A^ wird bezeichnet, dass Grassmann Zahl- 
beziehungen zwischen den Einheitsprodukten und den ursprünglichen Ein- 
heiten von der Betrachtung ausschliesst, und dadurch auch gewisse Systeme 
höherer komplexer Zahlen, deren zuerst von Hamilton aufgestellte Theorie 
neuerdings weiter entwickelt worden ist. Nach dieser Richtung würde also 
ein weiterer Ausbau des Systems angezeigt erscheinen, falls jenen komplexen 
Zahlen eine hinlängliche Wichtigkeit und Anwendungsföhigkeit beizulegen 
ist. Denn man sollte bei solchen Verallgemeinerungen immer bedenken, 
dass die Möglichkeit von Anwendungen auf Geometrie und Mechanik für 
rein analytische Forschungen ein nicht zu unterschätzendes Kriterium des 
Wertes bildet, dessen Beachtung die Forschung davor bewahren wird, sich 
mit ihren Theorien und Resultaten ins uferlose und schliesslich Abstruse 
zu verlieren. So wäre es denn immerhin möglich, dass sich hier in der 
Beschränkung der Meister gezeigt hätte. Auch darf man nicht vergessen, 
dass Grass mann bei aller Allgemeinheit seiner Begriffe und Methoden 
doch in erster Linie ein Forschungswerkzeug für Geometrie und Mechanik 
schaffen wollte. — Auf eine Erweiterung des Systems weist femer der 
Umstand hin, dass Grassmann nur lineale Produktbildungen aus zwei, 
nicht solche aus drei Faktoren untersucht. Nach dieser Richtung sind 
(S. 400) interessante Andeutungen gegeben. Derartige Erweiterungen werden 
besonders wertvoll sein, wenn sie Anwendungen auf solche Gebiete zulassen, 
die sich etwa den Originalmethoden Grassmanns als unzugänglich er- 
weisen sollten. 

Hinsichtlich der Tragweite und Anwendungstähigkeit jedes einzelnen 
Begriffs der Ausdehnungslehre über das im Text gegebene hinaus finden 
sich m Grassmanns eignen Anmerkungen mehrfache Andeutungen. Die 
genauere Prüfung derselben zeigt in ihren Resultaten recht deutlich, wie 
sehr es der Ausdehnungslehre zum Vorteil gereicht hat, dass Grassmann 
bei der Durchbildung ihrer Methoden der natürlichen Führung folgte, 
welche die geometrischen Gesichtspunkte ihm darboten, dass er aber keine 
seiner allgemeinen, an sich betrachtet analytischen Methoden auf solche 
spezielle Gegenstände anwandte, die ihrer Natur nach dieser Methode fem 
lägen, und dass er es unterliess, im Interesse solcher Anwendungen sich 
nüt seinen Methoden durch Anpassung derselben an ungeeignete Gegen- 
stände in Künsteleien zu verlieren, wie das in besonders lehrreicher Weise 
*ttf S. 436 zu erkennen ist (Anmerkung zu Nr. 337). 

unter denjenigen Bemerkungen, welche den Zusammenhang der Ag 
^^ neueren Forschungen betreffen, sind die folgenden von besonderem 
Interesse. Die einfache lineale Änderung ist gleichbedeutend mit einer 
linearen homogenen Transformation von der Determinante 1, die (X>^ homo- 
genen Transformationen dieser Form bilden eine eingliedrige Gruppe im 
l^ieschen Sinne. Die zirkuläre Änderung ist, wie die lineale, mit einer 

U* 
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linearen homogenen Sabstitution von besonderer Form gleichbedeatend, die- 
selbe ist orthogonal und hat die Determinante ±1, je nachdem die zirka- 
läre Änderung positiv oder negativ ist. Im ersten Falle bildet der Inbegriff 
aller oo^ Transformationen eine eingliedrige Gruppe im Lieschen Sinne, 
im zweiten Falle bildet er keine Gruppe, wohl aber bilden beide Trans- 
formationen zusammen eine nicht -kontinuierliche Gruppe. — Der Übergang 
von den Grössen eines Hauptgebietes zu den Ergänzungen gehört vom 
Standpunkte der projektiven Geometrie zu den dualistischen Transformationen, 
und zwar zu den speziellen Reziprozitäten, die man als Polarsystem be- 
zeichnet. — Dass der Übergang von einem Normalsystem zu einem anderen 
numerisch gleichen einer reellen orthogonalen Substitution entspricht, wurde 
schon in des Referenten „Raumlehre" II, Nr. 63 hervorgehoben, ebenso 
(1. c. S. 129— 134), dass die Ausdehnungslehre für verschiedene Beweise 
des Multiplikationstheorems der Determinanten die kürzeste Form liefert. 
Auch ist an derselben Stelle (S. 5— 12 und 250—256) bereits ausführlich 
dargelegt, wie sehr die Theorie der Cayley sehen Maßbestimmung an 
Einfachheit gewinnt, wenn man sie mit Hilfe der in der A, Nr. 151— 215 
eingeführten Begriflfe entwickelt. — Dass dieser Abschnitt gleichzeitig die 
von Riemann entdeckte nichteuklidische Geometrie in sich schliesst, hat 
Lie gezeigt, während Study ihn als Beitrag zur Invariantentheorie der 
Gruppe aller Drehungen um einen Punkt auffasst. Dagegen scheint die 
ebenfalls in den „Anmerkungen" hervorgehobene Übereinstimmung des Grass- 
mannschen (vom Referenten auf n Dimensionen ausgedehnten) Eckensinns 
mit dem gleichnamigen von v. St au dt aufgestellten Begriffe bisher noch nicht 
beachtet worden zu sein. — Eine ausführliche Analyse knüpft sich an den 
Satz 391 der Ag, betreffend das Verschwinden des Ausdrucks [Qcr cj (durch 
Einsetzen von v Grössen erster Stufe (\. . . c«, während Q eine spezielle Form 
des Quotienten darstellt), dessen weitere Bedeutung von Grassmann zwar 
erkannt, aber nur in einer Anmerkung durch einige Hinweise angedeutet 
wurde. In diesem Satze liegt die Lösung der Aufgaben, die quadratische 
Form ZayyXxX^ durch eine reelle lineare homogene Substitution von der 
Determinante 1 auf eine Summe von n Quadraten zurückzuführen, ferner 
eine quadratische Form ZaxjXyXj durch eine reelle Substitution, bei der 
die Form £xr^ invariant bleibt, auf eine Summe von Quadraten zurück- 
zuführen, sodann die Hauptaxen der QO* Mannigfaltigkeiten zweiten Grades 
2axj x,eXj '^ const. des 72« zu bestimmen. Er schliesst in sich das Sylvester- 
sche Trägheitsgesetz der quadratischen Formen und führt dadurch direkt 
zu dem Sturm sehen Satze über die Wurzeln algebraischer Gleichungen. 
Hier, wie in so vielen anderen Fällen, zeigt sich recht deutlich, wie die 
Ausdehnungslehre berufen ist, das durch geflissentliche Yerschmahnng geo- 
metrischer Hilfsmittel seitens der modernen Analysis und analytischer Hilfs- 
mittel seitens der synthetischen Geometrie zum Schaden beider Zweige der 
Mathematik gelöste Band wieder zu knüpfen, und zwar nicht künstlich, 
wie durch die ältere analytische Geometrie, sondern in einfachster, natur- 
gemässer Form. 
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Bis hierher bewegen sich die Stadien der Herausgeber auf solchen Ge- 
bieten der A), die schon früher vielfache Beachtung, Anwendung und 
Würdigung gefunden hatten. Dagegen harrten die Schlusskapitel des 
Werkes über Differentialrechnung,'^ unendliche Beihen und Integralrechnung 
noch der Durchforschung, und es war darüber im allgemeinen nur be- 
kannt, was Lie (irren wir nicht, noch im Anschluss an direkten Meinungs- 
anstausch mit Grassmann) in dem von den Math. Annalen (Bd. 14) ge- 
gebenen Nekrologe Grassmanns (und anderweitig) über die Bedeutung 
dieses Teiles der A^ für das Pf äff sehe Problem ausgesprochen hatte. Die 
emgehende Untersuchung, welche auch dieser Teil der Ag samt seiner Be- 
deutung für das ebengenannte Problem jetzt erfahren hat, führt zu folgen- 
der Charakterisierung der letzteren: Grassmanns Verdienst besteht zu- 
nächst darin, dass er die Invariantentheorie einer beliebigen Pf äff sehen 
Gleichung bis zu einem gewissen Grade vollständig entwickelt hat ... Er 
hat die Kriterien angegeben, an denen man erkennen kann, auf welche der 
beiden möglichen Normalformen eine vorgelegte Pfaffsche Gleichung ge- 
bracht werden kann. Auch die Frage, unter welcher Bedingung die Normal- 
form, auf die der Pfaffsche Ausdruck ZH^dx^i gebracht werden konnte, 
anf einen Ausdruck mit n Differentialen, aber nur 2n — 1 Veränderlichen 
zorückführbar ist, wird von Grassmann beantwortet, und es fehlt nur 
noch die Ausführung einer letzten, erst von C leb seh erkannten Verein- 
fachung. Aber auch ohne diese „bleibt das, was Grass mann für die 
Invariantentheorie eines Pf äff sehen Ausdrucks geleistet hat, höchst be- 
achtenswert .... und gerade in Bezug auf die Richtigkeit und Vollständigkeit 
der (oben erwähnten) Kriterien steht Clebsch wesentlich hinter Grassmann 
zurück." Dagegen hat Grassmann hinsichtlich der Aufstellung der Normalform 
einer vorgelegten Pf äff sehen Gleichung nur gezeigt, dass sie durch Integration 
einer Reihe gewöhnlicher Differentialgleichungen geleistet werden kann, nicht 
aber untersucht, ob sich die Ordnung der erforderlichen Integrationen redu- 
zieren lässt, eine von Clebsch und Natani aufgenommene, aber erst 
später zimi Abschluss gebrachte Frage. Nebenbei wird rühmend hervor- 
gehoben, was Grassmann hierbei für die Theorie gewisser mit dem 
Pf äff sehen Problem zusammenhängender Gleichungssysteme geleistet hat. 
Endlich wird auch am Schlüsse des ganzen Anhanges der „Symbolik" 
Grassmanns gedacht, die ihn ja auch zu diesen „eine seiner schönsten 
Leistungen" bildenden analytischen Resultaten geführt hat. Es wird an- 
erkannt, dass dieselbe „der Jacobi-Cayleyschen vollständig ebenbürtig, 
ja sogar insofern überlegen ist, als die Grassmann sehen Symbole inmier 
nnmittelbar an den Pf äff sehen Ausdruck erinnern, aus dem sie gebildet 
sind, während das Symbol (1, 2, ... 2//) als solches gar keine Beziehung 
zum Pf äff sehen Problem erkennen lässt. Deshalb ist auch die Grass- 
mann sehe Symbolik ohne weiteres auf Systeme von Pf äff sehen Gleichungen 



* abgesehen von der Anwendung auf Funktional-, H e s s e sehe Determinanten 
^d weitere Bildungen der neueren Algebra in des Referenten „Raumlehre'' II, S. 145 flg. 
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anwendbar, was bei der Jacobi-Cayley sehen nicht der Fall ist." — 
Vorzüge dieser Art sind es gerade, welche überhaupt die vom Referenten 
von Anfang an betonte Überlegenheit der Grassmann sehen Operationen 
über jede andere konkurrierende Symbolik begründen. Dass auch in diesem 
Abschnitt der A^ einige Einschränkungen sowie Verbesserungen ndtig ge- 
worden sind^ welche letztere zum Teil die heute geforderte Strenge der Be- 
gründung betreffen, wird in den „Vorbemerkungen" mit Recht als ein auf 
den allgemeinen Standpunkt der damaligen mathematischen Forschung zurück- 
zuführender, den Wert des Ganzen aber nicht im mindesten verringernde: 
Umstand bezeichnet. Nicht unerwähnt darf bleiben ^ dass der ganze das 
Pf äff sehe Problem betreffende Abschnitt noch eine besondere Darstelhmg 
in der Sprache der gewöhnlichen Analysis erfahren hat, wodurch die Be- 
deutung dieser Leistung Grassmanns auch solchen Mathematikern ver- 
ständlich gemacht wird, die sich von seiner Symbolik fernhalten wollen. 
Mit dem vorliegenden Halbbande ist das Gebäude der Ausdehnungs- 
lehre, wie Grassmann es schuf, im wesentlichen vollendet. In den folgen- 
den Bänden wird es sich nur noch um Erweiterungen und Anwendungen 
dieses Systemes handeln. Was den Zusammenhang desselben mit der 
anderweitigen mathematischen Litteratur betrifft, so geben, wie schon oben 
bemerkt, die „Anmerkungen" mehrfache Auskunft über Punkte, in denen 
die Grassmann sehe Forschung sich mit neueren, unabhängig von ihr ent- 
wickelten Theorien und Resultaten, namentlich der Transformationstheorie, 
berührt. Diese Bemerkungen können natürlich nur als Proben des an 
dieser Stelle vom Referenten bereits dargelegten viel grösseren Reichtoins 
derartiger Beziehungen angesehen werden, dessen vollständige Berücksichtigiing 
allerdings den Rahmen der ganzen Publikation überschritten hätte. Ebenso 
ist, abgesehen von zwei oder drei Zitaten, nichts erwähnt, woraus anf 
eine Beeinflussung der späteren mathematischen Forschung durch die Ans- 
dehnungslehre geschlossen werden kann. Auch derartige Zusätze in nur 
annähernder Vollständigkeit zu verlangen, wäre unbillig, und wir erwähnen 
diesen Umstand nur, weil bei dem bisher streng retrospektiven Charakter 
des historischen Beiwerks dieser Publikation gerade jene vereinzelten Zitate, 
verbunden mit der S. VII ausgesprochenen Hoffnung, dass die Aj in Zu- 
kunft mehr wirken werde als bisher, bei dem nicht orientierten Leser vo^ 
läufig eine unrichtige Meinung von der bisherigen Wirkung des Werkes er- 
wecken können. — Auch wir schliessen uns der obigen Hoffnung an, nach- 
dem in der vorliegenden Ausgabe der A, alles Wünschenswerte geschehen 
ist, ihr Studium zu erleichtern. Freilich, wer die Mühe scheut, sich Übung 
in der Handhabung der Grass m an nschen Rechnungsoperationen anzueignen, 
und gewissermassen rechnerisch „umzulernen*', für den wird es bequemer 
sein, in den gewohnten Geleisen mit Umwegen weiter zu arbeiten. Dass 
aber derartige Schwierigkeiten bei gutem Willen überwunden werden 
können, beweisen die Erfolge der viel unbequemer zu handhabenden Quater- 
nionen im Auslande, beweist die auch in Deutschland beständig wachsende 
Zahl jüngerer Mathematiker, die mit Grass man nschen Methoden arbeiten. 
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Das Gresamtorteil, welches der Herausgeber Herr Engel in den „Vor- 
bemerkungen" über die A^ auf Orund seines eingehenden Stadiums derselben 
unter den Gesichtspunkten der neuesten mathematischen Forschung fällt, 
laatet: „Gegenüber der ersten Ausdehnungslehre (von 1844) bezeichnet die 
zweite einen sehr wesentlichen Fortschritt, der sich nicht nur in der 
grösseren Mannigfaltigkeit des Inhalts bemerklich macht, sondern nament- 
lich auch in dem ganzen Aufbau. Die Ausdehnungslehre von 1844, so 
geistreich sie auch ist, steht doch auf keiner ganz sicheren Grundlage; die 
Gmndbegrifre, von denen Grassmann darin ausgeht, sind so allgemein 
mid daher so inhaltlos, dass sie zum Aufbau eines wirklichen Systems nicht 
genügen, und Grassmann muss, um zu einem solchen zu gelangen, später 
stillschweigend in seine Gnmdbegriffe viel mehr hineinlegen, als die ur- 
sprünglich von ihm au%estellten Erklärungen besagen. Ganz anders in 
der zweiten Ausdehnungslehre. Hier verzichtet Grassmann von vornherein 
darauf, sein System unabhängig von der Analysis zu entwickeln. Indem er aus 
der Elementarmathematik das Rechnen mit unbenannten und benannten Zahlen 
Toraussetzt, stellt er den Begriff der extensiven Grösse auf und entwickelt 
sein ganzes System aus diesem Begriffe auf Grund einer Reihe von Defi- 
nitionen über die Verknüpfong der extensiven Grössen mit den Zahlgrössen 
und untereinander. Auf diese Weise begründet er die Sätze der ersten 
Alisdehnungslehre ganz von neuem und völlig einwandfrei und erweitert zu- 
gleich das Gebiet für die Anwendbarkeit seines Kalküls ganz ausserordent- 
lich. — Man kann über die Zweckmässigkeit und Über die Vorteile des 
Rechnens mit extensiven Grössen verschiedener Meinung sein; niemand aber 
wird leugnen können, dass die Wissenschaft der extensiven Grösse, wie sie 
Grassmann in seiner zweiten Ausdehnnngslehre entwickelt hat, ein 
kunstvoll und folgerichtig aufgeführtes Gebäude bildet, das keine Lücken 
zeigt . . . Unrichtigkeiten und Versehen finden sich eine ganze Reihe, 
aber sie sind alle von untergeordneter Bedeutung und betreffen niemals den 
Kern des Ganzen: sie alle sind zur Genüge dadurch erklärt, dass Grass- 
mann bei der anstrengenden Thätigkeit seines Berufes nicht die Zeit fand, 
jede kleine Einzelheit, jede Verweisung auf frühere Sätze und dergleichen 
noch einmal genau nachzuprüfen. In Kleinigkeiten konnte er irren, das 
Ganze übersah und beherrschte er vollständig. Man kann in dieser Hinsicht 
anch auf Grassmann die Worte anwenden, die Les sing in seinem Laokoon 
über Winkelmann sagt: Es ist kein geringes Lob, nur solche Fehler be- 
gangen zu haben, die ein jeder hätte vermeiden können." — Dieses Urteil 
ehrt in gleichem Maße^ wie den Schöpfer des Werkes, auch den Heraus- 
geber, der die bei seinem heterogenen Studienkreise doppelt anzuerkennende 
Mühe nicht scheute, durch alle Schwierigkeiten bis zu derjenigen geistigen Be- 
wältigung des Werkes durchzudringen, als deren Frucht wir obiges Urteil anzu- 
sehen haben. 

Nachträge zur Besprechung des ersten Teils. 

1. Nach einer gefälligen Mitteilung des Herrn Killing sind in den 
Weierstraßschen Vorlesungen (nach 1867) die Hinweisungen auf die 
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Ausdehnungslehre, speziell auf den Gebrauch des äusseren und des inneren 
Produktes in der Theorie der Bewegung eines starren Körpers und in der 
Kreislehre, umfangreicher gewesen, als die Darstellung des Textes ver- 
muten lässt. Auch hatten die Bemerkungen des Herrn Weierstraß hin- 
sichtlich des Verhältnisses der algebraischen Analysis zur Theorie der 
mehrfachen Einheiten nicht sowohl den Zweck, die Berechtigung der letzteren 
anzufechten, als die Möglichkeit eines von diesen Einheiten völlig unab- 
hängigen Aufbaues der ersteren darzuthun, während im übrigen die Vor- 
teile der letzteren gelegentlich ausdrücklich hervorgehoben wurden. 

2. Die Herren Molenbroek (Haag) und Kimura (New-Haven) 
haben im Jahre 1895 die Gründung einer internationalen Gesellschaft znr 
Förderung der Vektorentheorie (Quatemionen und Ausdehnungslehre) angeregt 
Im Auslande ist dieser Plan beifällig begrüsst worden, z. B. von Peano 
in der „Riv. Mat." V, 169 (1895) und von Macfarlane in der „Science** 
III, 99 (1896). Die in Lübeck abgehaltene Jahresversammlung der „Deut- 
schen Mathematiker -Vereinigung" sprach demgegenüber ihre Bedenken 
gegen die Stiftung eines derartigen Vereins aus, „der lediglich den 
Zweck habe, einen sehr eng begrenzten Teil des mathematischen 
Wissens zu fördern." 

3. Eine Sammlung von Vorlesungen, welche in erster Linie bestimmt 
sind, Studierende an technischen Hochschulen in weniger zugängliche 
wichtige Kapitel der höheren Mathematik einzuführen, und neben der 
Theorie auch Anwendungen auf Physik und Technik bieten, ist unter dem 
Titel „Higher Mathematics, A text-book for classical and engineenng 
Colleges, ed, by Merriman (Lehigh üniversity) and Woodward (Columbia 
College)" 1896 bei John Wiley & Sons, New-Yorkund Chapman ^'Hall, 
London erschienen. In dieser Sammlung ist „Grassmanns Space Analysis^ 
durch eine Arbeit von E. W. Hyde, „Vector Analysis and Quatemions" 
durch eine solche von A. Macfarlane vertreten. 

4. Vorlesungen über die Ausdehnungslehre hielt Dr. IL Zindler im 
Sommer 1893 an der Universität in Graz, Winter 1894/95 desgleichen 

i^ ^^i«°' V. Schlegel. 

GoLDscHEiDER, Franz, Über die Gausssche Osterformel, Programm. 
Berlin 1896. 
Der Verfasser, der sich bereits durch eine Progranunabhandlung über 
das Reziprozitätsgesetz der achten Potenzreste (Berlin, 1889) vorteilhaft be- 
kannt gemacht hat, giebt in der vorliegenden Arbeit mehr als der Titel 
verspricht. Er beginnt mit einer sehr klar geschriebenen Übersicht über 
die geschichtliche Entwicklung der Bestimmungen über das Osterfest, wie 
sie in solcher Vollständigkeit noch nicht gegeben worden ist. Diese Be- 
stimmungen waren anfangs sehr umständlich und in den verschiedenen 
Ländern sehr verschieden, bis zur Zeit Karls des Grossen die alexandrinische 
Osterberechnung durchdrang, die noch gegenwärtig in der griechischen Kirche 
in unveränderter Geltung ist. Ihr liegen die beiden nur angenähert 
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richtigen Annahmen zu Grunde, dass das Jahr 365% Tage hat und dass 
235 Mondmonate gleich 19 Sonnenjahren sind. Im Laufe der Zeit zeigte 
sich, dass das so berechnete Osterfest sowohl vom wirklichen Frühlings- 
anfange als vom Vollmonde sich entfernte, und das war ein Hauptgrund 
für die Ealenderverbesserung, die Papst Gregor XELI im Jahre 1582 zustande 
brachte. In kunstvoller Weise versuchte eine Kommission von Gelehrten, 
unter denen in erster Linie der bekannte Mathematiker Clavius S. J. zu 
nennen ist, diesem Übelstande abzuhelfen, ohne jedoch einen vollkommenen 
Ansgleich zu ünden. Die Einführung des neuen Kalenders stiess bekannt- 
lich auf grosse Schwierigkeiten, und zwar war es gerade die neue Be- 
rechnung des Osterfestes, die vielfach Anstoss erregte. Die evangelischen 
Staaten Deutschlands nahmen zwar, wesentlich auf Veranlassung von 
Leibniz, im Jahre 1700 den neuen Kalender an, machten jedoch den Vor- 
behalt, dass die Berechnung des Osterfestes nicht nach der zyklischen 
Rechnung, sondern astronomisch erfolgen sollte, wobei sie sich sonderbarer 
Weise auf die Bestimmungen des Concils von I^icaea beriefen. Erst 
Friedrich dem Grossen gelang es im Jahre 1776, die volle Annahme des 
Gregorianischen Kalenders für das ganze Deutschland durchzusetzen. 

Die Berechnung des Osterfestes war eine sehr umständliche Operation, 
sie erforderte die Kenntnisse einer Reihe von Tabellen, welche die Sonntags- 
buchstaben, den Sonnenzirkel, die goldenen Zahlen, die Epakten u. s. w. 
enthielten. Es war deshalb ein wesentlicher Fortschritt, als Gauss im 
Jahre 1800 eine einfache Formel angab, die es gestattete, direkt aus der 
Jahreszahl für die Zeit von 1700 bis 1899 das Datum des Ostersonntages 
zu berechnen. Gauss gab femer eine allgemein gültige Formel, in der 
zwei Hilfszahlen, M und N auftreten, die für jedes Jahrhundert besonders 
zu berechnen sind, ebenfalls nach einer einfachen Formel. Alle diese 
Formeln werden von Goldscheider sorgfaltig bewiesen. 

Jene Hilfsformel hatte Gauss, durch ein fehlerhaftes chronologisches 
Buch veranlasst, nicht richtig angesetzt, in ihr ist die Zahl p nicht als 
[kt 3], sondern als [(8 Ä -f 13) : 25] zu definieren, was freilich bis zum 
Jahre 4200 keinen Unterschied macht. Eine Berichtigung seiner Formel 
hat Gauss selbst 1816 veröffentlicht (Zeitschrift für Astronomie und 
verwandte Wissenschaften, herausgegeben von B. v. Linden au und J. G. 
P. Bohnenberger. Bd. I. S. 158). „Diese Berichtigung ist dem 
Herausgeber von Gauss' Werken entgangen; man liest daher im 
Bd. VI im Text die Zahl p definiert als \lc : 3], dazu aber die Anmerkung, 
dass bei Gauss sich die handschriftliche Bemerkung findet: p wird be- 
stimmt als Quotient bei der Division von 8 /c -f 13 durch 25, ohne dass 
in den Bemerkungen des Herren Schering irgend eine Andeutung über 
den hiemach recht unklaren Sachverhalt zu finden ist/' Auffallend ist 
anch, dass Bd.VI S. 79 bei der Ausnahme I die Jahre 1609, 1989, S.85 
dagegen die Jahre 1609, 1981 angegeben sind; Gauss ist an diesem Irrtum 
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Dem vorliegenden interessanten Programm soll noch ein zweites folgen, 
in dem der Verfasser eine Reihe von Fragen als Anwendung der Gauss- 
schen Formel behandelt. ),Die yerwickelte Gestalt unseres Kalenders^, 
sagt er, „giebt in der That Veranlassung zu einer fast unübersehbaren 
Menge von Aufgaben; das ist freilich auch der einzige Lichtpunkt darin." 
Femer soll über das Schicksal der Gauss sehen Formel berichtet werden, 
die anfangs keineswegs die gebührende Beachtung fand; mussten doch im 
Jahre 1805 die in Berlin gedruckten Kalender wieder eingezogen werden, 
weil die Verfertiger, darunter der Astronom Bode, das Osterfest falsch 
angesetzt hatten. Wir sehen diesem zweiten Teile mit Spannung entgegen. 

. . Stackel. 

Euclidis Data cum commentario Marini et scholiis antiquis edidit Hekeicus 
Menge. Leipzig 1896. B. G. Teubner. LXII, 336 p. [Euclidis Opera 
omnia Vol. VI.] 

Gestützt auf Handschriften, deren älteste im zehnten Jahrhundert entstand, 
und auf mehrfache Ausgaben und Übersetzungen hat nunmehr Herr Menge 
die Daten Euklids dessen von Herrn Heiberg veröffentlichten Elementen und 
optischen Schriften nachfolgen lassen. Wie die Elemente in zwei Lesarten 
vorhanden sind, einer von Theon von Alexandria herrührenden und einer 
vortheonischen, so ist es auch den Daten ergangen, und es gehörte za 
der Aufgabe des Herausgebers, den euklidischen Text von den theonischen 
Veränderungen, die bereits in einer bologneser Handschrift des elften Jahr 
hunderts sich kenntlich machen, zu unterscheiden. Wie weit dieser tex- 
kritischen Aufgabe genügt ist, müssen Philologen entscheiden, mathematische 
Gründe H. Menges Auswahl anzuzweifeln haben wir nicht. Theon hat, ine 
Herr Menge zeigt, bei seiner Ausgabe ganz andere Zwecke verfolgt, als sie 
gegenwärtig als selbstverständlich gelten. Es war ihm viel weniger daran 
gelegen, mit Hilfe der besten Handschriften, die zu beschaffen waren, den 
echten Wortlaut Euklids herzustellen, als alexandrinischen Zeitgenossen, 
welche für Mathematik sich interessierten, den Inhalt der Daten wie vorher 
der Elemente zu übermitteln, bei den Elementen erläuternd und erweiternd, 
bei den Daten äuSserste Kürze anstrebend. Pappus hatte sich ein Jahr- 
hundert vor Tbeon eingehend mit den Daten beschäftigt. Von einer Be- 
schäftigung mit den Daten nach Theon wissen wir durch Proklas, durch 
dessen Schüler Marinus, der eine gleichfalls von Herrn Menge herausgegebene 
Einleitung in die Daten (denn das ist seine Abhandlung weit eher als ein 
Kommentar zu den Daten) verfasste, durch Eutokius, durch Olympiodor. 
Wir wissen auch , dass die Daten im zehnten Jahrhunderte zu den Arabern ge- 
langten und einen Abschnitt ihrer mittleren Bächer bildeten. Herr Menge 
erzählt dann in seiner Einleitung weiter von den 'Ausgaben und Über- 
setzungen der Daten seit Georg Valla. Alle diese Vorarbeiten wurden ßir 
Herstellung der neuen Ausgabe dienstbar gemacht, wie wir schon oben 
gesagt haben. ^^^^^^ 
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Das Delische Problem von Prof. Ambros Sturm (Fortsetzung). Linz 1896. 
Verlag des k, k. Gymnasiums Seitenstetten. S. 57—97. 
Wir haben Bd. 41 Histor. litter. Abtlg. S. 76 — 77 über die erste Ab- 
teilung dieser Arbeit berichtet. Es ist uns eine angenehme Pflicht, imsere 
Leser heute mit der zweiten Abteilung bekannt zu machen, welche das 
Delische Problem in der Alexandrischen Periode behandelt. Wir werden 
allerdings so wenig wie bei der ersten Abteilung des ganzen im allgemeinen 
bekannten Inhaltes gedenken, sondern wie damals uns auf Einzelheiten be- 
schranken. Herr Sturm bespricht die Frage nach der sprachlichen Echtheit 
des Briefes und des Epigramms des Eratosthenes und bejaht sie. Er be* 
tont dabei, dass schon in jenem Briefe von der Notwendigkeit bei Her- 
stellung von Kriegsmaschinen die Würfelverdoppelung leisten zu können 
die Bede sei, sodass das praktische Bedürfiiis und nicht die theoretische 
Schönheit der Aufgabe in den Vordergrund tritt. Noch wichtiger ist die 
Bemerkung, dass diejenigen Lösungen des Delischen Problems, welche man 
Heron und Philo zuzuschreiben pflegt, ursprünglich von Apollonins her- 
rühren, der durch einen Kreis und eine Hyperbel das Gleiche erzielt haben 
dürfte, was spätere durch Bewegungsgeometrie sich verschafften. Die gleiche 
Ansicht hat Montucla ausgesprochen. Keimer 1798 (De cubi duplicatione 
pag. 128—129) nicht ganz verworfen. Wir geben zu, dass Eutokios und 
Philoponos gewichtige Gewährsmänner dafür sind, dass man die bewegungs- 
geometrische Lösung Herons bis auf ApoUonius hinauf datiere; wahr ist 
auch, dass Pappus von einer Analyse der Aufgabe durch ApoUofihi^s 
mittels Kegelscfinitte gesprochen hat. Die Restitution dieser Analyse unter 
Anwendung einer Hyperbel, wie Montucla und Herr Sturm sie ftir wahr- 
scheinlich halten, beruht dagegen auf keinerlei alten Angabe und hat nur 
den Wert einer Vermutung. Beiläufig bemerken wir, dass sich hier bei 
Herrn Sturm S. 73^ Zeile 1 ein Druckfehler eingeschlichen hat. Die dortige 
Proportion muss heissen: ai y ^=^ x ih, Herr Sturm widmet einen ganzen 
Paragraphen der von Pappus überlieferten und am Anfange seines dritten Buches 
getadelten näherungsweisen Würfelverdoppelung. Mit Herrn S. Günther 
nimmt er an , jenes an sich unrichtige Verfahren habe in wiederholter An- 
wendung zu brauchbaren Werten geführt. Ohne solches in Abrede zu 
stellen, bemerken wir nur, dass von einer Wiederholung des Verfahrens 
nirgend die Bede ist. Dass wir aber mit dem Verfasser des diesjährigen 
Programmes nicht immer übereinstimmen, thut dem Werte der Abhandlung 
als solcher keinen Abbruch, und wir können sie gleich der vorhergehenden 
unseren Fachgenossen nur dringend empfehlen. Cantor. 

Die Arithmetik des Elia Misrachi. Ein Beitrag zur Geschichte der 
Mathematik von Gustav Wertheim, Professor an der Realschule 
der israelitischen Gemeinde zu Frankfurt a. M. Zweite verbesserte Aus- 
gabe. Braunschweig 1896. Friedrich Vieweg und Sohn. 68 S. 
Ans der Programmabhandlung von 1893, welche wir Bd. 39 Histor. 

litter. Abtlg. S. 16 — 17 unseren Lesern empfehlen durften, ist ein Bändchen 
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geworden, welches mit gatem Rechte sich als verbesserte Aasgabe be- 
zeichnet. Herr Wertheim hat noch mehr, als es in jenem Programme statt- 
fand, die 1534 erstmalig gedruckte Schrift mit zu Lebzeiten ihres Ver- 
fassers Vorhandenem verglichen. Er hat Paciuolo, Chuquet, Widmann von 
Eger, Ohristoff Rudolff durchstöbert, um Ähnlichkeiten mit Misrachi zn 
entdecken, und er hat so sicher zu stellen gewusst, dass um 1500 ge- 
wisse Kenntnisse, gewisse Aufgaben in ganz Europa vom äussersten. Osten 
zum äussersten Westen bekannt gewesen sind, die überall vorkommen und 
in dieser Allgemeinheit der Verbreitung nicht als Beweis dienen können, 
dass ein später lebender A einen Vorgänger B gekannt haben muss, weil 
er sein Wissen ebensogut einem 0, 7) u. s. w. entlehnt haben kann. Herr 
Wertheioi hat femer die Induktionen, deren Misrachi sich bediente, um ge- 
wisse Reihen zu summieren, auf ihre Richtigkeit geprüft und dadurch eine 
Anzahl von interessanten Sätzen gewonnen, welche künftig der Mittelschule 
als willkommene Beispiele dienen können. Neu sind endlich manche An- 
merkungen, unter denen wir die auf S. 16 hervorheben, dass im Talmud 
(Aboda Sara 9b) die Teilbarkeitsregel für 7 sich finde, nach welcher der 
Rest einer Zahl ftlr den Divisor 7 ermittelt werde, wenn man vor der 

Division jedes Hundert durch 2 ersetze. 

Cantor. 



Intorno alla vita ed ai lavori dl Tito Li\io Bnratiiii, fisico Agordino 
del secolo XVII. Studi e ricerche di Antonio Favaro. Venezia 1896. 
Estratto ds^Ue Memorie del R. Institute Veneto di scienze, lettere 
ed arti. Volume XXV, Nr. 8, 140 p. 

Die Frage, wer Tito Livio Buratini von Agorda sei, und wodurch 
er sich einer ihm gewidmeten Sonderuntersuchung würdig gemacht habe, 
ist eine vollberechtigte. Hat doch erst Herr Favaro diesen Gelehrten 
wieder entdeckt, dessen Verdienste durchaus in Vergessenheit geraten 
waren. Buratini ist zwischen 1610 und 1620 geboren, 1682 gestorben. 
Er hat 1639 einen mehrjährigen Aufenthalt in Egypten genommen, lebte 
später in Polen, wo er eine Stellung einnahm, welche man etwa die eines 
Münzdirektors nennen kann, und der er das polnische Bürgerrecht, den 
Adelstand, den Reichtum verdankte, die ihm aber auch Anklagen und 
Feindschaften zuzog. Buratini hat wahrscheinlich unabhängig von ähnlichen 
Gedanken, welche by Huyghens und in England zu Tag traten, seit 1645 
und besonders in seiner Misura universale von 1675 die Länge des 
Sekundenpendels als allgemeine Maßeinheit, als mviro caiolico, empfohlen. 
Er hat eine Flugmaschine erfunden. Er hat vor dem 4. Juli 1665 die 
Venusftecken beobachtet, deren Entdeckung ihm angehört. Er hat mit 
hydraulischen wie mit mikroraetrischen Arbeiten sich erfolgreich beschäftigt. 
Man darf daher durchaus damit einverstanden sein, dass Buratini der ihm 
gebührende Platz in der Geschichte der Wissenschaften wieder eingeräumt 



Digitized by VjOOQIC 



Rezensionen. 197 

werde ^ kein Platz unter den Grössen ersten Banges, aber immerhin unter 
den Männern, die sich nach mehr als nur einer Richtung hin verdient 
gemacht haben. ^antoe. 

Hoene Wronski. Jego zycie i prace napisal S. Dickstein. Z portretem 
wronskiego i podobniza jego pisma. W Krakowie nakladem Akademii 
umiej etnosci. 1896. 
Herr Dickstein hat seit 1892 zahlreiche sich aneinander anschliessende 
Aufsätze veröffentlicht, in welchen er die Leser mit den Leistungen Wronskis 
bekannt machte. Der erste dieser in französischer Sprache in Eneströms 
Bibliotheca mathematica erschienenen Aufsätze begann mit der Erklärung, 
Herr Dickstein wolle keine Biographie Wronskis schreiben. Der Verfasser 
scheint inzwischen anderer Meinung geworden zu sein, denn der 368 Seiten 
starke Band, welcher uns vorliegt^ düi*fte eine Lebensgeschichte und 
Würdigung Wronskis enthalten. Wir drücken uns so vorsichtig aus, weil 
uns die polnische Sprache, in welcher der Band abgefasst ist, durchaus 
fremd ist. Da uns indessen kein Mitarbeiter unserer Zeitschrift bekannt 
ist, der jene Sprache beherrschte, so sahen wir uns lieber zu einer einfachen 
Anzeige, dass ein solches Werk vorhanden sei, veranlasst, als dass vnr 
ganz darüber geschwiegen hätten. Cantor 



Festschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich 1746—1896. Den 
Teilnehmern der in Zürich vom 2. bis 5. August 1896 tagenden 
79. Jahresversammlung der Schweizerischen Naturforschenden Ge- 
sellschaft gewidmet. Li zwei Teilen. L mit 6 Tafeln, 274 S. 
II. mit 14 Tafeln, 698 S. Zürich 1896. Druck von Zürcher und 
Furrer. 
Die in Zürich wohnenden Mathematiker und Naturforscher hatten in 
kurzem Zwischenräume zwei Gedenktage zu begehen, welchen sie je eine 
Festschrift widmeten. Im Jahre 1894 [vergl. diese Zeitschrift Bd. 40, Histor. 
litter. Abtlg. S. 139 — 140] feierte die Gesellschaft ehemaliger Studierender 
der Eidgenössischen polytechnischen Schule ihr 25 jähriges Bestehen, im 
Jahre 1896 durfte die naturforschende Gesellschaft in Zürich auf ein 
150 jähriges Bestehen zurückblicken. Zwei Bände stattlichen Umfangs haben 
dieser Feier ihr Dasein zu verdanken, ein erster geschichtlicher Band, ein 
zweiter mit Abhandlungen des verschiedensten Inhaltes aus der Feder 
gegenwärtiger und ehemaliger Mitglieder. Wir nennen die Überschriften der in 
dem zweiten Bande enthaltenen acht mathematischen Beiträge: Elwin Bruno 
Christoffel, Die Konvergenz der Jacobischen ^-Beihe mit den Moduln 
Riemanns. Jerome Franel, Sur la fonction $ (t) de Riemann et son 
Application a l'arithmetique. Georg Frobenius, Zur Theorie der Schaaren 
büinearer Formen, Carl Friedrich Geiser, Das räumliche Sechseck 
^d die Kummersche Fläche. Adolf Hurwitz, Über die Kettenbrüche, 
deren Teilnenner arithmetische Reihen bilden. Theodor Reye, Beweis 
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einiger Sätze von Chasles über konfokale Kegelschnitte. Ferdinand Budio, 
Zur Theorie der Strahlensysteme, deren Brennflächen sich aus Flachen 
zweiten Grades zusammensetzen. Heinrich Weber, Darstellung der 
Fresnelschen Wellenfiäche durch elliptische Funktionen. Als Verfasser des 
ersten Bandes, der die Geschichte der naturforschenden Gesellschaft erzahlt, 
nennt sich eine dreiköpfige Druckschriftenkommission, gebildet aus den 
Herren Albert Heim, Arnold Lang, Ferdinand Rudio; wir glauben 
kaum irre zu gehen, wenn wir dem zuletztgenannten den Löwenanteil an 
der schönen Arbeit zuschreiben, welche in dem engen Rahmen der Ge- 
schichte einer einzelnen Gesellschaft Wissenswürdiges über Unterrichts- 
verhältnisse und über die Entwickelung der Wissenschaften in und auch 
ausserhalb der Schweiz seit anderthalb Jahrhunderten mitteilt. Die Aas- 
stattung beider Bände ist eine vorzügliche. Man merkt ihr deutlich ao, 
dass ausserordentliche Mittel zur Herstellung der Festschrift in reicher Weise 
zur Verfügung standen. _ Cantor. 

Lelirbncli der Elementargeoinetrie von J. Henrici, Professor am Gymna- 
sium zu Heidelberg, und P. Treutlein, Direktor des Realgymna- 
siums zu Karlsruhe. IL Teil. Abbildung in verändertem Maße. 
Berechnung der Grössen der ebenen Geometrie. 2. Auflage mit 188 Fi- 
guren in Holzschnitt imd einem Kärtchen. Leipzig 1897. B. G. Tenbaer. 
IX, 248 S. 
Der 1882 erschienenen, Bd. 28 dieser Zeitschrift Histor. litter. Abtlg. 
S. 68— 69 angezeigten ersten Ausgabe ist nun die ^weite gefolgt, nachdem 
schon 1891 eine zweite Auflage des ersten Bandes nötig geworden. Per 
Gang hat sich nicht geändert, wie es bei einem Schulbuche mehr als bei 
irgend einem anderen Werke sich als unerlässlich erweist. Im einzahlen 
mögen da und dort kleine Feilstriche dem Benutzer des Buches bemerkbar 
werden. Neu und solchen Lehrern, welche das Bändchen ihrem Unter- 
richte zu Grunde legen wollen, gewiss willkommen ist eine in dem Vor- 
wort gegebene Gebrauchsanweisung, welche der Meinung entgegentritt, als 
dächten sich die Verfasser, man müsse das Buch genau in der beim Druck ein- 
gehaltenen Reihenfolge durchnehmen, und welche entsprechende Yorsehlage 
macht, wie man es in dieser Beziehung beim erstmaligen und beim wiede^ 
holten Durchnehmen zu halten habe. n.„^r^» 

l^ArfTOK. 



Arithmetik und Algebra von Dr. Hermann Schubert, Professor an der 

Gelehrtenschule des Johanneums in Hamburg. Beispielsammlnng 

zur Arithmetik und Algebra. Leipzig 1896. G.J.Göschen. 

171 S. und 134 S. 

Das bekannte und in dieser Zeitschrift erstmalig im 28. und 29. 

Bande besprochene Elementarwerk Schuberts ist nunmehr in neu stilisierter 

Fassung in die Sammlung Göschen übergegangen. Alles, was wir früher 

zum Lobe des Buches sagten, bleibt noch heute bestehen. Cantor. 
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ßk Grandlage der modernen Wertlehre: Daniel Bernoulu, Ver- 
such einer neuen Theorie der Wertbestimmung von Glücksfällen 
(Spedmen Uteorie novae de Mensura Sortis) aus dem Lateinischen 
übersetzt und mit Erläuterungen versehen von Prof. Dr. Alfred 
Pringsheim, mit einer Einleitung von Dr. Ludwig Fick. Leipzig 1896 
bei Duncker & Humblot. 60 Seiten. [Brentano und Leser, Samm- 
lung älterer und neuerer staatswissenschaftlicher Schriften des In- 
und Auslandes Nr. 9.] 
Das sogenannte Petersburger Problem, welches seinen Namen daher 
entnahm, dass die massgebende Arbeit Daniel BernouUis in den Ver- 
öffentlichungen der Petersburger Akademie erschien, ist jedem Mathematiker, 
der nur einiges Interesse für Wahrscheinlichkeitsrechnung besitzt, zur Genüge 
bekannt. Weniger bekannt dürfte Bernoullis Abhandlung selbst sein, und 
eine mit Anmerkungen versehene Obersetzung von Herrn Frings he im füllt 
hier eine Lücke in glücklicher Weise aus. Keiner unserer Leser würde 
sich wundem, wenn der Abdruck in Ostwalds Klassikern der Exakten 
Wissenschaften erfolgt wäre. Zufällig, möchten wir sagen, ist das nicht 
geschehen. Die Herausgeber einer staatswissenschaftlichen Sammlung haben 
sich der Abhandlung früher erinnert, in welcher die raJcur nwralc die 
erste Berücksichtigung fand, und diesem umstände ist es zuzuschreiben, 
dass Herr Fick eine nationalökonomische Einleitung vorausschickte, welche 
dem Mathematiker erst recht erwünscht ist, da sie ihm die Möglichkeit 
gewährt, sich rasch und leicht einen Einblick in die moderne Wertlehre 
zu verschaffen. _ Cantor. 

C. G. J. Jacobi, Über die Bildnng nnd die Eigensehaften der Deter- 
minanten (De formatione et proprietatibus Determinantium) und 
Aber die Funktionaldeterminanten (De determinantibus funcüo- 
nalibus). 1841. Herausgegeben von P. Stackel. 73 und 72 S. Leipzig 
1896. Wilhelm Engelmann. [Ostwalds Klassiker der exakten Wissen- 
schaften Nr. 77 und 78.] 
Ausser den beiden in der Überschrift genannten Abhandlungen hat 
Jacobi noch eine dritte: De functumihns aUcrmmühns earumquc divisionc 
pn produdum c diffrrrnfiis rlementornm conflntum verfasst. Alle drei 
fanden ihren Abdruck 1841 im 22. Bande von Grelles Journal, alle drei 
sind von Herrn Stackel jetzt übersetzt. Wir sagen alle drei, denn auch 
die Abhandlung von den alternierenden Funktionen ist neben der über die 
Bildung imd die Eigenschaften der Determinanten in Heft 77 des Sanunel- 
werkes aufgenonmien. Man kann diese Aufsätze als die der Zeit nach 
älteste zusammenhängende Darstellung der Determinantenlehre bezeichnen, 
wenn auch einzelnen Sätzen derselben ein weit höheres Alter zukommt. 
Man kann im Einverständnisse mit dem Herausgeber auch heute neben und 
^elleicht vor zahlreichen Lehrbüchern der Determinantenlehre Jacobis licht- 
volle Darstellung besonders solchen Mathematikern zum Lesen anempfehlen, 
die mit dem Gebrauche der Determinanten schon vertrauter sind, rj * vtoe 
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ßrnndziige der Differential- und Integralrechnung von Dr. Otto Stolz, 
ord. Professor an der üniTersität zu Innsbruck. Zweiter Teil: 
Complexe Veränderliche und Funktionen. Mit 33 Figuren im Text. 
Druck und Verlag von B. 6. Teubner, Leipzig 1896. 

Das vorliegende Buch wird durch dieselben Vorzüge charakterisiert, 
die wir schon bei der Besprechung des ersten Teiles hervorgehoben haben, 
weshalb wir uns auf eine Inhaltsangabe beschränken kOnnen. Die beiden 
ersten Abschnitte behandeln die Differentialrechnung und zwar nach den 
Methoden von Lagrange und Cauchy. Im dritten Abschnitt folgt die 
Integration der einfachsten analytischen Funktionen. Besonders eingehend 
ist die Behandlung der rationalen Funktionen von jt und der Quadratwurzel 
einer Funktion zweiten Grades von x mit Hilfe der Methode von Weier- 
straß. Der vierte Abschnitt bringt die Theorie der bestimmten Integrale, 
der letzte den Cauchy sehen Integralsatz und einige Anwendungen desselben. 
Ein Anhang erörtert die Rektifikation der ebenen Kurven. 

Max Mever. 

Die geometi'ische Teilung des Winkels von Max Koenig, Regierungs- 
baumeister. Zweites Heft. Mit 11 Abbildungen auf einer litho- 
graphischen Tafel. Verlag von Georg Siemens, Berlin 1896. 

Im Anfang bemerkt der Verfasser, dass die im ersten Hefte aus- 
einandergesetzte Methode nur ein Näherungs verfahren sein soU. Es wäre 
jedenfalls praktischer gewesen, wenn er dies von vornherein betont hätte; 
nach seiner Darstellung musste man aber annehmen, dass er einen strengen 
Beweis liefern wollte. Im vorliegenden Hefte soll nun die mathematisch 
genaue Teilung eines Winkels in drei Teile mit Hilfe von Kreisen und 
geraden Linien gegeben werden ; in Wirklichkeit handelt es sich auch hier nur 
um eine Annäherungsmethode. Der Verfasser bringt zwar einen sehr um- 
ständlichen Beweis, der nur den einen Fehler hat, dass der letzte ent- 
scheidende Punkt nicht bewiesen wird. Bis der Verfasser dieses nachgeholt 
hat, können wir wohl auf eine Darstellung des Verfahrens verzichten. 

Max Meyeb. 

Index operum Leonard! Euleri coufectns a Johanne 6. Hagen S. J., 
Director speculae astronomicae CoUegii Georgiopolitani Washington 
D. C. Berolini 1896. Felix Dames. VHI und 80 S. gr. 8®. 
Mk. 2. — 

Vor fast fünfzig Jahren dächte die Petersburger Akademie ernstlich 
daran, eine Gesamtausgabe der Werke Eulers zu veranstalten; leider 
schreckte sie aber schliesslich doch vor den Kosten zurück und begnügte sich 
daher mit der Herausgabe der ;, Commentationes arithmeücae collectae^' 
und der „Opera postuma" in je zwei Bänden (1849 und 1862). T>^ 
Scheitern des ursprünglichen Planes kann man nur aufrichtig beklagen, 
denn eine solche Gesamtausgabe würde geradezu ein vollständiges Archiv 
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der Mathematik vom Anfange des achtzehnten Jahrhunderts bis zu Eulers 
Tode sein; was die Mathematiker dieser acht Jahrzehnte wussten und 
konnten, das findet sich ja nahezu alles bei Euler, und noch heutzutage 
lassen sich die Spuren der modernsten mathematischen Theorien meistens 
bis auf Euler zurückTerfolgen, was in vielen Fällen nicht einmal bekannt 
ist. Mit Freuden muss man daher das Erscheinen eines Schriftchens be- 
grüssen, das den ausgesprochenen Zweck hat, einer zukünftigen Gesamtaus- 
gabe vorzuarbeiten, und wenn man auch als Deutscher wünschen muss, 
dass das etwaige Zustandekommen einer solchen Ausgabe einem deutschen 
Mäcen zu danken sein möge und nicht einem amerikanischen, wie der Ver- 
fasser hofft, so wird man ihm doch für die Anregung dankbar sein, die er 
durch sein Schriftchen gegeben hat, und wird schliesslich froh sein, wenn sie 
Erfolg hat, wo es auch sei. 

Wenn im Einzelnen an dem Hagen sehen Index Manches auszusetzen 
ist^ so darf man sich darüber nicht wundem, denn eine Gesamtausgabe 
der Werke Eulers ist ein so riesenhaftes Unternehmen, dass selbst der 
Plan dazu — und ein solcher Plan soll der Index sein — nicht gleich 
auf den ersten Anlauf vollkommen ausfallen kann. Die Ausstellungen, die 
ich im Folgenden machen werde, entspringen nur meinem Wunsche, im 
Sinne der Anregung zu wirken, die Hagen gegeben hat. 

Bei der überaus grossen Zahl der Euler sehen Schriften und bei dem 
gewaltigen Umfange, den eine Gesamtausgabe haben wird — Fuß hat 
seinerzeit schätzungsweise 25 Quartbände von je 640 Seiten angenommen — 
ist eine geschickte und übersichtliche Anordnung geradezu eine Lebens- 
frage. An den so schön ausgestatteten Sammlimgen der Werke Cayleys 
und namentlich Cauchys sieht man nur zu deutlich, wie ungemein die 
Anordnung nach der Zeitfolge der einzelnen Schriften die Benutzbarkeit 
einer solchen Ausgabe beeinträchtigt und den Wert der Sammlung verringert. 
Hagen hat die Eul ersehen Schriften sachlich geordnet — die einzige brauch- 
bare Anordnung, die auch von Fuß in seiner bekannten „Correspondance de 
quelques celebres geometres du XVIII^'»« siicle" (Petersburg 1843) gewählt 
worden war. Er unterscheidet vier Serien: Opera mathematica, Opera physica, 
Opera astronomica und Opera varii argumenti, von denen jede in eine ganze 
Anzahl von Abteilungen zerfällt, innerhalb deren die Abhandlungen chrono- 
logisch geordnet sind. 

Die Abteilungen jeder Serie hätten für sich numeriert werden sollen.. 

Ferner enthalten einzelne dieser Abteilungen je 34, 87, 40, 41, 42, 
44, ja sogar 52 Abhandlungen, die Abteilungen hätten also kleiner ge- 
macht werden sollen. Überhaupt scheint mir auch die Einteilung , die 
Fuß in der Correspondance befolgt, in mancher Beziehung vor der von 
Hagen angenommenen den Vorzug zu verdienen und es wäre vielleicht 
besser gewesen, wenn Hagen die Fußsche Einteilung im Wesentlichen 
beibehalten und nur die Einteilung noch weiter getrieben hätte. Die Über- 
schriften der einzelnen Abteilungen sind bei Hagen öfters nicht bezeichnend 
genug. Was sind das für farblose Überschriften: Series in genere, Series 

Hitt.-litt. Abt. d. ZeiUohr f. Math. u. Phys. «. Jahrg. 1897. 6. Heft. 15 
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in specie, Series particulares, Calculus integralis in genere und in specie u. s.w.! 
Warum sind die Abhandlungen über Wahrscheinlichkeit unter die Opera 
varii argumenti verwiesen? Der Verfasser legt selbst ein Hauptgewicht 
auf die leichte AufOndbarkeit jeder Abhandlung und doch habe ich 
mehrere schneller in dem Fuß sehen Verzeichnisse gefunden, als in dem 
Hagenschen Index. Eine, die Nr. 789 „Solutio problematis ad geometriam 
Situs pertinentis'', habe ich überhaupt erst gefunden, als ich die von 
Hagen mitgeteilte Vergleichung seiner Numerierung mit der der „Corre- 
spondance" zu Hilfe nahm; unter den Tractatus philosophici hätte ich sie 
nimmer gesucht. 

Es hätte die Brauchbarkeit des Index sehr erhöht, wenn bei jedem 
selbständigen Werke die Anzahl der Seiten angegeben worden wäre, die es 
enthält, und bei jeder Abhandlung nicht bloss die erste, sondern auch die 
letzte Seite des Bandes, in dem sie steht. Auch die Anzahl der zugehörigen 
Figuren hätte angegeben werden sollen. Bei mehrbändigen Werken ver- 
misst man eine Angabe über die Jahre des Erscheinens der einzelnen Bände. 
Bei den drei Bänden der ersten Ausgabe des „Calculus integralis" (Nr. 7 
bei Hagen) steht 1768 — 70 und sie sind allerdings 1768, 1769, 1770 er- 
schienen; die drei Bände der „Lettres a une princesse" (Nr. 773) staminen 
aus den Jahren 1768, 1768 und 1772, es erweckt daher eine ganz falsche 
Vorstellung, wenn da steht: 1768—72. 

Zweckmässig wäre es auch gewesen, wenn die „Opuscula varii argu- 
menti^^ und die „Opuscula analytica^^ unter den „Opera separata" mit auf- 
geführt worden wären, unter Angabe der Nummern der darin enthaltenen 
Abhandlungen. Ich habe mir diese Nummern aufgeschrieben; bei den Op. 
yar. arg. sind es folgende: 

Bd. I enthält: Nr. 472, 711, 628, 731, 790, 791; 
Bd. II „ : Nr. 616, 24, 193, 324; 
Bd. III „ : Nr. 679, 250, 503; 
bei den Op. anal, dagegen: 

Bd. I: Nr. 168, 127, 37, 181, 38, 105, 69, 39, 16, 70, 40, 

128, 129 und 
Bd. II: Nr. 17, 377, 378, 379, 95, 71, 183, 184, 341, 185, 
130, 131, 41, 783, 784.- 

Übrigens wäre ich mehr dafür, die „Opera separata" in die einzelnen 
Abteilungen einzuordnen, statt sie, wie Hagen gethan hat, an die Spitze 
jeder Serie zu stellen. 

Erwünscht wäre auch eine Zusammenstellung der Nummern des 
Hagenschen Index ^ die in den „Commentationes arithmeticae coUectae" und 
in den „Opera postuma" enthalten sind. 

Schade ist es, dass bei den einzelnen Bänden der Akademieschriften 
stets nur der laufende Jahrgang angegeben ist, nicht aber das Er- 
scheinungsjahr. Das giebt häufig zu T^Iissverständnissen Anlass. Zum Bei- 
spiel sind die beiden Abhandlungen, in denen Euler seinen berühmten Satz 
über die Polyeder aufstellt und beweist, in den Novi Commentarii Petro- 
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politani tomus IV, ad annum 1762 et 1753 enthalten, dieser Band ist 
aber erst 1758 erscliienen. 

Von den 796 Titeln, die der Index enthält, habe ich 160 mit den 
Originalen verglichen und dabei Folgendes zu bemerken gefanden: 

Der Titel von Nr. 1 lautet: „. , . bey der Kayserlichen Academie der 
Wissenschafften". Nr. 2 ist nicht 1771 erschienen, sondern 1770. Bei 
Nr. 5 sollte es heissen: „Impensis Academiae Imperialis Scientiarum Petro- 
politanae 1755"; denn Berlin ist bloss der Druckort und steht nicht auf 
dem Titelblatt. Ähnliches gilt von Nr. 684. Bei Nr. 165 steht im 
Originale „quarumdam" nicht „quarundam'' und bei Nr. 166 „des puissances" 
nicht „de". Bei Nr. 209 und 210 muss es heissen: „des plus grands et 
plus petits" und bei Nr. 210 überdies: „El^mens de la trigonometrie 
spheroidique"; bei Nr. 247 „constituant" nicht „constituunt". Nr. 297 
steht nicht in den „N. C. Petr.", sondern in den „C. Petr.". Der Titel von 
Nr. 399 lautet: „Nova methodus innumerabiles . . . reducendi ad aequationes 
differentiales primi gradus". Bei Nr. 421 hätte unterm Text bemerkt 
werden sollen, dass die „Editio nova" von 1790 durch Hinzufögung der 
Abhandlungen Nr. 447, 448, 523, 624, 526, 527 vermehrt ist. Bei 
Nr. 472 und 711 hätte bemerkt werden sollen, dass diese Abhandlungen 
auf dem Titelblatte des ersten Bandes der Opuscula varii argumenti unter 
etwas anderem Titel erscheinen: „Solutio Problematis Mechanici de Motu 
Corporum Tubis Mobilibus Inclusorum" und „Nova(e) Tabulae Astronomicae 
Motuum Solis ac Lunae". Der Titel von Nr. 540 lautet: „Inquisitio 
physica in causam fluxus ac refluxus maris". Bei Nr. 591 fehlt „utcunque" 
vor „elastica" und das Komma gehört vor „quam". Die Bemerkung zu 
Nr. 686 imterm Texte gehört in den Text. Nr. 748 scheint auch separat 
erschienen zu sein, wenigstens besitze ich davon ein Exemplar, das noch 
einen besonderen Titel hat: „Recherches sur les in^galites de Jupiter et de 
Satume. Par M. Leonard Euler etc. A Paris, Chez Pancoucke 1769". 
Der Titel von Nr. 769 lautet: „. . . über den Unterscheid des Wieder- 
standes der Luft in schnellen und langsamen Bewegungen". Bei Nr. 771 
muss es „complette" heissen. Bei Nr. 784 ist die Seitenzahl 330 falsch, 
die Abhandlung steht in den Opusc. anal. Bd. 11, S. 331 — 346; die falsche 
Jahreszahl stammt wahrscheinlich von einem Druckfehler in dem Inhalts- 
verzeichnisse der Opuscula analytica, denn da steht 230 statt 331. 

Friedrich Engel. 

J. Pllcker. Gesammelte Wissenschaftliclie Abhandlnugeu. Im Auftrag 
der königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen heraus- 
gegeben von A. ScHOENPLiES und Fr. Pockels. Zweiter Band. 
Physikalische Abhandlungen. Herausgegeben von Fr. Pockel-s. 
Leipzig, B. G. Teubner. 834 Seiten. 

Dem ersten Bande der PI ück ersehen Abhandlungen (vergl. diese 
Zeitschrift Bd. 42) ist rasch der zweite (und letzte) gefolgt, der sämtliche 

16* 
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Schriften physikalischen Inhalts (mit Ausnahme weniger, die jetzt kein 
Interesse mehr darbieten) enthält. Der Herausgeber hat diese Arbeiten in 
drei Gruppen zusammengefasst; die erste bezieht sich auf das magnetische 
Verhalten der Krystalle, der Flüssigkeiten und Gase, die zweite auf die 
Lichterscheinungen in den Geissl ersehen Röhren, während die Abhand- 
lungen der letzten (und kleinsten) Gruppe sehr verschiedenen 'Gegenständen 
angehören. Die vielfachen üngenauigkeiten des Originaldrucks sind mit 
gröoster Sorgfalt verbessert worden. Wo dagegen sachliche Bedenken 
vorlagen, hat der Herausgeber aufklärende Anmerkungen in Form eines 
Anhanges hinzugefügt, der ca. 20 Seiten einnimmt. Da die physikalischen 
Leistungen Plückers in der Biographie von C leb seh nur kurz berührt 
worden sind, hat sich Herr Riecke der Mühe unterzogen, eine eingehendere 
Würdigung Plückers in dieser Richtung zu geben, die als Einleitung den 
vorliegenden Band eröffnet. 

Erst 1847 — nach längerer mathematischer Thätigkeit — erschien 
die erste physikalische Arbeit Plückers, die letzte 1865. Seine Leistungen 
werden treffend charakterisiert mit den Worten: „Sobald aber Plücker dem 
neuen Gebiete sich zuwendet, erweist er sich auf ihm nicht minder frucht- 
bar, als auf dem der Mathematik; er ist unermüdlich neue Versuche zu 
ersinnen, neue Stoffe dem Versuche zu unterwerfen, er entdeckt eine Reihe 
merkwürdiger und wichtiger Thatsachen und eröffnet der physikalischen 
Forschung neue Wege." Indessen wird zugleich betont, dass seine Maß- 
bestimmungen der erforderlichen Genauigkeit und daher oft der Vergleich- 
barkeit und allgemeinen Giltigkeit entbehren. 

Von besonderem Interesse ist es zu sehen, wie Plücker verschiedent- 
lich über seine Versuche hinaus zu weiten Spekulationen veranlasst wird, 
wie er aber stets, wenn er sich von deren ünhaltbarkeit überzeugt hat, 
dies offen anerkennt. 

Während Plücker bei seinen Arbeiten über den Magnetismus mit 
anderen Physikern (Faraday, W. Thomson, W. Weber) vielfach zu- 
sammentrifft, hat er, ohne von anderen beeinflusst und gestört zu werden, 
das Gebiet der elektrischen Entladungen in verdünnten Gasen neuerschlossen. 
„Die hierher gehörenden Arbeiten Plückers dürfen umsomehr hervorgehoben 
werden, als sie nicht immer die ihnen gebührende Anerkennung gefunden 
haben". Er hat die „Geissl ersehen Röhren" zuerst eingeführt und mit 
grossem Erfolge (Einwirkung eines Magnetes, Spektralanalyse) verwendet; 
er ist sogar bis zu der durch Eathodenstrahlen erregten Fluorescenz vor- 
gedrungen, und hat dadurch die späteren Entdeckungen von Hittorf, 
Crookes u. a. vorbereitet, während ihm die Existenz der Kathodenstrahlen 
selbst verborgen blieb. 

Die Fachgenossen sind der königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Göttingen für diese schöne und korrekte Ausgabe der Plücker sehen Ab- 
handlungen zu besonderem Danke verpflichtet. W Fr M 
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E. B. Elliott. An Introduction to the Algebra of Quanties. Oxford. 
Clarendon Press. 1895. XIII. 423 Seiten. 

Die vierte Auflage des bekannten Salmon sehen Werkes „Modem 
Higher Algebra" erschien 1885; der wesentlichste Bestandteil davon, die 
projective Invariantentheorie, hat seitdem solche eingreifende Umänderangen 
nnd Bereicherangen erfahren, dass Herr Elliott sicher einem allgemeinen 
Bedürfniss englischer Studenten der Mathematik entgegengekommen ist, wenn 
er über den fraglichen Gegenstand ein selbständiges Werk herausgegeben 
hat. Mehrjährige Vorlesungen über Formentheorie veranlassten ihn vor 
allem der pädagogischen Seite der Sache näher zu treten, und so will denn 
das Buch in erster Linie ein praktischer Wegweiser sein; es will in an- 
gemessener Ausführlichkeit und unter Darlegung vollständiger Beweise die 
Grundlagen der Theorie zu einem abgerundeten Ganzen gestalten. 

So hat sich der Verfasser, vielleicht öfters gegen seinen Willen, zu 
einer wesentlichen Beschränkung des Stoffes verstanden, und da ist es nicht 
zu verwundem, wenn er sich von englischen Rücksichten leiten Hess, und 
die Leistungen englischer Mathematiker — Boole, Cayley, Sylvester, 
Hammond, Mac-Mahon — fast ausschliesslich berücksichtigte. Es er- 
scheint fast als seltsame Ausnahme, wenn der Hilbertsche Beweis für die 
Endlichkeit eines (binären) Formensystems vorgetragen wird. 

Dagegen ist die durch Aronhold, Clebsch, Gordan zu so hoher 
Blüte gelangte deutsche Symbolik prinzipiell ausgeschlossen worden — der 
Verfasser behauptet, eine kürzere Darstellung ihrer Prinzipien in etwa zwei 
bis drei Kapiteln würde doch ihren Zweck verfehlt haben — ; die funda- 
mentale Auffassung der Invarianten und Seminvarianten als Invarianten 
projektiver Gruppen, sowie der invarianten Differentiationsprozesse als zu- 
gehöriger Differentialinvarianten ist nicht einmal erwähnt (der Name Lie's 
kommt überhaupt nicht vor); die wichtige Theorie der Combinanten ist nur 
stiefmütterlich behandelt worden. 

Aber auch in solchen Gebieten, die mit einer gewissen Vorliebe ge- 
pflegt werden, wie z. B. in denen der Seminvarianten und Perpeteranten, wird 
man manches zu den Grundlagen gehörige vermissen. 

Auf der anderen Seite hat das Buch unleugbar grosse Vorzüge. Es 
wird immer von den einfachsten Fällen ausgegangen und diese werden 
durch eine ansehnliche Reihe sorgfältig ausgewählter Beispiele illustriert, 
sodass dem Leser die Elemente der Theorie in Fleisch und Blut übergehen, 
ehe er sich an Verallgemeinerungen wagt; auf eine klare und korrekte Be- 
weisfohrung ist grosser Fleiss verwendet worden. Trotzdem die Namen 
der Autoren bei allen wichtigen Sätzen erwähnt werden, erhebt der Ver- 
fasser hierin durchaus nicht den Anspmch auf Unfehlbarkeit, und weiter- 
strebende Leser, die die historische Entwicklung des Gegenstandes nament- 
lich in den letzten Jahrzehnten eingehender kennen zu lernen wünschen, 
werden mit Recht auf den Bericht des Referenten hingewiesen. 

Um nunmehr in Kürze auf den Inhalt des Werkes zu kommen, der sich 
auf 16 Kapitel verteilt, so werden sogleich in den ersten drei Kapiteln die 
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wesentlichsten Grandeigenschaften der binären In- und Eovarianten ent- 
wickelt. Sodann werden , im Anschluss an Boole, die Begrifie der Kogre- 
dienz und Kontragredienz und die Cayleysche Hyperdetenninanten-Symbolik 
eingeführt. Als Gegenstück dient die reale Darstellung der binär-invarianten 
Bildungen als Funktionen der Wurzeln, und von hier aus werden die 
charakteristischen partiellen linearen Differentialgleichungen („Annihilatoren") 
gebildet, von denen ein Teil genügt, um die Seminvarianten festzulegen. 
Die Seminvarianten werden nach Sylvester einer genaueren Unter- 
suchung unterzogen, insbesondere die zugehörigen charakteristischen An- 
zahlen (z. B. der linear unabhängigen unter ihnen von vorgegebenen 
Gradzahlen u. s. w.). Die tiefergreifenden Forschungen von Capelli und 
Deruyts hätten hier wohl Erwähnung verdient. Die Darstellung der 
Eigenschaften der „Erzeugenden Funktionen** (für Seminvarianten, In- 
varianten u. s. w.) ist dankenswert. 

Der „Endlichkeitsbeweis" ist schon oben erwähnt. 

Die Mac-Ma hon- Cayleysche Behandlung der Seminvarianten, welche 
sie den symmetrischen Funktionen (unter Voraussetzung einer Binärform von 
unbegrenzt hoher Ordnung) unterordnet, wird ausführlich genug verarbeitet. 

Wesentlich nach älterem Muster wird die Theorie der kanonischen 
Formen beschrieben, sie leistet gute Dienste bei der Aufstellung der vollen 
Systeme einer binären Form fünfter (und, kürzer, auch sechster) Ordnung, 
sowie einiger Simultansysteme. Für die Berücksichtigung der hierbei herr- 
schenden identischen Relationen (Syzygien) sind neuere Beiträge von 
Hammond benutzt worden. 

Den Schluss bildet eine Einleitung in die Theorie der temären Formen, 
die vermöge Entwickelung nach Potenzen je einer Variabein binären Mitteln 
zugänglich gemacht werden, wie es neuerdings von verschiedenen Seiten 
her geschehen ist. 

Die geometrischen Anwendungen sind nur in ihren Grundzügen be- 
rücksichtigt. 

Alles in allem bietet das Werk auch für einen nicht -englischen Leser 
eine Fülle des Anregenden, und ist als willkommene Ergänzung zu den 
sonstigen Lehrbücher anzusehen. ^ jt Meybb. 



J. H. Graf. Der Briefwechsel zwischen Jacob Steiner nnd Ludwig 
Schlaf ii. Festgabe der Bemisehen Naturforschenden Gesellschaft an 
die Zürcherische Naturforschende Gesellschaft anlässlich der Feier 
des 150 -jährigen Bestehens der Letzteren. Bern 1896. J. Wyss. 

264 S. 

Diejenigen, welche sich für die Entwickelung der neueren Geometrie 
interessieren, werden Herrn Graf Dank wissen, dass er den im Nachlasse 
Steiners vorgefundenen „Briefwechsel" herausgegeben bat. Treten auch 
bei der Lektüre dieser merkwürdigen Briefe manche Charaktereigentümlich- 
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keiten der beiden grossen Forscher zu Tage, die einen persönlichen An- 
hänger derselben enttäuschen mögen — die Geschichte der Wissenschaft 
kann dabei doch nur gewinnen. Wenn sich beispielsweise nunmehr heraus- 
stellt, dass Steiner, als er die berühmte Abhandlung über Flächen dritter 
Ordnung veröffentlichte, die vorgängigen Entdeckungen der Engländer (über 
das „Pentaeder" u s. w.) im wesentlichen sehr wohl gekannt hat — ohne 
doch ihrer irgendwie Erwähnung zu thun — , so kann das nur zu gerechterer 
Abwägung der gegenseitigen Prioritätsansprüche dienen, ohne dass den 
Leistungen Steiners dadurch nennenswerter Abbruch geschieht. 

Der Briefwechsel zwischen Steiner und Schläfli erstreckt sich trotz 
seines ungemein reichen Inhalts nur über etwa sieben Jahre (1850 — 1856); 
er wird veranlasst (abgesehen von der weiter zurücki-eichenden persönlichen 
Bekanntschaft) durch einen Brief Steiner 's an den gemeinschaftlichen 
Freund Eis in Bern im Jahre 1848. Steiner lässt hierin Schläfli, der 
damals noch in bedrängten Umständen in Thxm lebte, einige schwierige 
Aufgaben über die Configuration der Doppeltangenten der Kurven vierten 
Grades, sowie über Polaren von (algebraischen) Kurven vorlegen. 

Die Antwort Schläflis, mit der der nähere Verkehr zwischen beiden 
Geometem erst beginnt, erfolgt erst über zwei Jahre später (Dez. 1850). 
Schläfli löst die ihm gestellten Aufgaben nicht, wie denn überhaupt im 
Anfange die Briefe einen einseitigen Charakter tragen, vielmehr berichtet 
er über seine eigenen umfassenden Untersuchungen (insbesondere über 
Elimination und über die Theorie der Räume von n Dimensionen) und will 
hierüber das Urteil Steiners einholen, der seinerseits wiederum eine direkte 
Antwort mit dem Hinweise umgeht, er verstände von den fraglichen Dingen 
zu wenig. 

Allmählich aber, und dies hängt eng damit zusammen, dass die Stellung 
Schläflis in Bern sich hebt — wozu Steiner sein redliches Teil bei- 
trägt — erwärmt sich Schläfli für die Stein ersehen Gedankengänge und 
es währt nicht lange, so wird er geradezu ein unentbehrlicher Mitarbeiter 
des alternden Meisters, indem er mit seinen überlegenen, systematischen, 
algebraischen Methoden immer da eingreift, wo die geometrische Anschauung 
und Divination des anderen den Problemen nicht mehr gewachsen ist. 
Referent kann sich nicht versagen, eine diesbezügliche Stelle anzuführen, 
die zugleich von dem urwüchsigen Humor Steiners Zeugnis ablegt. Als 
Steiner bei der Untersuchung einer gewissen Raumkurve zwölfter Ordnung 
nicht recht vorwärts kommen kann, schreibt er an den Freund (Seite 61) 
„Liege ich auch wie ein Halbtodter im Schneegestöber — so fasse ich 
meinen treuen, starken Bernhardiner beim Schwanz und er wird mich aus 
der dustern Kluft herausreissen". 

Die Fragen, die zwischen beiden Forschern diskutiert werden, stellen 
einen wesentlichen Teil der allgemeinen Theorie der algebraischen Kurven 
und Flächen dar; sie greifen so tief ein, dass sie auch heute noch nicht 
sämtlich gelöst sind. Wenn trotzdem diese Theorie seither einen solchen Auf- 
schwung genommen hat, so liegt der Grund darin, dass sich die Geometrie 
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Begriffe und Sätze ans der algebraischen Fmiktionentheorie (z. B. den so- 
genannten Restsatz) zu eigen gemacht hat, die es ihr ermöglichen, grosse 
Klassen von Erscheinungen unter einem Gesichtspunkt zusammenzufassen, 
die damals an jeder Kurve und Fläche einzeln studiert werden mussten. 
Insofern ist Steiner eigentlich eine tragische Figur; er ist der letzte grosse 
Träger einer Epoche, in der individuelle geometrische Beanlagung noch 
souverän fremde Methoden verachten konnte. 

Der Verkehr zwischen Steiner und Schläfli geriet, wie fast voraus- 
zusehen war, ins Stocken aus Anlass einer Prioritätsfrage bezüglich der 
Eigenschaften einer speziellen Hypocycloide. ^ « Meyek. 
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5U. Ellipse Heu du centr^ du cercle des neuf points d'un triangle variable. 

H. Brocard. N. ann. math. S^r. 3, XV, 390. 
615. Ellipse lieu des positions successives des centres de courbure d'une ^picy- 
cloide roolant sur une droite. A. Mannheim. N. ann.math.Ser.3, XV, 245. 

516. Hypocycloide a quatre rebroussements enveloppe des cordes d'une ellipse sous 

Tangle d'anormalie excentrique relatif a leurs points de däpart. Audi- 
bert. N. ann. math. Ser. 8, XV, 576. 

Elliptisohe Transcendenten. 

517. Vier Briefe von Arthur Cayley über elliptische Modulfunktionen. Math. 

Annal.XLVIM. 

518. Bemerkungen zu Cayleys Briefen. H.Weber. Math. Annal. XLVII, 6. 

019. Sur une formale fondamentale de Kronecker. J. Franel. Math. Annal. 
XLVm, 595. 

520. Expression des composantes de l'attraction d'uu ellipsoide homogene sur 

un point ext^rieur au moyen des fouctions S et f. E. Mathy. Journ. 
Math. Ser. 5, n, 305. 

521. Das Additionstheorem der Funktion ^(//). P. Stäckel. Math. Annal. XLVII, 404. 

522. t^ber die Transformation der elliptischen Funktionen. Fr. Beer. Clnin. Archiv 

2. R. XIV, 113. 

523. Sur une application des fonctions elliptiques. X. Stouff. X. ann. math. Ser. 3, 

XV, 262. 
Vergl. Funktionen 683. Thetafunktionen. 

F. 
Formen. 

524. Über die cogi-edienten Transformationen der bilinearen Formen. G. Frobe- 

nius. Berl. Akad. Bor. 1896*, 7. 
Ö25. Über vertauschbare Matrizen. G. Frobenius. Berl. Akad. Ber. 1896^601. 
526. Zur Theorie der adjungierten Substitutionen. Gust. Rados. Math. Annal. 

XL VIII, 417. 
Ö27. Sur la division algebrique appliqu^e aux polynomes homogenes. H. Andoyer, 

Journ. Math. Ser. 5, 1, 61. 
628. Sur les formes quadratiques dc^finies ä iiidtHenuint^es conjuguees de M. Hermite. 

Alfr. Loewy. Compt. Rend. CXXIII, 168. — L. Fuchs ibid. 289. 
029. Zur Theorie der linearen Substitutionen. Alfr. Loewy. Math. Annal. 

XLVIII, 97. 
530. Reduction simultanee de deux formes quiulraticiues de trois variables a des 

formes canoniques. Application a Tetude (Vun Systeme de deux coniques. 

H. Vogt. N. ann. math. Ser. 3, XV, 441. 
Vergl. Substitutionen. 

Funktionen. 

^31. Sur l'extension aux fonctions entieres d'une propriete importantc des ploy- 
nomes. Em. Borel. Compt. Rend. CXXIII, 556. 

•'j32. l'ber Riemaimsche Flächen mit beschränkt veränderlichen Verzweigungs- 
punkten. 1*. Hoyer. Math. Annal. XLVII, 47. 

o33. Über die Parameterbestimmung von Punkten auf Kurven zweiter und dritter 
Ordnung. Eine geometrische Einleitung in die Theorien der logarith- 
niischen und elliptischen Funktionen. C. Juel. Math. Annal. XLVII, 72. 

534. Über Riemannsche Formenscharen auf einem beliebigen algebraischen Ge- 
bilde. E.Ritter. Math. AnnaL XLVU, 157. 
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635. Beitrag zur Theorie der rationalen Funktionen. P^man. Beke. Math. Annal. 
XLVn, 441. 

536. Über die Mittelwerte der Funktionen einer reellen Variabein. L.Maurer. 

Math. Annal. XLVII, 263. 

537. über eine besondere Klasse von Funktionen einer reellen Veränderlichen. 

E. Study. Math. Annal. XLVU, 298. 

538. Über dieReduction algebraischer Systeme auf die kanonische Form. K.Hensel. 

Crelle,CXVII,129. 
639. über die Fundamentalteiler algebraischer Gattungsbereiche. K. Heu sei. 
Crelle,CXVn,333. 

540. Über die Elementart<»iler zweier Gattungen, von denen die einen unter der 

anderen enthalten ist. K. Hensel. Crelle, CXVII,346. 

541. Über die Darstellung der Integrale erster Gattung durch ein Fundamental- 

system. K. Hensel. Grelle CXVn, 29 (vergl. Nr. 129}. 

542. Über kanonische Systeme algebraischer Funktionen einer Veränderlichen, 

die einem Gattungsbereich dritter oder vierter Ordnung angehören. 
K. Fischer. Crelle, CXVH, 1 (vergl. Nr. 129). 

543. Sur une classe de fonctions transcendentes. Em. Picard. Compt. Rend. 

CXXin, 1036. 

544. Conceming transcendentÄlly transcendental fimctions. El. Hast. Moore. 

Math. Annal. XLVm, 49. 
645. Intonio ad alcuue osservazioni sui segmenti inüniti e infinitesimi attuali. 
G.Veronese. Math. Annal. XL VII, 423 (vergl. Bd. XLI Nr. 479). 

546. Über transfinite Zahlen. W. Killinff. Math. Annal. XL VHI, 425. 

547. Sur quelques propri^t^s des ensembles d'ensembles et leurs applications ä la 

limite d'un ensemble variable. C. Burali-Forti. Math. Annal. XLVU, 20. 

548. Über die hypergeometrische Funktion mit einem Nebenpunkt. E. Ritter. 

Math. Annal. XL VHI, 1. 

549. Sur la fonction J:(s). Ha;damard. Compt. Rend. CXXHI, 93 (vergl. Nr. 138\ 

560. Über die Isotimen und Isophasen der Funktion /*(«) = (Ä-|-l)(ar — 1)(ä- 2). 

ülr. Bigler. Gnm. Archiv 2. R. XIV, 337. 

561. Sur le nombre des pöriodes d'une fonction uniforme. A. Astor. N. anu. math. 

S^r. 3, XV, 227. 
662. Sur la convercence des substitutions uniformes. E. M. Lern er ay. Compt. 

Rend. CXXIH, 793. 
653. Über Funktionen zweier reeller Variabein. 0. Bier mann. Math. Anual. 

XLVm, 393. 
564. Über Fuchssche Funktionen zweier Variabein. S. Kempinski. Math. Annal. 

XLVn, 573. 

555. Über die Wertschwankungen der harmonischen Funktionen zweier reellen 

Veränderlichen und der Funktionen eines komplexen Argumentes. 

F. Schottky. Crelle, CXVH, 225. 

556. Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen eines algebraischen Gebildes 

zweier Veränderlichen. P. Hoyer. Math. Annal. XL VH, 113. 
Vergl. Abelsche Transcendenteu. Ausdehnungslehre. Bestimmte Integrale. 
Combinatorik. Ditferentialgleichungen. Difforentialquotienten. Ellip- 
tische Transcendenteu. Formen. Gleichungen. Kettenbräche. Maxima 
und Minima. Potential. Reihen. Substitutionen. Thetafnnktionen. 
Zahlentheorien. 

Geodäsie. 

557. Sur une nouvelle m^thode de M. Jäderin pour les mesures de base. Bassot. 

Compt. Rend. CXXIH, 155. 

558. Sur Terreur de r^fraction dans le nivellement geomdtrique. Ch. Lallemand. 

Compt. Rend. CXXIII, 222, 297. 
659. Sur la stabilitt^ des piquets employes comme rep^res provisoires dans les 
nivellements de präcision. Ch. Lallemand. Compt. Rend. CXXIII, 457. 

Geometrie (desoriptive). 
560. Über den Polkeschen Satz. Fr. Schur. Crelle, CXVH, 24. 
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Geometrie (höhere). 

561. Sur iine gtJom^trie de l'espace r^gl^. R. de Saussure. Compt. Rend. CXXIII 

734 (vergl. Nr. 684). 

562. Zur projektiven Geometrie. M. Pasch. Math. Annal. XLVIII, 111. 

563. Sur une double s^rie r^currente de poiuts toujours homocycliques et de 

cercles toujours en collineatiou attaches aux polygones d'ordre 3, 4, 5 . . . 
r^sultant de v droites ind^pendantes, employecs successivemeut dans un 
ordre donnt^. P. Serret. Compt. Rend. CXXIII, 396. 

564. Sur une ciasse de propositions analogues au theor^me Miquel-ClifFord, et 

sur les propri<5tes qiii en resultent pour les polygones de 5, 6, 7, 11, 12 

cdt^s, circonscrits a Thypocycloide de module — . P. Serret. Compt. 
Rend. CXXIII, 415. '^ 

565. Sur Temploi d'un cercle fixe, dt^rive d'un groupe quelconque de 7 tan- 

gantes d'une conique, pour definir, a priori, le cercle derivt^ de 7 droites 
quelconque«. P. Serret. Compt. Rend. CXXIII, 442. 

566. Determination des points d'inflexion dans le developpement de la section 

plane d'un cone. F. Balitrand. N. ann. math. Ser. 3, XV, 65 [vergl. 
Bd. XL, Nr. 459 1. 

567. Über eine merkwürdige Kreisfigur. W. Godt. Math. Annal. XL VII, 664. 

568. Sur la transformation homographique des proprietes nu^triques des figures 

planes, (t. Brocard. N. ann. math. Ser. 3, XV, 426. 

569. Note on adjoint curves. Miss C. A. Scott. Quart. Journ. math. XXVIII, 377. 

570. Projektive Erzeugung der Kurven »i*«' Ordnung C''*. C.Küpper. Math. 

AnnaLXLVlII,401. 

571. Die Konfiguration (12-, 16,) und die zugehörigen Gruppen von 23U4 Kollinea- 

tionen und Correiationen. Jul. Fedor. Math. Annal. XLVII, 375. 

572. Über eine einfache Ginippe von 360 ebenen Kollineationen. A.Wim an. 

Math. Annal. XLVII, 531. 

573. Über die Diskontinuität gewisser Kollineationsgiaippen. Rob. Fr icke. Math. 

Annal. XLVII, 567. 

574. Sur le th(?oreme de Salmon. E. Goursat. N ann. math. Ser. 3, XV, 20. 

575. Sur une quartique imicursale. A. Droz-Farny. N. ann. math. Ser. 3, XV, 485. 

Vergl. Kegelschnitte. Kinematik. 

Gtosohlchte der Mathematik. 

576. Altbabyloniöche Maße und Gewichte. G. Reisner. Berl. Akad. Ber. 1890', 117. 

577. Die geometrische Konstruktion als Existenzbeweis in der antiken Geometrie. 

H. G. Zeuthen. Math. Annal. XLVII, 222. 

578. L'oeuvre geometrique de Soplius Lie. Fei. Klein. N. ann. math. Ser. 3, XV, 1. 

579. Gustav Ferdinand Mehler (13 XII. 1835-13. VIL 1896). Mart. Krause. Math. 

Annal. XL Vm, 603. 

580. Henrv Resal (27. 11828 -22. VIII. 189G). C. Jordan. Journ. Math. Ser. 5, II, 

453. — M. Levy ibid. 455. Compt. Rend. CXXIII, 435. 

581. H. L. Fizeau (24. IX. 1819-18. IX. 1896). A. Cornu. Compt. Rend. CXXIII, 471. 

582. Felix Tisserand (1845-20. X. 1896). A. Cornu. Compt. Rend. CXXIII, 623. 

583. Hugo Gylden (29. V. 1841 - 9. XL 1896). 0. Callendreau. Compt. Rend 

CXXm, 771. 

584. Karl Weierstraß (31.X. 1815-19.11. 1897). L. Fuchs. CrelleCXVII, 357. 

Gleichungen. 

585. Über die Irreduktibilität ganzzahliger ganzer Funktionen. E. Netto. Math. 

Annal. XLVIII, 81. 

586. Sur les fonctions entieres. H.Laurent. N. ann. math. Ser. 3, XV, 23. 

587. Sur les conditions sous les quelles une dquation n'admet que des racines 
a partie reelle negative. A. Hurwitz. N. ann. math. Ser. 3, XV, 108 



[vergl. Bd.XLI,Xr.420]. 
Th 



588. Zur Theorie der Resultanten. E. Netto. Crelle CXVII, 57 (vergl. Nr. 199). 

589. Bezirke der drei Wurzelformen der Gleichung vierten Grades. R. Hoppe. 

Grün. Archiv 2. R. XIV, 398. 
ö90. Sur l'e^quation Jacobienne du sixiemc^ ilegre. Brioschi. Quart. Journ. math. 
XXVin, 382. 
Hiat-Utt. Abt. d. ZeiUohr. f. Math. u. Phyg. 12. JaLrg. isy? . 6. Heft. IG 
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591. Sur les raciues de IMquation x^a*. E. M. L^meray. N. ann. inath. Ser. 3, 

XV, 548. 

592. Sur les equations repr^sentables par trois syst^mes lin^aires de pointa cotes. 

M. d'Ocagne. Compt. Reud.CXXUI, 988. 

593. Sur Temploi des syst^mes r^guliers de points cot^s dans la repr^sentation 

des Equations. M. d'Ocagne. Compt. Rend. CXXUI, 1254. 
Vergl. Differentialgleichungen 500. 



Hydrodynamik. 

594. Lois generale» du regime uniforme dans les lit-s a grande section. J. Bons- 

sinesq. Compt. Rend. CXXllI, 7 (vergl. Nr. 207). 

595. Du regime uniforme dans les canaux rectangulaires larges et dans les tuyaux 

ou canaux a section circulaire ou demi-circulaire. J. Boussinesq. 
Compt. Rend. CXXnf, 77. 

596. Lois de deuxi^me approximation du r^^ime uniforme, dans les tujaux 

circulaires et dans les canaux ddmi-circulaires. J. Boussinesq. Compt. 
Rend. CXXIII, 141. 

597. Sur r^quilibre et les mouvementa des mei*s. H. Poincar^. Journ. Math. 

S^r. 5, II, 57, 217. 

598. Sur le mouvement d'un solide dans un liquide ind^fini. R. Liouville. Compt. 

Rend. CXXIU, 874. 

599. Sur le mouvement d'un solide dans un liquide ind^fini. W. Stekloff. Compt. 

Rend CXXm, 1252. 

600. Ou the stability of a frictionless liquid. Theoryofcritical planes. A.B. Basset. 

Math. Annal. XLVIII, 89. 

601. Note on the form of the energy integi'al in the motion of an incompressible 

fluid. J. Brill. Quart. Journ. math.XXVIII, 185. 
Vergl. Nautik. 

Hyperbel. 

602. Elementare Bestimmung der Lage der gleichseitigen Hyperbel im Kegel. 

G. D. E. Weyer. Grün. Archiv 2. R. XIV, 139. 

603. Deux triangles orthocentriques inscrits ä uue hyperbole ^qiülat^re. E. N.Ba^i- 

s i e n. N. ann. math. S^r. 3, XV, 295. 

604. Propri^t^ d'un triangle quelconque inscrit dans une hyperbole dquilatere. 

H. Brocard. N. ann. math. Ser. 3, XV, 388. 

605. Points dans lesquels une hyperbole ^quilat^re est coupiöe par un cercle 

ayant pour centre un point de Thyperbole. Em. Foucart. N. ami. 
math. S^r. 3, XV, 146. 

606. Propriätä de 3 points dans lesquels une hyperbole est coupee par une cir- 

conf^rence ayant pour centre un point de Thyperbole et passant par le 
symetrique de ce point. A.Mannheim. N. ann. math. Ser. 3, XV, 
290. — Cl. Servais ibid. 879. 
Vergl. Analytische Geometrie der Ebene 455. 

K. 

Kegelschnitte. 

607. Zur Theorie des Kegelschnittbüschels. A.Wim ann. Grün. Archiv 2. K. 

XIV, 149. 

608. Propri^t^ d'un faisceau de coniques. A. Droz-Farny. N. ann. math. Ser. 3, 

XV, 486. 

609. Propri^t(3 des coniques passant par deux points fixes et tangent<;s ä une 

droite donnde en un point donnt?. A. Droz-Farny. N. ann. math. Ser. 3. 
XV, 439. 

610. Zum Pythagoräischen Lehrsatz. K. Zaradnik. Grün. Archiv 2. R. XIV, 105. 

611. Sur la perspective des arcades. A. Boulanger. N. ann. math. Ser 3, XV, 876. 

612. Sur les Segments de coniques limitcSs ä une normale. M. d'Ocagne. N. ann. 

math. Ser. 3, XV, 215, 281. 

613. Propriete du triangle forme par le« tangentes meu^es d'un point a uneconique 

et par la polairc de ce point. A. D r o z - F ar ny . N. ann. math. Ser. 3,XV, 150. 
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614. On considere tous les cercles tangents en un m^me point a une conique 

donnäe. Lieu du pole de la seconde corde d'intersection du cercle et 
de la conique par rapport a la conique. A. Mannheim. E. N. Bari- 
sie n. N. ann. math. S^r. 3, XV, 292. 
Vergl. Ellipse. Formen 530. Hyperbel. Kreis. Parabel. 

Eettenbrüohe. 

615. Nouvelles applications des fractions continues. Andr. Markoff. Math. 

Annal. XLVII, 579. 

616. Sur une repr^sentation gdom^trique du d^veloppement en fraction continue 

ordinaire. Fei. Klein. N. ann. math. S^r. 3, XV, 327. 

Kinematik. 

617. Sur un deplacement remarquable. R. Bricard. Compt. Rend. CXXIII, 939. 

618. Un plan se d^place en restant tan^ent a une surface; pour une quelconque 

de ses positions sa caract^^ristique passe par le point oü il touche cette 
surface. Raym. S($e. N. ann. math. S^r. 3, XV, 173. 

Kreis. 

619. Dreizehn Auflösungen des Malfattischen Problems. C. Davids. Grün. Archiv 

2. R. XIV, 276 [verpl. Bd. XLI, Nr. 176]. 

620. Si 3 cercles sont inscnts ä un triangle, les quatri^mes tangentes comniunes 

qu'ils adraettent, pris deux ä deux, forment un triangle homologique 
du premier. A. Droz-Farny. N. ann. math. S^r. 3, XV, 150. 

621. Droite engendree au moyen d'une circonförence fixe et d'une circonference 

variable. A. Droz-Farny. N. ann. math. Ser. 3, XV, 434. 

622. Enveloppe de Taxe radical d'un cercle fixe et d'un cercle variable tangent 

a deux cercles donnäs. E.N. Barisien. N. ann. math. Ser. 3, XV, 577 — 
X. Antomari ibid. 582. 
Vergl. Abbildung 440. Ellipse 514. 

Krümmung. 

623. Sur des centres de courbure successifs. La G^ocine. N. ann. math. Sdr. 3, 

XV, 586. 

624. Sur le rayon du cercle osculatun d'une courbe quelconque comme limite 

d'un certain quotient. G. Tzitzeica. N. ann. math. Ser. 3, XV, 198. 

625. Le th^oreme de Gauss sur la courbure. A. Colinon. N. ann. math. Sär. 3, 

XV, 63. 

626. Die Amslerschen Flächensätze im Gebiete affin veränderlicher Systeme und 

auf den Flächen konstanter Gaussscher Krümmung. Joh. Kleiber. 
Grün. Archiv 2. R. XIV, 405. 

627. Biegung mit Erhaltung der Hauptkrümmungsradien. J. Hazzidakis. Grelle 

CXVII, 42. 
Vergl. Analytische Geometrie des Raumes 459. Ellipse 515. Parabel 681. 

M. 

Maxima und Minima. 

628. Si .T, y, z sont trois nombres positifs et x-\-y-\'Z=^\ il s'en suit 

{l-x)(\'-y){l-z)<^xyz. 
G a 1 1 u c c i. N. ann. math. S^r. 3, XV, 96. 

Mechanik. 

629. Über die Prinzipien der Mechanik. L. Königsberger. Berl. Akad. Ber.1896*, 

899, 1173. 

630. rber das Prinzip der kleinsten Aktion und das Hamiltonsche Prinzip. 

Mor. Rethy. Math. Annal. XL VIII, 514. 

631. Sur les Solutions pdriodiques et le principe de moindre action. H. Poincare. 

Compt. Rend. CXXIII, 915. 

632. Beiträge zu Riemanns Integrationsmethode für hyperbolische Ditferential- 

gleichungen und deren Anwendung auf Schwingungsprobleme. W. Wir- 
tinger. Math. Annal. XLVni. 865. 
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638. Sur les integrales quadratiques des dquations de la dynamique. G. de Pirro. 

Compt. ilend. CXXIII, 1054. — Appell ibid. 1067. 
634. Sur une m^canique r^gl^e. R. de S aus sur e. Compt. Rend. CXXIII, 796 

[vergl. Nr. 561]. 
686. Sur les transformations des equations de la dynamique. P. Painlevä. Compt. 

Rend. CXXIH, 392. 

636. Sur les singularit^s des Equations de la dynamique. P. Painleve. Compt, 

R«nd. CXXni, 686. 

637. Sur les singularit^s des dquatious de la dynamique et sur le probleme des 

trois Corps. P. Painlev^. Compt, Rend. CXXIII, 871. 

638. Sur une forme nouvelle des Equations du probleme des trois corps. H. Poin- 

care. Compt. Rend. CXXIII, 1031. 

639. Sur la mdthode de Bruns (probleme des trois cori)8\ H. Poincare. Compt. 

Rend. CXXm, 1224. 

640. Sur le problfeme des trois corps. D. Grave. N. ann. math. Ser. 3, XV, 537. 

641. Remarque sur les problemes de forces centrales. Em. Borel. N. ann. math. 

Sdr. 3, XV, 286. 

642. Recherches analytiques sur un cas de rotation d'un solide pesant autour 

d'un point fixe. P. A. Nekrassoff. Math. Annal. XLVII, 446. 
043. Sur le ddplacement de Taxe de rotation d'un corj^s solide dont une partie 

est rendue momentandment mobile par rapport au reste de la masse. 

E d m. & M. P u c h e. Compt. Rend. CXXIII , 93. 
644. Sur l'emploi des (Equations de Lagrange dans la thdorie du choc et des per- 

cussions. P. Appell. Joum. Math. Ser. 5, II, 6, 
646. Sur une proposition de mecanique. F. Siacci. Compt. Rend. CXXIII , 395, 

646. Sur une question de mecanique. Astor. N. ann. math. Sär. 8, XV, 33, 877. 

647. Sur le mouvement d^in corps gi'ave de rt^volution suspendu par un point de 

son axe (der Kreisel). Fei. Klein. N. ann. math. S^r. 3, XV, 218. 

648. On a dynamical top. G.P.Walker. Quart. Journ. math. XXVIU, 175. 

649. Equations du mouvement diin point matdriel sur une surface quand on tient 

compte du frottement. W. de Tannenberg. K ann. math. Sdr. 3, 
XV, 201. 

650. Über ebene einfache Fachwerke. Friedr. Schur. Math. Annal. XL VIII, 142. 

651. Sur la rdsistance des ponts sous le passage de convois periodiques, notam- 

ment de ceux qui ont 6t4 prevus par le röglement du 29 Aöut 1891. 
Marc. Duplaix. Compt. Rend. CXXIII, 740. 

652. Sur la Photographie des bruits du coeur. A. de Holowinski. Compt. Rend. 

CXXIII, 162. 
Vergl. Astronomie. Elastizität. Elektrizität. Elliptische Transcendenten 620. 
Hydrodynamik. Molekularphysik. Optik. Potential. Wärmelehre. 

Molekularphysik. 

653. Sur quelques particuhirites des courbes de solubilit^. H. Le Chatelier. 

Compt. Rend. CXXIII, 593. 

654. Sur l'entropie moleculaire. G. Darzeus. Compt. Rend. CXXIII, 940. 

055. Sur le rdpartition dos di^formations dans les m(5taux soumis ä des efforts. 
G. Charpy. Compt. Rend. CXXUI, 225, 488, 876. — L. Hartmann ibid. 
444, 639. 
Vergl. Wärmelehre. 

N. 

Nautik. 

656. Sur la stabilitd de Tequilibre des cor^js flottants. P. Duheni. Joum. Matli. 

Ser. 5, I, 91. 

657. Sur la stabilitt? d'un navire qui porte du lest liquide. P. Dehem. Joum. 

Math. Se'r. 5, II, 23. 

658. Sur la stabilite de requilibre des corps flottants. E. Guyon. Joum. Math. 

Ser. 5,11,21. 

659. fitude th^orique sur la plong^e des sous-marins. Leflaine. Compt. Rend. 

CXXm, 860. 
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O. 

Oberflftohen. 

660. Sur la d^fonnation des surfaces. (fuichard. Joum. Math. S<ir, 5, II, 123. 

661. Sur la d^fonnation des surfaces. P. Stäckel. Compt. Rend. CXXIU, 677. 

662. Sur quelques r^cents r^sultats dans la throne des surfaces alg^briques. 

G. Castelnuovo et F. Enriques. Math. Annal. XLVIII, 241. 

663. Über quadratische Transformationen und rationale Flächen mit Kegelschnitt- 

scharen. Th. Reye. Math. Annal. XLVIII, 113. 

664. Sur une classe de surfaces isothermiques dependant de deux fonctions arbi- 

traires. A. Thybaut. Compt. Rend. CXXIII, 295 (vergl. Xr. 49). 

665. Über Differentialgleichungen von Rotations- und Regelflächen. Ed. Dolezal. 

Grün. Archiv 2. R. XTV, 1. 

666. Abwickelbare Schraubenfläche. R. Hoppe. Grün. Archiv 2. R. XIV, 332. 

667. Zur Theorie der Spiralflächen. Ebner. Grün. Archiv. 2. R. XIV, 241. 

668. Sur le parabolotde des 8 droites et les nappes de d($veloppees de surfaces. 

A. Mannheim. Compt. Rend. CXXIII, 983. 

669. Determination d'une surface du troisieme ordre g(?n^rale par sa hessienne. 

F. Dumont. N. ann. raath. S^r. 3, XV, 312. 

670. Sur un cöne circulaire et un conoide du quatrieme ordre. Pier. Delix. 

N. ann. math. Ser. 3, XV, 556. 
Yergl. Abbildung. Abelsche Transcendenten. Differentialgleichungen 503. 504. 
Fimktionen. Krümmung 625. 626. 627. 

Oberflächen zweiter Ordnung. 

671. Ein Beitrag zur Theorie der Flächen zweiten Grades. St. Glaser. Grün. 

Archiv 2. R. XIV, 156 [vergl. Bd. XLI, Nr. 165]. 

672. Sur la d«?tennination , en un point d'une surface du second ordre, des axes 

de rindicatrice et des centres de courbure principaux. A. Mannheim. 
Joum. Math. S^r. 5, II, 51. 

673. Gleichseitig hyperbolischer Schnitt der Fläche zweiten Grades. R. Hoppe. 

Grün. Archiv 2 R. XIV, 436. 

674. Sur l'intersection de deux quadriques. H. Andoyer. X. ann. math. S^r. 3, 

XV, 153. 

Optik. 

675. Mathematische Theorie der Diffraction. A.Sommerfeld, Mathem. Annal. 

XLVn, 317. 

676. Theorie der Reflexion und Brechung transversaler Kugelwellen mit Anwendung 

auf die Reflexion und Brechung des Lichtes. P. Jaerisch. Grelle, 
CXVn, 291. 

P. 

Parabel. 

677. Relation entre les angles sous lesquels une normale ä une parabole coupe 

Taxe de cette parabole et la parabole meme dans son second point de 
rencontre avec celle-ci. Em. Foucart. N. ann. math. Ser. 3, XV, 147. 

678. Cercle passant par le sommet d'une parabole et par les deux i^oints dans 

lesquels eile est coupde par une corde focale. A. Droz-Farny. N. ann. 
math. Se'r. 3, XV, 196. 

679. Propriöt^ du cercle decrit sur une corde focale comme diametre. A. Droz- 

Farny. N. ann. math. Ser. 3, XV, 197, 438. 

680. Sur les corde» normales de la parabole. M. d'Ocagne. N. ann. math. S<?r. 3, 

XV, 274. — Cl. Servais ibid. 378. — M. ibid. 432. 

681. Propri^t^ du cercle osculateur de hi parabole. M. d'Ocagne. N. ann. math. 

S^r. 3, XV, 380. 

Planimetrie. 

682. Construction du polygone regulier de 17 cöt^s au moyen du seul compas. 

L. G^rard. Math. Annal. XLVÜI, 390. 

Potential. 

683. Sur le probl^me de Dirichlet et les fonctions hannoniques fondamentales 

attach^es a une surface fermee. Le Roy. Compt. Rend. CXXIII, 986. 
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Quadratur. 

084. De Taire plane balayee par im vecteur variable. Em. Duporcq. Joiini. 
Math.Ser. 5,1, 443. 

B. 

Reihen. 

685. Fondements de la thdorie des series divergentes sommables. Em. Borel. 

Journ. Math. Ser. 5, 11, 108 [vergl. Nr. 345, 346, 347). 

686. Snr la r^gion de sommabilit^ d'un ddveloppement de Taylor. Em. Borel. 

Compt. Rend. CXXm, 548. 

687. Sur les series de Taylor. Em. Borel. Compt. Rend. CXXIII, 1051. 

688. Sur les series de Taylor admettant leur cercle de convergence comme coupure. 

Em. Borel. Journ. Math. 8^r. 5, II, 441. 

689. Über Vereinfachungen in der elementaren Theorie der analytischen Funktionen. 

Alfr. Pringsheim. Math. Annal.XLVII, 121. 

690. Über Multiplikation und Nichtverschwiuden Dirichletscher Reihen. F. Merten:5. 

Crelle,CXVII,169. 

691. Sur la formule sommatoire d'Euler. J. Franel. Math. Annal. XL\1I, 4S3. 

692. Quelques exemples de series doublement periodiques. P.Appell. N. ann, 

math. Ser. 3, XV, 126. 
698. Über die Gaussischen Summen. Fr. Mertens. Berl. Akad. Ber. 1896\ 217. 

694. Sur les sommes de Gauss. P. de Signier. Compt. Rend. CXXIII, 166. 

695. Products and series involving prime uumbers only. J.W. L. Gleis her. Quart. 

Jouni. math. XXVIII, 1 (vergl. Nr. 354). 

696. Sur le develloppement de ic* en s^rie ordonnee suivant les puissauces du 

siniis de la variable. F. Gomes Teixeira. N. ann. math. Ser. 3, XV, 270. 

697. Vn problöme sur les series. M. Petrovitch. N. ann. math. Ser. 3, XV, 68. 

Vergl. Astronomie 464. Differentialgleichungen 482. 486. 487. Funktionen 531. 

Bektifikation. 

698. Quelques proprietes des arcs des courbes algdbriques planes ou ganchcs. 

G. Humbert. Jouni. Math. Sör. 5, 1, 181. 

699. Einige durch den Ausdruck des Bogens bestimmte Kun'en. R. Hoppe, ürun. 

Archiv 2. R. XIV, 828. 

S. 

Sphärik. 

700. Sur Taire du quadrilatere sph^rique inscrit. H. Brocard. N. ann. math. 

Ser. 3, XV, 284. 

Stereometrie. 

701. Sur une question de geomt^trie relative aux poly^dres. H. Bricard. N. ann. 

math. S^r. 3, XV, 331. 

Substitutionen. 

702. Expose d'une theorie nouvelle des substitutions lin^aires. E. Laurent. X. 

ann. math. Ser. 3, XV, 345. 

703. Sur les isomorphes holoddriques et transitifs des groupes symm^triques on 

altern^s. Ed. Maillet. Jouni. Math. S^r. 5, I, 6. 

704. Nouvelles recherches sur la limite de transitivitö des groupes qui ne con- 

tiennent pas le groupe alterne. C. Jordan. Journ. Math. Sör. 5,1, 35. 

705. The regulär Substitution groups, whose order is less than 48. G.A.Miller. 

Quart. Journ. math. XXVIH, 32. 

706. List of transitive Substitution arroups of degree twelve. G. A. Miller. 

Quart. Jouni. math. XXVIH, 193. 

707. Sur les groupes de Substitution. G. A. Miller. Compt. Rend. CXXIII, 91, 204. 

708. Zur Theorie der endlichen Gruppen von birationaleu Transformationen in der 

Ebene. A.Wiman. Math. Annal.XLVIH, 195. 
Vergl. Formen, Funktionen 552. 



Digitized by 



Google 



Abhandlungsregister. 223 

T. 

Thetafunktionen. 

709. Remarque sur la formule th^ta de Jacobi. A. Gutziner. N. ann, math. Ser. 3, 

XV, 365. 

710. Über ein allgemeines aus Thetafunktionen von zwei Argumenten gebildetes 

Orthogonalsystem und seine Verwendung in der Mechanik. E. Jahnke. 
Berl. Akad. Ber. 1896*, 1023. 

V. 

Yariationsreohnung. 

711. Begründung der Lagrangeschen Multiplikatorenmethode in der Variations- 

rechnung durch Vergleich derselben mit einer neuen Methode, welche 
zu den nämlichen Lösungen führt. B. Turksma. Math.Annal.XLVÜ, 33. 

W&rmelehre. 

712. Recherches sur la d^pendance entre le rayonnement d'un corps et la nature 

du milieu environant. Smoluchowski de Smolan. Compt. Rend. 
CXXin, 230. 

713. Influence de la pression dans les changements d'etat d'un corps A. Pon- 

8 o t. Compt. Rend. CXXIII , 695. 
7U. Tension de vapeur d'un corps comprim^ par un gaz qu'il dissout. Tension 
de vapeur d'une Solution en g^n^ral. A. P o n s o t. Compt. Rend. CXXIII , 648. 

715. Sur une loi relative a la vapeur d'eau. Rateau. Compt. Rend. CXXIII , 808. 

716. Sur une machine thermique. Delsol. Compt. Rend. CXXIII, 1256. 

Z. 

Zahlentlieorie. 

717. Ausgewählte Kapitel der Zahlenlehre (autographiertes Vorlesungsheft). 

Fei. Klein, Math. Annal.XLVUI, 662. 

718. Über Beziehungen zwischen den Primidealen eines algebraischen Könners 

und den Substitutionen seiner Gruppe. G. Frobenius. Berl. Akad. 
Ber. 1896 \ 689. 

719. Über Gnippencharakter. G. Frobenius. Berl. Akad. Ber. 1896*, 986. 

720. Über die rrimfaktoren der Gruppendeterminante. G. Frobenius. Berl. 

Akad. Ber. 1896*, 1343. 

721. Über Zahlengruppen in algebraischen Körpern. H.Weber. Math. Annal. 

XLVm, 433. 

722. Über Gruppen, deren sämtliche Teiler Normalteiler sind. R. Dedekind. 

Math. Annal.XLVUI, 648. 

723. Über das Fundamcntalsystem und die Discriminante der Gattungen alge- 

braischer Zahlen, welche aus Wurzelgrössen gebildet sind. G. Lands- 
berg. Crelle,CXVn, 140. 

724. Sur les propriöt^s des nombres entiers qui sont d^rivees de Tintuition de 

l'espace. H. Minkowski. N. ann. math. S^r. 3, XV, 393 [vergl. Bd. XLI 
Nr. 667]. 

725. Au sujet d'une prec^dente communication , relative a quelques propriöt^s 

des racines primitives et des racines secondaires des nombres premiers. 
De Jonquieres. Compt. Rend. CXXIII, 374 [vergl. Nr. 417, 418]. 

726. Au sujet des nombres premiers dout un nombre quelconque donne ne pent 

etre rac ine primitive. DeJonquiers. Compt Rend. CXXIII, 405. 

727. Sur les fractions decimales periodiques. C. K. Bickmore. N. ann. math. 

Ser. 3, XV, 222. 

728. Anzahl der Zerlegungen einer giiuzen rationalen Zahl in Summanden. 

J. Hermes. Math. Annal. XL VII, 281 [vergl. Bd. XLI, Nr. 679]. 

729. Factorisation of numbers. F.W. Lawrence. Quart. Journ. math. XXVIII, 285. 

730. Über die Faktoren der Zahlen. G. Speckmann (irun. Archiv 2. R. XTV, 441. 
331. Sur les nombres parfaits. C. Bouret. N. ann. math. Ser. 3, XV, 297. 

732. Sur les lois de reciprocite. X. ^^^touff. Compt. R<jnd. CXXIII, 486. 
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733. Gj^n^ralisation de formule de Wilson. Lognon. N. ann. math. S^r. 3, XV, 503. 

734. Quelques extensions de thäorfeme de Fermat sur les nombres polvgones. 

Ed. Maillet. Journ. Math. S^r. 5, ü, 363. 

735. Potenzkongruenzen. G. Speckmann. Urun. Archiv 2. R. XIV, 112 [vergl. 

Bd. m, Nr. 267]. 

736. Über die Auflösung der Kongruenz x^ a(modp). G. Speckmann. Gnrn. 

Archiv 2. R. ZIV, 445. 

737. Formes Unfaires des diviseurs de x^±A. P. Pepin. Compt. Rend. CXXTTT, 

683, 737. 

738. Solution de T^quation X* + SöY* = Z\ P. Pepin. Journ. Math. Sdr. 5, 

1, 351. 

739. Über unbestimmte Gleichungen a^^^ Grades. (?. Speckmann, Grün. Archiv 

2. R. XrV, 443. 

740. Nombres triangulaires dont les carr^s sont de meme triangulaircs. H. Bro- 

card. N. ann. math. S^r. 3, XV, 93. 

741. Groupes de cinq impaii's consöcutifs dont quatre sont des nombres premiers. 

H. Brocard. N. ann. math. S^r. 3, XV, 389. 

742. Trouver 3 nombres en progression gäomdtrique tels que chacun d'eux, 

augment(5 d'une imite donne un carrd. H. Brocard. N. ann. math, 
Sär. 3, XV, 288. 

743. über die Schubertsche Lösung eines Bachetschen Problems. E. Busche. 

Math. Annal. XLVH, 105. 
Vergl. Formen. Reihen 695. 
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In Band 34 der Zeitschrift ßr Mathematik und Physik^ Hist. litt. Abth. 
S. 129 — 146, 161 — 170 hat Dr. Alfbed Nagl in Wien an das von ihm 
an genannter Stelle yeröfifentlichte Fragment einer Algorismus-Sohrift des 
XII. Jahrhunderts höchst interessante allgemeinere Betrachtangen geknüpft. 
Da ich in der Lage bin, den vollständigen Tractat, dessen Bruchstück 
Herr Dr. Nagl veröffentlichte, vor mir zu haben, so will ich mir erlauben, 
im Folgenden über denselben zu berichten und am Schlüsse einen Abdruck 
desselben zu bewirken, welcher die Wichtigkeit desselben augenfällig hervor- 
treten lassen wird. Yon diesem Tractate kenne ich zwei vollständige 
Exemplare. Das erste befindet sich auf Blatt 27—29 des Clm 13021^ 
welcher dem XU Jahrhundert angehört und mit dem veröffentlichten Frag- 
mente die Form f- für 3 gemein hat, welche, wie Herr Nagl hervorhebt,^) 
nur im XIL Jahrhundert gefunden wird; das zweite, dem XlII. Jahrhundert 
angehörend, auf Blatt 31—33 des Clm IS 927 (Teg. 927),^) Meine nach- 
folgenden Bemerkungen beziehen sich auf das erste Manuscript, welches mir 
durch die Liberalität der Direktion der königl. Hof- und Staatsbibliothek 
zu München für längere Zeit überlassen wurde, wofür ich hier meinen auf- 
richtigsten Dank zu sagen nicht unterlassen kann. Der Clm 13021 (Bat, 
dv. 21) ist auf Pergament in gross Folio seinem grössten Theile nach 
zweispaltig geschrieben und besteht aus drei deutlich unterscheidbaren 
Theilen. Der erste und älteste enthält auch die Abhandlung, von der wir 
einen Theil zum Abdruck bringen wollen. Dieser Theil umfasst die Blätter 
1—96, 165 (164)— 212 (211). Er ist zweispaltig mit 41 Zeilen auf der 
Seite geschrieben. Die einzelnen Blätterlagen (1 — 5, 7 — 11, 14 — 19 Qua- 
temionen, 6 Duemio, 12 und 13 Temionen) sind in der Mitte des untern 
Bandes der Bückseite je des letzten Blattes mit den Zahlen 1 — 19 be- 
zeichnet, doch ist bei 11 und 12 diese Bezeichnung vom Buchbinder weg- 
geschnitten. Er ist unzweifelhaft aus dem XII. Jahrhundert, nach dem 
Bachverständigen ürtheile des Herrn Direktor Schwenke von der königl. 
nnd Universitätsbibliothek zu Königsberg i./Pr. eher aus dem Anfange als 



1) A, a. 0,, S. 184. 

2) M. 8. CaMogu» CoäMwin laJtinorum Btbliothecae JRegiae Monacensis. Tarnt IL 
Fan IIL Monachü 1878, 8. 821. 
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aus dem Ende desselben. Er beginnt mit fölio verso. Der zweite Tbeil, 
in durcblanfenden Zeilen und erst gegen den Schluss hin zweispaltig ge- 
schrieben, umfasst Blatt 97 — 164, welches letztere Blatt aber leer ist, und 
wohl deshalb von demjenigen, welcher in neuerer Zeit die Folümng aus- 
führte, nicht mit beziffert wurde, weshalb die späteren Blattzahlen, um den 
wirklichen Bestand zu ergeben, je um 1 erhöht werden müssen. Es sind 
8 Quatemionen und ein Duemio. Diese sind in der linken untern Ecke 
der Rückseiten des je letzten Blattes mit den Zahlen 1 — 9 versehen ge- 
wesen. Davon sind nur noch 1, 5 und 7 erhalten, während die übrigen 
vom Buchbinder weggeschnitten sind. Die Schrift ist bedeutend stärker 
als die des ersten Theiles und gehört sicher erst dem XlII. Jahrhundert 
an. Sie beginnt folio recto und hat 40 Zeilen auf der Seite. Der dritte 
Theil umfasst die Blätter 213 (212)— 284 (283). Es sind lauter Quater- 
nionen ohne jeden Zahlencustoden. Er beginnt wieder folio verso mit 
41 Zeilen auf der Seite in gespaltenen Columnen und ist nicht rubricirt. 
Die Schrift, der des zweiten Theiles sehr ähnlich, aber wie das f und das 
m und n zeigen, sicher von anderer Hand, könnte wohl noch aus dem Ende 
des XII. Jahrhunderts stammen. Diese drei Theile sind dann in ihrer 
jetzigen Verfassung nicht vor dem Ende des XY. Jahrhunderts gebunden 
worden, wie der schöne Holzband mit gepresstem Lederüberzug unzwei- 
deutig ergiebt.^) Aus derselben Zeit dürfte wohl auch die Notiz auf der 
Vorderseite des ersten Blattes datiren: „Zra hoc libro continetur iotum qua- 
äruuium scilicet Ärismetica hoecij. \ Ästronomia. \ Muska hoec^j, \ Geomäriaf 
euclidis,^\ welche jedoch nur die beiden ersten Teile umfasst, so dass sie 
auch den Bestand aus früherer Zeit festlegen könnte.^) Auf Blatt 213^ 
(211^) findet sich die Bemerkung: ,,ANno dni M^. CC^ Nonagesimo. YlP 
Feria secunda In ÄnnunticUione hte Virginia Stdb Dm Vlrico Äbhaie hums 
loci XVl^ Magister Wernhertis Medicus, Canonicus Väeris Capeüe Ratispo- 
nensis, Ämicm dni ahhatis et omnium fratrum spedcdissimtM, htmc l^^rum 
ex diuersimoda concessume ante multos annos perditum, et a memoria omnium 
quasi funditus suhtracium. sua pecunia aput quendam Äurificem qui ipsum 
venaXem publice portäbat comparuit et ipsum pro Remedio anime sue, ad 
honorem sti Geori (!) paironi nostri ecclesie in Prufening restituit; sine omni 
ipsius dampno liberaliter et precise. Vnde statuimus, vi nuUus ipsum dem- 
ceps extra septa Ecclesie audeat commodare.^^ Die Worte ^i Qwrt^ bis 



8) Nach Herrn Dr. Schwenke kommen ähnliche Einbände vor dieser Zeit nicht 
vor. Ich selbst habe solche aus 1598 in Händen gehabt. 

4) Dem Duktus der Schrift sufolge würde ich die Notiz eher in das Ende 
des XV. oder den Anfang des XVI. Jahrhunderts verlegen. 
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^^Prufening^^ stehen auf Basar und sind, wie speciell das r uud die e zeigen, 
von einer ganz andern Hand geschrieben, als das üebrige. Jedenfalls hat 
nrsprtlnglich ein anderer Besitztitel darunter gestanden, was ich im Gegen- 
satze zu der Behauptung Heibergs ^) hier mir zu bemerken erlaube. Herr 
Direktor Schwenke theilte darin vollständig meine Ansicht. Dass diese 
Bemerkung sich nur auf d^n ersten Theil des Manuscriptes , auf dessen 
letztem Blatte sie sich findet, bezieht, dürfte wohl anzunehmen sein, ob 
auch auf den im jetzigen Bestände zwischengeschriebenen zweiten, wäre 
möglich, scheint mir aber nicht wahrscheinlich; den dritten Theil umfasst 
sie sicherlich nicht, wie aus der obigen Notiz auf Blatt 1' zu schliessen 
erlaubt ist. Die ganze Handschrift ist vortrefflich geschrieben und erhalten. 
Sie ist eine der schönsten, welche mir in ihrer Art bis jetzt vorgelegen 
hat. Der Inhalt derselben ist kurz folgender. 

1 Blatt 1^ — 26\ Arithmetik des Boethiüs ohne Titel und ohne Unter- 
schrift. — 2. Blatt 27'— 68\ TraäahAS astronomicus ananymi. Von ihm 
ist unser Algorismus ein Theil der Einleitung. — 3. Blatt 69'— 72', col. 2, 
Incipü liber Heremanni de can^osüione astrolabii. — 4. Blatt 72', col. 2 
bis 79^, col. 1. Incipü liber Gerberti de camposUione et exercUio instrumenta 
Es ist der erste Theil des von Pez als Hermanni Contracti de utüitatibus 
astrolabii veröffentlichten Werkes. •) — 5. Blatt 79^ col. 1 — 81', col. 2. 
IncipU liber Heremanni de conpositione horologiorum. Es ist der zweite 
Theil in der Veröffentlichung von Pez. Unserem Exemplare fehlen jedoch 
die letzten drei Capitel.') — 6. Blatt 81^ col. 1—96', coL 2. IncipU liber 
iudiciorum Messesalacu. — 7. Blatt 97'— 150'. Incipiunt Capitula Libri 
IVttMt Artis Musicae, Es sind die fünf Bücher de Musica des Boethius. — 
8. Blatt 150' letzte Zeile— 150^, col. 1, Z. 5. Incipü Güidonis versus de 
Musicf, explanatione suique nominis ordine, Gymnasio Musas placaü revo- 
care solutas, Ut pateant parvis habüae vix hactenus altis, Invidiae telum 
perimU düectio caecum, Dira guidem pestis tulü omnia commoda terris. 



6) Zeitschrift für MathematiJe und Physik, 35, Eist. liU, Jbth., S. 49 Anmerkung. 

6) Einer freundlichen Notiz Paul Tannebts entnehme ich die Thatsache, dass 
auch in den Pariser Manuscripten dieses Stück — sicherlich mit unrecht — einmal 
OiRBSBTi ein zweitesmal Gillbbsti genannt wird. Auch diese Handschriften sind 
ans dem XII. Jahrhundert. 

7) Derselben Notiz Tamnrbys zufolge ist dieses Stück jedesmal von dem ersten 
Buche in der Ausgabe von Pbz Thesaurus III. gesondert, wie hier und in (Jim 14908,, 
beseichnet. In allen fehlen aber, wie in dem Torliegenden Exemplare, diejenigen 
Capitel, welche Psz am Schlüsse hat, und die mit einigen Capiteln der Geometrie 
GiBBBBTs übereinstimmen. Sie dürften daher wohl im Salzburger Codex, der sie 
enthält, als interpoliert anzusehen sein, und damit ein Argument gegen die Aecht« 
heit der Geometrie Gbbbbrts hinföUig sich erweisen. 
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Ordine me scrtpsi, qui primo carmina finxi. — 9. Blatt 150^, col 1, Z. 6 
bis col. 2, Z. 21. Epistola emsdem ad Theobaldum guendam. — 10. Blatt 
ISO'', col. 2, Z. 22 — 157^, coL 2. Explidt michrologus, id est brems semo, 
GüiDONis perüissimi musici et veneräbilis mofMchu — 11. Blatt 157^, col. 2, 
Z. 7 — 13. Iteratur Guidonjs prologus de camenae suae munusculis suigue 
mentione nominis, Oliscunt corda meis hominum moUiia camenis, Una mihi 
virtus numerosa contuUt ictus. In caelis summo gratissma carmina fimdo, 
Dans autem xpi munus cum voce ministri, Ordine me scripsi, primo qui 
carmina finxi, — 12. Blatt 157^, coL 2 — 159^, coL 2. Incipiunt üem 
GüiDONis musicae regulae in antiphonarii seu prohgum prölatae, — 13. Blatt 
169^, col. 2— 160^ col. 1. Aliae regulae eiusdem. — 14, Blatt 160^, col.1 
bis 163', coL 2. IncipU Epistola Qüidonis ad Uichahelem Monachum (de 
ignoio cantu), — 15. Blatt 163', col. 2 — 163'', col. 2. Fisiularum mensura. 
Es folgt das leere unbezeicbnete Blatt. — 16. Blatt 165 (164)'— 187 (186)^ 
IndpU (liber Primus) Geometriae Euclidis. Die berühmte üebersetznng der 
Erklärungen und Lehrsätze Euklidb, zum Theil nach dem griechischen 
Originale gefertigt.») — 18, Blatt 187 (186)% Z. 26 — 188 (187)', Z. 70, 
Beweis der Sätze: Omnium iriangulorum maior angiUus maiori laieri cppo- 
nitur und Omnium triangulorum maius latus suh anguh maiare subtendüur.^ 



8) Siehe über die Bedeutung dieses Abschnittes die in Anm. 6) erwähnte Ab- 
handlung Hbibebgs. 

9) Des grossen Interesses halber setze ich beide Beweise hierher. 
„Omnium triangulorum maior angulus maiori lateri opponitur. Con- 

cedit adversarius Itxtus infimum, basim scüicet, maiorem, nan autem tndt, quod ei 
maior angulus obtendatur» Non est^ inquit, üle maximus angulus in summo^ iwimo 

dlius, dexter sctlicet super basim, iUo maior est. 
Et quantum maior est, circa terminum abscindatur, 
iamque debebunt omnes anguli esse aequdles, quod 
hoc inconuenientius. Exterior quippe angulus par- 
dalis trianguli sursum maior est opposüo suwmo 
compartidli dextro. Qt4od si maior partiali et com- 
partiali. Non igüur aequaUs sunt anguU totdlis 
in summo et partuüis, quem adversarius per abscisionem voluerat aequum faeere. 
Hern sinister angulus minimi trianguli, quia exterior, maior est simstro tatdü et 
eius contra iacenti partiali. Sed adversaritts omnes anguhs sibi post abscisionem 
factam posuerat aequaUs, igitur cum sequitur, ut maior sü exterior duobus 
oppositis, quorum uterque aequdlis est summo totali, cum, inquam, maior est am- 
bobus uni aequalibus et uno ipsi tertio duobtts coaequaii» Sed adversarius ipsius 
quoque parvi trianguli posuerat aequaks angülos^ licet laterum maius unum ä 
cdiud minus, Quod si exterior ^ de quo proxime diximus, maior e^ obposito, qui 
aequipoUet summo^ maior igitur et non aequalis est, secundum quod vokbat adver- 
sarius. Quod si ipse exterior qppositum compartiaJe fadtj oppositum autem patUak 
maior existit, tUpote toto parte, aequdlis oppositi nichilominus partiali maior existiL 
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Aof dem Bande Figuren in veracliiedener Weise Quadrate zn zeichnen. — 
19. Blatt 188 (187)'. Auf dem Bande endlich nebenstehende Fignr nebst 
Beischrift: aref totitM guddrati sunt Xlllldes XIIII, id est C. XCVI. Unde 
iibldUas secwndwm Osrbertum excedentias, id est XLII, diuide in ^, et suis 




JErgo mator est sumfMts totalis dextro partidli, quos ante adversarius posuerat 
aequales. Sin aliter, pars toti aequabitur, quod est inposstbtle. 

8i diiae lineae aequales super eandem basim oeolderint, ang^ulos 
super basim aequales faoiunty quod supra prohatum est, et etiam probatione 
non indiget, Erunt igitur aequales sinistrum dextro, siquidem dextrum non secetur, 
Si autem secetur, ita se ad iUum hdbebtt, ut partialis ad totum. Ergo maior est 
sinistrum dextro pariiali ut iure toto parte. Si autem sinistrum dextro maior, 
eoaequcäis quoque eius minor erit; ergo non aequales, et probata est regula, 

Omnium trlangulorum malus latus sub angulo maiore subtenditur. 
IHcit adversarius: Immo dextrum trigoni latus mcUus est, non etiam basis, et tarnen 
basi maior angulus subtenditur. Hoc enim vtdt probare adversarius^ quod angülus 
maior eiiam minori latere opponatur, et concedit, 
angfdum maior em in fronte trigoni, non etiam ei 
maius latus sübtendi. Modo reduc adversarium 
ad inconveniens, et quia dicit^ dextrum latus maius, 
absdnde de ipso, quantum maius est, per 3. tJieo- 
rema, eruntque iam aeqtudia omnia trigoni Zo. 
tera, dextrumque latus cum eo latere, q;iiod totim 

est basiSf super eam basim, quae in medio trahitiMr, aequales faciet angulos. Si- 
militer et sinistrum latus cum basi totius super totalem dextram debebit facere 
aequos angulos iuxta illud theorema: 81 duo trianguli latera fuerint aequa 
altermn alteri, aequales super basim faolunt angulos. Igitur erunt aequalia 
latera duum trigonorum ex concessione adversarii, et aequos debent facere angulos 
super bases. Ergo triangulus, qui ex dextro latere et basi eonstituitur, facit dextrum 
anguium exteriorem ex XVI theoremate maiorem duobus oppositis. Quod si angulus 
nie maior in summo in fronte trianguli et sinistro partidli, maior nimirum est et 
eonpartiali, et iure, qfU maior est maiore, et minore iuxta coneeptionem unam, 
Non ergo cadunt aequales anguli super basim. Simüiter et aliud considera trian- 
gulum, quod eonstat ex sinistro totali latere et basi totali pro latere assumpta super 
dextram basem^ ar^guli ibi aequaUs eruni, si hdbtnt aequalia latera, quod eoncessit 
adversarius. Ergo summus in fronte iam dextrum, hoe est cadens super basem 
dextram, aequahs erit aUeri dextro. Si auiem dextrum prioris anguli maior est, ut 
probavimtis, tüo, qui est aequalis suo frontali et insuper partidli iUius, aequali 
maior est simiUter et prioris partialis conpartiali. Non ergo aequales faciunt 
angulos secta ei basis super mediam reetam, unde nee recte abscisa est, quae etsi 
nofn dbscinderetur, minor tarnen esset alio latere trianguli. Sed et hoc fortissimum 
argumentum, quod si in triangulo parvissimo latera ex concessione adversarii erunt 
aequalia, inferetur statim, quia angulus exterior suo opposito et partidU maior est. 
Opposüus autem aequalis esse probatur iam summo in fronte totius trianguli, quod 
si minor aequali HHus et ipso. Iam igitur non erunt aequales iUae lineae, latera 
seilicet parvissimi trianguli'^. 
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MaximiliaD Ourtze: 



jrmr 



xnu 



in locis pone.^^) — 20. Blatt 189 (188)^ col. 1 — 196 (194)', col. 1. Geo- 
metria Gerberti Cap. 1—13, ohne Titel und Schlussschrift.") — 21. Blatt 
195 (194)', col. 1 bis 203 (202)', col. 2. Ars geometrica Boethii, eben- 
falls ohne Titel und Schlusßschrift in sehr gutem Texte. — 22. Blatt 203 
(202)', coL 2—212 (211)', col. 1. Braäia geomelriae^ höchst interessant") — 

Blatt 212 (211)\ Die 
oben abgedruckte Bemer- 
kung. — 23. Blatt 213 
(212)^ bis 284 (283)\ 
ChaAddms in, Tmaemk 
Piatonis, ebenfalls ano- 
nym, wohl nur, weil sie 
nicht rubricirt ist. 

Wir gehen jetzt wie- 
der zu der unter Nr. 2 
verzeichneten grossen Ar- 
beit tlber Astronomie zu- 
rück In der Einleitung 
giebt der Verfasser za- 
nächst den Grund an, 
weshalb er dem eigent* 
liehen Werke in einer Vorarbeit die Principien der Arithmetik, Geometrie, 
Musik und Astronomie vorausschickt, und theilt dann dieses Vorstück in fünf 
Bücher: 1. üeber ganze Zahlen; 2. üeber Minutien; 3. Ueber die (quadratische) 
Wurzelausziehung; 4. Ueber musikalische und geometrische Verhältnisse; 
5. Ueber Zeiten und Bewegungen. Wir betrachten hiervon eingehend nur 
die drei ersten, werden aber einiges über das vierte und fünfte anzuschliessen 
uns erlauben. Was der Punkt für die Geometrie ist, das ist der Instans för 



jrs ^y'"'^^ 
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y^xxvM 1 


i ^v 
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10) Hierzu vergleiche man Cap. LXIII der Gerhertschen Geometrie bei Ollebes, 
Oeuvres de Gebbebt, S. 466—467 und die dazu gefaörige Figur 82. Es ist diese 
Stelle unseres Manuscriptes ein Zeugnis dafür, dass am Anfange des XII. Jahr- 
hunderts auch der dritte Theil der fraglichen Geometrie Gbrbebt als Verfasser 
zugewiesen wurde. 

11) Eine genaue Collation mit Ollbbis' Text ergab eine grosse Zahl augen- 
scheinlich besserer Lesarten, die zum grossen Theil mit denen zusammen stimmen, 
welche ich aus Clm 14908 im 7. Hefte der ,yA.bhandluHg€n zur Geschkkte der 
Mathematikf* veröffentlicht habe. 

12) Eine Ausgabe dieses hervorragenden, für die Entwickelungsgeschichte 
der praktischen Geometrie bochbedeutsamen Werkes, ist im Vin. Jahrgang 
(1897) der „Monatshefte für Mathematik und Physik^ S. 198—224 veröffentlicht 
worden. 
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die Zeit. Dass so die Auffassong des Verfassers ist, geht schon aus der 
gewählten, Euklids Erkllümng nachgebildeten Erklärung hervor, Instans est 
pars temporis, cuius nulla pars est. Es ist wohl gut, hier auf den Aus- 
druck bei Bradwardin Traäatus de contimio hinzuweisen, Instans est atomus 
temporis, welcher dasselbe mit andern Worten ausdruckt. ^^) Solche Instantia 
enthält das Mamenium 574; 4 Momente bilden eine Minute, 2% Minute 
einen Funkt j endlich 4 Punkte eine Stunde, welche danach aus 22 960 In- 
stantia zusammengesetzt ist. Er geht weiter fort bis zum Jahre, welches 
der Zeitraum ist, in welchem die Sonne zu dem nämlichen Thierkreis- 
zeichen zuiückkehrt. Jedes Yolk habe verschiedene Jahreslänge; er würde 
den Arabern folgen, welche nach Mondjahren rechneten. Die Aegypter 
hätten eine andere Zeiteintheilung eingeführt, die sexagesimale. Das wäre 
deshalb, weil 60 sich so vielfach theilen lasse. Je mehr Faktoren eine 
Zahl habe, je vielfacher lasse sie sich eben theilen, wie z. B. 2520 ^^ 
2' . 3^ . 5 . 7. Da nun aber ohne Betrachtung der Zahl keine Wissenschaft 
existiren kann^ so will er zunächst diese, und zwar nach der Metkode der 
Inder, behandeln. Wir sehen also, dass unser Verfasser ebenso wie die 
übrigen Algorithnüker weiss, dass das, was er lehrt, in letzter Instanz 
aus Indien stammt. Bis hierher hat Verfasser sich immer der römischen 
Zahlzeichen bedient, nun führt er die indischen Ziffern ein, und von hier 
an bedient er sich nur noch dieser zur Zahlbezeichnung. Seine Ziffern 
sind die bekannten der damaligen Zeit. Nur für 3 kommt ausser dieser 
Form in überwiegender Zahl die schon von Dr. Nagl als dem XII. Jahr- 
hundert charakteristisch gekennzeichnete Form |- vor, und in den astrono- 
mischen, sehr umfangreichen Tabellen, da, wo sie allein ohne Verbindung 
mit andern Ziffern steht, die Null in der Form t, deutlich wie das im 
Texte benutzte t geschrieben. Es dürfte das die Abkürzung des Wortes 
Teca sein, wie nach dem Algorismus vulgaris, der dem Saorobasco zu- 
geschrieben wird, eine Bezeichnung der Null lautet, ^^) nach Petbus de 
Dacia in seinem Commentare zu diesem Algorismus eigentlich der Name 
des kreisrunden Brandmals, das man Dieben und Bäubern auf die Stirn 
oder den Kinnbacken einzubrennen pflegte. ^^) Es gebe drei Arten der 



18) M. 8. meine Abhandlimg „üeher die HcMdschrift B. 4^ 2 der K&nigl Qym- 
nasiaibiblioihek eu Thom'' (Zeitschr. f. Math, und Phys. XIII. Supplement. S. 86. 
§ 12): „Instans est eertus athomus temporis". 

14) „Decima vero dicitur teca, vel circulus, vei cyfra^ vel figura nichtli, 
guoniam niehü signifieat; ipsa tarnen locwm tenens dat aliis significare." (Jobannis de 
Sacbobosco, Algorismus vulgaris. Cap. I De Numeratione. Hauniae 1897, S. 2, 10—12.) 

16) ;|Beoüna vero etc. Hie addit condüiones cuiusdam figurae non signi- 
ficativae, et primo facit hoc, seeundo removet duibium, cum dicit Ipsa tarnen 
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10 Maximilian Cnrtze: 

Zahlen, die Einer, die Zehner, und die aus beiden gemischten. Namen fb 
dieselben, wie diffUuSj articulus, numerus composUus^ die wir in andern 
Algorismnstractaten finden, kennt unser Verfasser nicht, auch da nicht, wo 
sie, wie bei der Multiplikation und Addition, ihm seine Sprachweise weaent- 
lieh abgekürzt hätten. Auch die Minuten werden mit den Ziffern ge- 
schrieben, Ton den altrömischen Zeichen ist keine Spur vorhanden. Wie 
Leonasdo von Pisa beginnt unser Tractat mit der Multiplikation, und 
zwar in drei Paragraphen entsprechend den drei Zahlenarten. Fflr die 
prima ^ecieSj also Einer mal Einer, wird erst das Einmaleins in dreieckiger 
Tabellenform gegeben, darm aber ftlr solche Multiplikationen, welche giOsser 
sind als 5, die complementäre Regel aufgestellt: 

ah = 10 [a — (10 — b)] + (10 — a) (lO — b).'^ 
In dieser Begel ist differentia als Unterschied von 10 zu fassen, w&hrend 
im weitem Verlaufe der Abhandlung differentia die Bedeutung SteiUe hat^ 
wie auch bei Sacrobasco u. s. w. Bei der Multiplikation der secunda und 
tercia species dtlrfte wohl am auffallendsten sein, dass auch mit der Null 
wirklich multiplicirt wird, was die spätem Algorithmiker, yor allen 
Sacrobasco, nicht mehr thun. So sind die einzelnen Phasen der Multipli- 
kation von 40 . 300 folgende, wobei 300 der Multiplikator ist und an 
erster Stelle geschrieben wird, ganz gegen die Gewohnheit aller spätem 

Algorithmiker. ^J^^; ^\l^^, 12000, und es heisst deutlich, (er nM 

nihü est^ also ist an Stelle der 3 die zu setzen. Das Beispiel ftr die 

Multiplikation der dritten Art ist o^/» . Hier sind die weitem Phasen 

^Oß ) ^^ wegen der Null im Multiplikator der Multiplikandus 306 

312124 
gleich zwei Stellen nach rechts gerückt ist, g^/», endlich, nachdem auch 



looum. Didt, guod deeitna fiffura habet guatuor namina, quia dieUur teca, cit' 
cuiuSf cyfra, vel figura nichili, quia nichil significai. . . . Qua/re aiUem alÜM nomMStm 
voeetur, non dicit auetor^ quia omnia cdia nomina habent rationem suae lineatkm 
sive figurationis. Quia rotunda est^ dicitur haec figura teca ad similitudimem teeae. 
Teca enim est ferrum figurae rotundae, guod ignitum solet in quibusdam regionSm 
iwprimi fronH vel maxiUae furis aeu latronum. Haec etiam figura dicitur drcuhti, 
quia est figura cireularis; vocatur etiam cyfra, quasi circumfacta vd eireuwifireudaf 
quod idem est, quod circulus, nan habito respectu ad centrumf' {(Jim 11067., Blatt 143^ 
col. 2, Z. ao— 87. Vergl. die Ausgabe: Hauniae 1897, S. 26, 15—88). 

16) Cahtob, Vorlesungen Ober Geschichte der Mathematik IP, 866 hat diese 
Formel zuerst in dem Salemer, etwa um 1200 entstandenen Codex nachweisen 
können, welchen er in der Zeitschr. fflr Math. u. Phjsik XI, 1 — 16 inm Abdruck 
gebracht hat. 



Digitized by VjOOQIC 



Ueber eine Algorismns-Schrift dei Xu. Jahrhunderte. H 

noch mit 4 mnltiplicirt ist, erscheint das Besoltat 313 244. Hier sieht 
man, dass der Verfasser, als er 12 als Produkt erhalten hat, sich so hilft, 
dass er diese in 2 -|~ 10 zerlegt, wo in sp&teren Abhandlmigen 2 als 
digitus, 1 als articulfis bezeichnet werden. Die Methode des Verfassers 
dürfte wohl seinem arabischen Vorbilde nfther liegen als die andere Ge- 
pflogenheit. Die Ftobe der Multiplikation geschieht mit der Neonerprobe. 
Jetzt folgen der Beihe nach Addition, Subtraktion vom Verfasser DmimUio 
genannt, Halbinmg und Verdoppelung. Bei der Subtraktion wird die 
folgende Stelle des Minuendus beim Borgen vermindert, nicht die des Sub- 
trahendus um 1 erhöht. Bei der Halbinmg einer ungeraden Einerziffer 
soll für die überschiessende 1 unter diese Ziffer 30, als Hälfte von 60 
Minuten gesetzt werden, bei jeder andern ungeraden Ziffer jedoch 5 der 
rechts Yorhergehenden hinzugezahlt Hier steht schon y^posterwri differentia^^ 
wie wir jetzt sagen würden; nach der sonst im Algorismus gebräuchlichen 
Sprechweise müsste es „anteriori differentia^^ heissen. Aus der Begel für 
die Verdoppelung scheint hervorzugehen, dass sie als Addition zweier 
gleicher Summanden ausgeführt werden soll. Auch bei ihr wird die 
Nennerprobe auseinandergesetzt. Für die nun folgende Division nimmt er 
als Beispiel 25920:24. Die Zahl 25920 wird als solche charakterisirt 
„partes onmes fere continens^\ Da sie gleich 2^ . 3^ . 5 ist, so hat sie wirk- 
lich eine erstaunlich grosse Zahl von Theilem. Der Divisor kommt unter 
den Dividend zu stehen, der Quotient über denselben. Beim Fortrücken 
des Divisors nach rechts, kommt die Quotientenziffer stets über die Einer- 
ziffer des Divisors zu stehen, eine Begel, welche bekanntlich gegen die 
Abbacisten einen gewaltigen Fortschritt bedeutet Hier sehen die einzelnen 

1 10 1080 

Phasen des Beispieles so aus: 25920; 1920; 1920; 000. Dass die 

24 24 24 24 

Nnllen in der zweiten Beihe gesetzt werden sollen, sagt auch Petrus de 
Dacia in seinem oben erwähnten Commentare. ^') Während bei dem Ver- 
rücken des Multiplikandus, wenn im Multiplikator eine steht, um zwei 
Stellen gerückt werden muss, warnt der Verfasser hier bei der Division 
etwa ein Gleiches zu thun. Die Probe der Division erfolgt durch Multi- 
plikation des Quotienten mit dem Divisor und Addition des etwaigen Bestes. 
Es folgt das zweite Buch über die Minutien. Wenn Ver£eisser auch 
vorzugsweise Sexagesimalbrüche behandelt, so schliesst er doch die gewöhn- 
lichen nicht aus. Für sie hat er aber noch keine schriftliche Darstellung 

im Contexte, d. h. er kennt nicht die Bruchform t-; wie er sich beim 



17) Ä. a. 0., Blatt 168. 
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praktischen Becbnen hilft, werden wir später sehen. Sollen Sexagesimal- 
brüche multiplicirt werden, so multiplicirt man die Zahlen wie frllher, 
die Benennung entsteht dnrch Addition der Benennungen der einzelnen 
Faktoren. Zur Bequemlichkeit wird eine Tabelle, ähnlich wie die Ein- 
maleinstabelle, beigegeben, aus welcher man im Ereuzungspunkte der als 
Argumente ttberschriebenen Benennungen die resultirende ohne Bechnmig 
findet. Die Zeichen für die Minuüen gehen bis 18. Hier sieht man aueb, 
dass das Zeichen |- für 3, dessen Ursprung Dr. Nagl nicht zu wissen er- 
klärte, ^^) aus diesen Zeichen für die einzelnen SezagesimalbrUche ent- 
nommen ist Ist der eine Faktor eine Anzahl von Qradus, welche Ver- 
fasser als Ganze bezeichnet, so ist die Benennung des Produktes dieselbe 
wie die der Minutie. Sind Gradus und Minutien mit solchen zu multi- 
pliciren, so bringt man alles auf die kleinste Benennung und reducirt zu- 
letzt das Resultat wieder. So liefert 2^45' mit 3^ 10' 30'' multiplicirt 

8 

1885 950'", die nach Reduktion ^^ ergeben, d.h. 8^43' 52" 30'". So unter- 

30 
einander soll man dergleichen gemischte Zahlen anordnen. Dabei darf man 
aber, wenn eine Minutie fehlt, nicht unterlassen, an ihrer Stelle 00 einzu- 

1224 

30 
fügen. Als Beispiel findet sich 45, d. h. 1 224® 30' 45" 0'" 50"". Bei 

00 

50 
der Division müssen Divisor und Dividend auf dieselbe kleinste Benennung 
gebracht werden. Ist dann die Division ausführbar, so ist der Quotient 
als Gradus zu bezeichnen, im Gegentheile löst man den Dividenden in die 
nächste Minutie auf. Bei der Addition, welche bei dem niedrigsten Bruche 
zu beginnen hat, sind je 60 Einheiten als eine Einheit der nächsthöhern 
Ordnung zuzuzählen. Ebenso gilt hier die etwa zu borgende Einheit bei 
der Subtraktion für 60 niedere Einheiten. Nun geht er zur Multiplikation 
von gewöhnlichen Brüchen, fractiones^ über. Die Nenner, denominaHones^ 
bezeichnet er auch als differentias. Um y mit j zu multipliciren, entwirft 
er zunächst eine Figur in Gestalt eines griechischen Kreuzes. Die Zähler 
setzt er in die obere und untere Zelle, die Nenner, ausserhalb der Figur, 
also die 7 nach oben über 3, die 9 unter die 4, dann multiplicirt er die 
innern und äussern Zahlen; die Ergebnisse werden beziehungsweise in die 
rechte und linke Zelle gesetzt, und dann hat man Zähler und Nenner des 



18) In der oben genannten Abhandlung, S. 134. 
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gesuchten Produktes. Das Exempel sieht also so aus |12. 63 1. Hat 

man zwei gemischte Zahlen, z. B. 3 — ^^^ ^ n ^^ mnltipliciren, so werden 
diese so angeschrieben, dass in die obere Zelle 3 und 1 untereinander ge- 
schrieben werden, der Nenner 2 aber wieder ausserhalb tlber den Strich, 
8 und 3 werden ebenso in die untere Zelle eingeschrieben, der Nenner 
11 unter den Strich. Dann werden die Zahlen eingerichtet und nach der 

2 
ersten Art eingeschrieben, also |T] und |91| , und man erhält das Resultat 
2 11 

i-i^ 

1637 221, wo dann nur noch die Umwandlung in Ganze und Bruch 

11 




vorzunehmen ist, welche nun endlich I28-21-22J, d. h. 28^ ergiebt, wie 

|9l| 

11 

der Verfasser sagt, JSS integri et viginli et una pars de 22 partibus unius. 

Den spätem Ausdruck 21 vicesimae secundae kennt er also noch nicht. 
Auch hier giebt er, in Form des Einmaleins, eine Tafel, aus der man ftir 
die ersten 9 Nenner den resultirenden Nenner ohne Weiteres entnehmen 
kann. Da dieselbe sich von der Einmaleinstabelle nur dadurch unter- 
scheidet, dass statt der Ziffern von 1 bis 9, die Anfangsbuchstaben der 
Zahl werte geschrieben sind, so hat man wieder einmal ein deutliches Bei- 
spiel dafQr, dass Betrachtungen, welche uns überflüssig erscheinen, für frühere 
Zeiten als nothwendig gefühlt wurden. Für damalige Zeit war also die Be- 
ziehung zwischen 2 und una medietas, 3 und una tertia u. s. w. nicht genügend, 
um das gewöhnliche Einmaleins auf die letztere Bezeichnung ohne Weiteres 
anwenden zu können. Die Division gemischter Zahlen (die der einfachen 
Brüche dürfte ähnlich zu behandeln sein, wird aber nicht direkt gelehrt), wird 
so bewirkt, dass beide auf denselben Nenner gebracht werden; Division der 
Zahler giebt dann das Resultat. Der Ansatz sieht zunächst genau so aus wie 

13 



zur Multiplikation. Z. B. 20 jj : 3 y setzt unser Verfasser so an: 



39 


20 
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786 
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• 6430J, 


39 
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130 
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d. h. den gemeinsamen Nenner setzt er links neben die obere Zelle und 
ebenso links neben die untere, die entstehenden Zähler ebenso rechts neben 
die jedesmal entsprechende Zelle, das Besoltat aber, wie bei der Multipli- 
kation, in die mittlere offene Reihe. Den ihm noch fehlenden Brachstrich 
hat er also in ganz geschickter Weise zu ersetzen gewnsst. 

Damit schliesst das zweite Bach. Das dritte beschäftigt sich mit der 
Ansziehong der Quadratwurzel Nach Erklärung von Wurzel giebt er m- 

nächst die beiden Sätze )/a^6* «== a6, |/k7"*=t* ^*ss reine Zehner, 

Tausender u. s. w. keine Wurzeln haben, d. h. keine Quadratzahlen sein 
können, drückt er so aus: Fritna di/ferentia^ das ist Stelle, ä ita omnes tm- 
pares radicem possident, secunda vero et quarta omnesque pares nequaquam. 
Bei den Sezagesimalbrüchen haben nur 2*, 4* u. s. w., das heisst die grad- 
namigen Wurzeln« Die Ausziehung der Wurzel wird in der gewöhnlichen 
Weise gelehrt; bei Sexagesimalbrdchen muss man dieselben auf Sekonden, 
Quarten u. s. w. resolyiren, und die dann gefundene Wurzel wieder reduciren 
Die Wurzel hat die halbe Benennung des ursprünglichen Bruches, um ans 
einer gemischten Zahl die Wurzel zu ziehen, richtet man sie zunächst ein, 
dann erweitert man sie mit dem Nenner und zieht die Wurzel aus dem 

Zähler, die dann den frühem Nenner als Nenner hat, also: I/t* *= r V^^- 

Dann wird aber diejenige Methode auseinandergesetzt, welche sich bei 
Johannes de Linerhs und Johann von Gemunden findet ^^ Nach An- 
hängung einer geraden Anzahl Nullen an die zu radicirende Zahl, zieht 
man so die Wurzel aus; ein etwaiger Best wird yemachlässigt. Dann 
schneidet man halb so viele Stellen ab, als man Nullen angehängt hat, 
multiplicirt die abgeschnittenen mit 60, schneidet wieder ebensoyiele Stellen 
ab, und wiederholt die Manipulation, bis alle abgeschnittenen Ziffern Nollen 
sind. Dann hat man in den links stehen gebliebenen Zahlen die Ganzen, 
Minuten, Sekunden u. s. w. der gesuchten Wurzel. So findet er als 
1^26: 6 Ganze 5' 24". 

Dies der Inhalt der Einleitung unseres Yer&ssers, soweit sie als 
Älgorismus bezeichnet werden kann. 

Das nun folgende vierte Capitel der Einleitung soll nach der üeber- 
schrifb ^jde musicis ac geomeiricis rationibttö^*^ handeln. Was allenfalls znr 
Musik gerechnet werden könnte, ist allein der erste Paragraph: De pro- 



19) Man sehe Cantos, Vorlesungen II, 164 und meine MisceUen zwr C^eedMU 
der Mathematik im 14. und 15, Jahrhundert. {Bibliatheea mathematica YIU, S. 116, 
Anm. 11.) 
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partiambus. Derselbe Iiat folgenden Worilant: „Omnis ita^ie numems ad 
tUium comparciius uel erU in mülHpUcUate, cuius ^ecies sunt duplus, Mplus, 
quadruplus, sie in infinOun^. MuUiplex vero est, gut coniinet aUum plus 
quam semd hoc modo 2 et 4; Yd superpartiadarüate, ut sesquaUera, sesgin- 
iertia et deinci^s. Est aulem superpartioularis, qui relatus ad äUerum con- 
iinet ipsum toium et eius vet tertiam vet quartam^ sie 3 ä 4; Yd super- 
partiente, ut sunt superhitertius, superbiquartus, sie in infinitum. Superhipartiens 
dicOiur, qui ätierum semd coniinet et dus duas terHas vd tres quartas d sie 
in infinitum, ut hie 3 d 5; vd muUipUdtate d parte sie: 3 d 7; vd 
muUiplicUate d pcurtibus hoc modo: 3 et 8/^ Das ist alles. Hier kennt nnn 
mit einem Male der Verfasser die Bezeichnung zwei Drittel, drei Viertel^ 
welche er im Algorismas nicht benutzt. Das liegt doch jedenfalls an der 
Quelle, woher er für jedes seine Wissenschaft entnahuL Nun dieses vierte 
Capitel, das sich im weitem Verlaufe mit Geometrie beschäftigt, beroht 
eben yollst&ndig auf römischer Tradition^ die vorhergehenden auf indisch- 
arabischer. Wenn es da heisst: Punctum est, guod parte card. Punctum est 
princ^^ium Ivneae. Linea est lonqitudo sine latitudine. Linearum verum 
genera sunt tria: rectum, cürcumferens d flexuo8um^\ und dazu dieselben 
Figuren wie zu den entsprechenden Worten der Gromatici Yderes;^ wenn 
es weiter heisst: Rectarum linearum species sunt 6: cathetus, hasis, ypote- 
nusa, coraustus, diagonalis, diamdrum; Yr&t^ frage ich da, kann über den 
Ursprung solcher Wissenschaft in Zweifel sein? Und ähnlich geht es 
weiter. Ich will nur einiges noch hervorheben, was von Interesse ist, zum 
Theil wohl auch aus anderer Quelle. Ob ein Dreieck rechtwinklig, spitz- 
winklig oder stumpfwinklig ist, wird daraus erkannt, ob die Verbindungs- 
linie der Mitte der Basis mit der Spitze gleich, grösser oder kleiner als die 
halbe Basis ist. Quadrirt man Basis und Cathetus und zieht aus der 
Summe beider Quadrate die Wurzel, so erhält man den PodismuS^^^) und 
zwar ist in denselben Paragraphen dieselbe Linie auch hypotenusa genannt 
worden. Den Paragraph De inventione cathdi in ysopleuro setze ich vollständig 
hier her: Gcdhdus igiiu/r ysopleuri sie quaeratur. Dimidium lateris in sc de 
QÜero toto in se enumerdur, residui latus cathdum sumpta unitate ponit. 
Als Beispiel ist ein Dreieck gezeichnet, dessen drei gleiche Seiten 30 be- 
tragen, die Höhe ist als 26 bezeichnet Da 30^ — 16^ =26^ — 1 ist, so 
dürfte wohl diese Beziehung mit obigem Wortlaut gemeint sein, und es 
läge also eine unzulässige Induction vor. Beim gleichschenkligen Dreieck 

SO) Gemeint sind Qrotnatici Veteres ed, Laohujjin, Berolini 1848. 

21) Dieses MissFerständnis stammt bekanntlich ans der Geometrie Gbbbbets, 
der dasselbe wieder selbst aas dem Codex Areerianus der Oromatici vetores ent- 
nahm. GsBasET, Gap. 69. 
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ist das Probedreieck 25, 25, 14; die Höhe ist richtig zu 24 angegeben. 
Beim ungleichseitigen Dreieck wird in der bekannten Weise die minor 
praectsura^ d. h. der kleinere Höhenabschnitt, gesucht. Als Beispiel das 
Dreieck 13, 14, 15 mit der Höhe 12, die praecisura minor 5. Bechi* 
winklige Dreiecke suh eadem constüuta ypatemtsa sind ähnlich. Kreise mit 
gleichem Durchmesser sind gleich, alle Radien sind gleich. Haben zwei 
Sehnen gleichen Abstand vom Mittelpxmkte, so sind sie gleich. Den Um* 
fang des Kreises findet man durch Multiplikation mit 3 und Addition eines 
Siebentel, oder durch Multiplikation mit 22 und Division durch 7. Um- 
gekehrt eigiebt sich der Durchmesser nahezu (pciene) aus dem Umfemg, 
wenn man ^ abzieht und den Best durch 3 dividirt,^') oder indem man 
denselben mit 7 multiplicirt und dann durch 22 dividirt, genauer aber 
(verit^) IcUus decmae mult^IicaHanis ambUus in se eius diameirum indicai, 
d. h. « = ylO ist unserem Verfasser genauer als 3 y Das Volumen der 
Kugel findet man durch Multiplikation des Cubus des Diameters mit ^* 
Damit ist alles erschöpft, was der Verfasser aus der Geometrie an Vor- 
kenntnissen fUr die Astronomie als nöthig erachtet. 

Das fünfte Buch dieser Einleitung „(2e temparibtis et motifws^*^ behandelt 
zunächst die verschiedenen Zeitrechnungen nach Jahren Christi, die Ara- 
bische und Hebräische, und giebt eine Tabelle für die Reduktion der ver- 
schiedenen Aeren aufeinander. An einer Stelle heisst es: ^^Hehreorum <mtm 
literarum haec est desa-iptio^^ dann folgt ein leerer Raum, doch wohl weil 
der Abschreiber die hebräischen Buchstaben nicht zu schreiben verstand, 
und dann fährt der Text fort: ,^guarum primae 9 primae speciei numeros 
naturalUer figurant, sectmdae vero omnes praeter geminatas secunäae speciä 
terminos ordine recto usgue ad 400 continent Prima geminatarum 500^ 
secunda 600, tertia 700, quarta 800, quinta 900 possidet^\ damit die genaue 
Bekanntschaft des Verfassers mit der hebräischen Zahlenbezeichnung be- 
kundend. Es folgt dann eine gedrängte Darlegung des Weltsystems. In 
einer Schlussschrift dieser Einleitung ist weiter eine Vergleichung des 
Weltsystems mit dem menschlichen Körper gegeben, den er als nmor 
mtmdus bezeichnet. In Anmerkung '*) gebe ich den nicht uninteressanten 
Text. Dann folgen die drei Bücher der Astronomie, welche eine genaue Dar- 
stellung der Himmelserscheinungen mit einer Fülle von Tabellen umfassen. 

22) Diese Regel findet sich schon bei HBitifAKNus Cohtsictus und bei Gkbbbbt. 
Siehe Cantob, Vorlesungen P, S. 882. 

23) „In huiua libri prindpio tria considerantur, 9cüiee6 de guOf cur, et quaUier 
iractet, Tractat hie de mtUtitudine et magnitudine in^oductorie propter äiffM- 
totem et diveraitatem motus auperiorum eorporttm super harne munditm inferionm 
agewtium. Non sine causa didtur homo minor mundus, quia quaecwmque sunt tu 
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Eine Algorismas-Schrifb aus dem XII. Jahrhandert. 17 

EX CODICB LATINO MOKACENSI 1S021. 

QtLODiam de qxiarta introducendis matheseos nos fari disciplinarum 27'',l 
praesens tempns ammonnit, oportet nos ab ipsins artis elementis 
principimn snmentes ad tempora et motus coaequa qtddem gradatim 
ascendere. Omnes enim arithmeticam nnitatem, musicam motum, geome- 
triam punctum, banc instans propria principia. Sed quia tres sunt ad 
qnartam introdnctoriae, de bis primo qnidem compendiose sermo fntnms 
erit. Motns vero species sunt VI, quornm qnidem duo sunt simplices et 
im compositi. Simplicium yero alter conyertibilis, alter localis. Con- 
yertibilis autem duas babet species, alteram essentialem, ut constructio et 
destructio, sicut de aqua in cbristallum, et alteram qualitativam, ut de 
dulci in amarum, de calido in frigidum, sicut et de yino in acetum. 
Localis autem duos babet modos, unum circularem, ut firmamenti et plane- 
tamm, alterum yero directum, cuius sex species: ante et retro, dextrorsum 
et sinistrorsum, sursum et deorsum. Sed compositi sunt augmentatio et 
diminutio, constructio et destructio. Nam augmentatio fit ex yertibili 
essentiali et qualitatiyo, ut de grano in berbam, diminutio yero ex eisdem 
sed contrariis. Constructio quoque fit ex conyertibili et locali, ut de 
quibuslibet confectionibus, destructioque ex contrariis. Sed temporis partes 
sunt baec: Anni, menses et dies, bora, minuta, puncta, momenta et in- 
stantia. Si yero caelestium corporum motus et naturas et proprietates et 
loca in directione, statione et retrogradatione caeterisque et alia ad iudicia 
necessaria commoyerimus, plenam et profundam scientiam in terrenis actibus 
certissime consequamur, de quibus omnibus a Ptolemeo in Ajsige(f) com- 
pendiose scribitur. 

IKCTPIT LIBER PRIMUS DE INTEGRIS KUMERIS. 

Instans pars temporis est, cuius nulla pars est. Momentum yero pars 
temporis est constans ex DLXXim instantibus. Minutum quoque est ex 
IUI momentis coUectum. Punctum yero temporis spatium duobus minutis 



auperiori et in inferiori mundo. In maiori quippe sunt VII planetarum orhes, id 
est fixarum ciretdi et aplanos Buprema sphaera. In minori simüiter, quia cerebrum 
naturae vim Lunae retinet, pulmo Mercurii, festes Veneris, cor SoJis, renes Martis^ 
spar lovis, spien Satttmi^ Compago corporis circuJi fixarum, Ut enim ibi quaedam 
Signa, ita hie lacerti, musculi; ut ibi singulares stellae, ita hie neroi, venae, arteriae 
et alia. In hoc quidem infundiiur quoddam divinum et subtile^ scilictt anima, uhi 
ibi quoddam subtile et purum et quasi divinum, scilicet aplanos. In corpore quoque 
mundana sunt quatuor elementa: terra, aqua, aer et ignis; et in isto quatuor: 
malencolia, flegma^ sanguis et colera. lila superiora agunt inferiora per quatuor 
naturas, Si igitur äliquid horum fuerit in causa discrasiae^ recurrendum est ad 
contimtle, ut si cerebrum, et sie de caetera*. 

Abh. sur Gesoh. der Mathem. VIII. 2 
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27',Set dimidio metitnr. Hora etenim IUI piinctis conjtenta est, XXiiil. 
diei. Dies autem mensis XXX. plusve minosve. Menses etiam anni XU 
Sed annus est spatiam, quo sol ad idem zodiaci pnnctom revertitiir. Snnt 
tarnen nniuscniusqne popali anni proprii, nnde Arabes, quos immitatori 
snmns, annos lunae secnntur. Egyptii yero pro compendio partes temporis 
alia denominatione, sexagenaria scilicet, habentes, plorimas partes, ut pote 
secundam, tertiam, quartam, qnintam et sextam hoc modo vocantes: minata, 
secunda, tertia, qnarta, excogitayere. Quantocunqne enim aliqnis nnmeras 
plures partes habnerit, tanto melius diyiditnr, ut U. DXX, et quia omniun 
nnmeromm praetermissa doctrina scientia nulla procedit, ab ipsis nostri 
tractatus inicium Indonim ratione snmator: Oportet igitur eonmdem mnlti- 
plicationem et divisionem, angmentationem quoqne et diminutionem tarn in 
mazimis quam minimis integris quam minutiis indagante differentiam 
sabtili calculatione rimari. Nam ferunt nnitatem in prima differentia, 
denarium in secunda, centenarium in tertia, millenarium in quarta, sie in 
infinitum bis tribus ultimis progressione facta, principium possidere. In 
quibus etiam bis Villi figuris lS3^L|6789 tam integres quam mina- 
tias figurantibus utuntur. Utuntux etiam cifiErae boc modo •& yel 0. Verbi 
gratia prima in prima differentia unitatem, secunda binarium, sie in ordine 
naturali ultima novenarium significat, et idem in caeteris fiat. Eonim quoque 
tres esse species afßrmant, quarum quidem primam xmitatis principium sa- 
mere et in novenario terminare; secundam denarii principium et einsdem in- 
crementum, sed fine carere; tertiam ex utrisque confectam utrisque participaie. 
De müUiplicatione primae speciei. Primae multiplicationis speciei summa 
in bac regula et in bac figura continetur. 
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Si quis primae speciei aliquem eiusdem multiplicayerit, differentia maioiis 
27^,1 de minori demere et | de reliquo denominationem facere et iterum differen- 
tias eoram inter se ductas eidem addere oportet 
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De muUiplicatione secundae ^eciei. Porro secimdae speciei mnltiplica- 
tionis ac tertiae commonig est haeo regala. Inferiamm dififerentiarum 
prima sab snperioris dispositis ultima ponitur, et tma qnaeque snperiomm 
com Omnibus inferioribus confertor. In qua collatione, si qnis primae 
speciei excreverit, presentialiter coUatam locetur, secundae ad secondam 
transferatnr conyenii Yerbi gratia secimdae speciei dispositio sie fiat. 

Ponatnr prima mnitiplicandi sub extrema mnltiplicantis hoc modo ^^ . In 

prima differentia est circolus, qui nichil significat, sed secunda mdtas, quae 
10 significat, qni denarins est mnltiplicator. Inferior antem denarins molti- 
plicandns est, qni inter se eonferantor ita. Semel mdtas onitas est, qni 

snpra tiltimam inferioris ponatnr sie ^^ . Semel nihil nihil est hoc 

100 
modo ^ ^ . Inferioribus ablatis centum sunt hac positione 100. Item aliud 

300 
exemplum 40 in 300 ducantur sie .^ . Ter 4 sunt 12; super 4 fit 2, 

1 2 SOO 
sed 10 ad superiorem difPerentiam erigantur hoc modo .^ Ter nihil 

nihil est, hac scilicet descriptione 12000. 

JDe mtdtipliccUione tertiae speciei. Proponatur ergo nobis in tertia specie 

1024 per 306 multiplicare hoc modo ^^^ Semel 3 et nil et 6 idem 

sunt sie oQ/. • Beducantur inferiores a nullo circulo, ex quo nil crescit, 

hoc modo „^^ . Bis 3 6 sunt, 6 et 6 12, cuius binarius in loco 6 

remaneant, 10 ubi nil est locetur. Bis autem 6 . 12 . 2 ibi remaneant, sed 

312124 

10 in secunda ponatnr taliter oq/>* Iterum reductis inferioribus quater 

3 12 sunt, 2 cum unitate, 10 in secunda cum 2 numeretur. Quater nil 
nil confert Quater 6 24 sunt 4 assunt, sed 2 cum 2 ibi 40 significat 
hae ratione 313244. 

De pröbatione mtUtiplicationis. Cum multiplicationem probare volueri- 
muB, ipsam novenario diyidemus, residuumque pro nota serremus. Iterum 
multiplicantem multiplicatumque novenario diyidentes et superfluos inter 
se ductos itidem novenario dispositione separantes reliquum sine errore 
similem notae inveniemus. 

De additione. Si vero addere voluerimus, unumquodque sub nno 
I genere conponatur, exigit. Si autem excreverit in aliqua differentiarum 27^,2 
denarins, ad superiorem dirigatur. Sed si in aliqua nil remanserit ciffirae 
ponatnr. 
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De diminutione integrorum. In diminutione quoqne nnnsqnisque 
ponendus est in propria statione, et minor de maiore anferendns est vel 
minor minuendus. Sed si superior minor fuerit yel etiam nihil habuerit^ 
nnitas auferenda erit de seqnentibus. Si de secunda, in prima denarinm, 
idem in caeteris significabit. Est autem notandum in additione et diminu- 
tione initium a primis debere sumi. 

De mediatione integrorum. Com autem mediare iubemur sumentes 
initium a prima differentia si numerus impar fuerit, mediando parem pro 
unitate sub eadem differentia 30 ex 60 ponemus, in secunda quoque yel 
aliis differentiis mediatis paribus pro unitate in posteriori differentia 5 
reponemus. 

De duplicatione. In duplicatione quoque principium ab ultima sumentes 
inferiora superioribus copulemus, in quibus si denarius excreyerit superoribus 
aggregetur. 

De prohatione duplicationis. Si duplicationem probare voluerimus, qnae 
duplaveramus novenario diyidamus, reliquumque duplatum itidemque divi- 
sum notam notae integri duplati eademque divisi similem ostendit. 

De divisione integrorum, Haec hactenus de multiplicatione. Nunc 

autem de divisione loquamur. ultima divisoris sub ultima dividendi ponitnr, 

si minor yel aequalis fuerit numerus. Si yero maior, secundatur; caeterae 

yero in propriis differentiis. ultima diyidenti quotiens in ultima yel ultimis 

dividendi fuerit denominatione super primam diyisoris posita totiens de 

reliquo sequens aufertur. Yerbi gratia 25 920 partes omnes fere continens 

25920 
per 24 diyidantur hoc modo ^ . Ponatur talis numerus super primam 

diyidentis, qui per ultimam eiusdem demat ultimam yel ultimas diyidendi, 
tali tamen conditione, ut de reliquo per denominationem sequens minuatar 

1 
sie 1920. Semel 2 2 sunt, qui de ultima diyidendi auferantur. Minuatar 

24 
sie, ut nihil remaneat. Et semel 4 4, et de secunda miuuatur sie. Ite- 

108 
28^,1 rum | reducatur, ut idem fiat 1920. Octies itaque binario de 19 sublato 

24 
32, qui remanserant, idem etiam octonarius per quatemarium ductus prima 

1080 
et tertia differentia ciffre sumpta regulariter aufert hoc modo 000. Si 

24 
yero in reductione circulum inyeneris, caye ne praetereas, ut in multiplica- 
tione fecisti. 

De pröboHone divisionis, Sed si diyisionem probare cupis, multiplica 
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diyidentem per id, qnod de divisione evenerit, addendo tarnen reliquias, et 
si integer nnmems restanrabitur, bene divisisti. Sin errasti, reitera. 

INGIPIT LIBBB BBOUNDTTS BB MINTTTIJLBtJH K0TI8. 

Et qnia de integromm moltiplicatione, additione, diminntione, dupla- 
tione, mediatione et divisione compendiose diximns, nunc idem de minntiis 
ratio competenter postulat, ostendamns. Gradns antem integer est, cuius 
pars est minntum 60., secundum 3600., tertinm 216000. 

De fntdtipUcatione minutiarum, Omnis itaque minatia ducta in se ipsam 
Tel aliam decrescet in totam sai vel illins, qnota est integri. Verbi gratia 
12 minnta in 24 minuta ducta in 288 secnnda decrescunt, et 14 minuta 
in 15 secnnda 210 tertia fiunt. Et idem in caeteris, qaamm haec 
est figura: 
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Hamm minutiarum in se vel inter se collectarum summa sumit earundem 
minutiarum aggregatas denominationes. 

De multiplicatione integromm per minutiös. Omnis autem integer si 
dncatnr in aliquam fractionem, ex genere illius fractionis ef&citur. Erunt 
qnidem 25 gradus in 5 minuta 125 minuta, et 4 integra in 6 secunda 
24 secnnda. Idem in caeteris. At si unum et dimidium per unum et 
dimidium multiplicare yoluerimus, unum et dimidium minuta faciemus, et 
emnt 90. Similiter de alio. Quos inter se \ multiplicemus, erunt- 28',2 
que 8100 secxmda. Quae si per 60 dividantur, ad minuta redibunt, quae* 
iterum eadem divisione 2 gradus et 15 minuta eruni Et iterum ponamus 
aliud exemplum integromm et minutiarum et aliter. Sint qaoque yerbi 
gratia 2 gradus et 45 minuta, quae per 3 gradus et 10 minuta ac 30 
secunda ducantur. Besolvatur itaque per 60 unusquisque ad suam ulti- 
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mam differentiam, id est minuta et secnnda scilicet 165 et 11430, quae 
si inter se dacantur, erunt 1885 950. Quae omnia si per 60 diTidantnr 
ad secnnda redncentur, emntqae 31432 secnnda, et remanebnnt 30 tertia. 
Quae secnnda eadem diyisione 523 minuta remanentibus 52 seeundis osten- 
dunt, et hi itidem divisa 8 gradus indicant 43 minutis supereminentibns 
8 

hoc modo: .<.. 

30 
Be divisume minatiarum. Si vero eas dividere yoluerimus, primo 
deducantur ad ultimam differentiam. Tnnc si alteram per alternm 
diyidi potnerit, integer restituitur. Sed si quid superfuerit, qni dividi 
non poterit, tota integri condenominatione sumenda est, quota illnd 
residunm fuerit dividentis. Si yero pars denominationis non foit, tone 
summa denominationis integii et residui inter se primis divisor prioribos 
partiatur. Yerbi gratia 15 tertiae si per 6 tertias diyidantur, 2 et dimi- 
dium restituuntur, quia 15 tertiae 5 integros creani Si medietas per 
medietates, quartae per quartas, et minuta per minuta, secnnda per secnnda. 
Iterum diyidamus 10 secnnda per 5 minuta. üt hoc fiat, minuta in 
secnnda resolyamus, 300que fient. Quod quia fieri non potest, dicimns, 
inde nullum integrum posse creari. ünde oportet ipsa per 60 multiplicare, 
et orientur 600 tertia, quae diyisa unumquodque 2 secunda ostendiiur 

2 

habere hoc modo 600. 

300 

De constüiUume Megrorum et mtnutiarum. Dum vero constituere inte- 
gros et fractiones yoluerimus, integros ut supra ponemus sie, sub prima 
et secunda minuta recto ordine collocabimus. 1224 quidem gradus snas 
sedes possideant, 30 quoque minuta sub his assistant, quae 45 secunda 
sequantur, sub quibus etiam 50 quarta interposita ciffirae statuantur hoc 
1224 
30 
modo 45. 
00 
50 
De addUione tninutiaruin. Cum autem addere yoluerimus, incipiemus 
28^,1 ab inferioribus, in quibus | si 60 excreyerint^ unitas pro ipso superiorem 

2999 
59 
differentiam petat hoc modo 59. 

59 
59 
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De diminutiane mmutiarum, Si vero minnere necesse fherit, ab inferi« 
oribus principium diminutionis erit Sed si in aliqoa differentiamm 
minus vel nihil erit, a snperiori unitas sezagecnpla fiomenda est ut in 
saperiori fignra. 

De duplicatione et mediatione minutiarum. In duplicatione vero a 
saperiori differentia, sed in mediatione ab inferiori, ut supra, incipien- 
dum est. 

De mültiplicatione minutiarum diversorum generum. Si vero numerum 
cum fractionibus vel etiam fractiones multiplicare Tel dividere quemque 
iubemus, ut sunt quintae et 9^ et bis similes, praedicta ratione utemur, 
deducendo ad inferiorem omnia differentiam. Verbi gratia si 3 septimas 
in 4 noyenas multiplicare volumus, quasi minuta aas multiplicemus, post- 
quam fient quasi ex genere secundorum. Cumque ipsas ad integres elevare 
cupimus, <]per)> easdem differentias utriusque generis inter se ductas diyi- 
dendo reducemus. Dicimus autem differentias generis minutiarum de- 
nominationes esse, siquidem 5^ a quinario, 7^ a septenario, undecimae 
quoque ab undenario denominantur. Si autem ex diyisione aliquis occur- 
rerit, integer erit; si Tero non, partes illius generis, per quod partie- 
batur, ut 3 septimae in 4 novenos 12 partes ex 63 unius, cuius baec est 
7 

figura n[2. TO. 

9 

De mültiplicatione integrorum et minutiarum diversorum generum. Si 

autem 3 et dimidium per 8 et 3 undecimas ducere vel etiam partiri prae- 

3 
1 

cipimur, eos in propriis sedibus prius collocamus oportet hoc modo 

8 

11 

Tres posuimus, sub quo unum pro dimidio, sub quibus 8, hinc 3 minutias, 
utrarumque vero minutiarum denominationes, scilicet duos et undecim, extra 
figuram. Oportet etiam unamquamque ad suam fractionem retrahere hac 
ratione: bis 3 sex fiunt, quibus addatur unitas, eruntque 7, scilicet 

2 
medietaies, quae in loco trium et unius ponantur hoc modo [T\. Sic unde- 
eies 8 88 fiunt, quibus additis tribus 91 fiunt, quae in loco 8 et 3 unde- 
cimarum erunt hoc modo |9l| . Quarum inter se multiplicatarum numerum, 

11 
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scilicet 637, per numenun denominationum inter se dactanua, scilicet 22, 
2 

28'',2 diyida|mxLS sie [637 . .22 1 . Qiii nmnerus de divisione excreverit, integer 

11 

erit, residuum vero partes erunt diyidenüs, ut. 28 integri et viginii 

2 



et una pars de 22 partibus unius hoc modo 




Harum inter 



se dncendarum minatianun oriendae minntiae componunt denominationes, 
nt in hoc exemplo et hac figura monstratnr: Dnae tertiae per 3 quartas, 
ex qnibus inter se ductis 12^ efficientur. 2 tertiae per 3 qnartas si 
ducantur 6 12^ surgunt, nam tertiamm denoniinatio 3, qnartarmn 4, ex 
quibns inter se ductis 12 efficittir. In fignra vero si ypotenusa per eathe- 
tum ducatur, in superücie denominationes minutiarum minutiarnmque minu- 
tiamm directo inveniuntur hoc modo. 
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De divisione minutiarum diversorum generum. Has autem minatias 
supradicta doctrina et resolvendo eas ad ultimum genus partiemus. Exempli 
causa 20 et duas partes et 13 per 3 et tertiam dividamus. Et quia noD 
habent 13 tertiam, multiplicanda est tertiarum denominatio, id est 3, per 
differentiam partium, id est 13, ut sint unius generis, fietque numems 39. 
Post haec ducas 20 per 39, eritque 780, quibus addantur duae partes de 
13 dnctae per denominationem tertiarmn, id est 3, qnae sunt 6, quia tui& 
pars 13 in 39 sunt 3, ut de 39 est 3, et erit 786. Iterum multiplica 3 
in 39, ut sint unius generis; unde 130 partes additione 13, tertiae 39, 
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nascentnr. Itaque utraqne genera emnt aeqnalia. Ex divisione vero unins 
per altermn integer numerus progreditnr, scilicet 6. Beliqamn vero partes 

13 



diyidentis, scilicet 6, sie 




INCIMT LIBEB TEBTIUS DE INVENTIONB BADICIS. 

Quoniam qnod multociens necessaria est radix, | qualiter inveniri 29*^, 1. 
possit, breviter doceamns. Yemmtamen radiz, qnae in geometria latus 
dicitnr, est cuiuslibet numeri numerus, qui in se ipsum ductus, ipsum 
efficiet, ut 3 novenani. In duorum inter se radicem habentium summa 
radix invenitur, unde in 4 et 9 6 est radix. Si duorum ad inyicem divi- 
dendorum denominatio radicem habuerit, et eorum in se summa Yerbi 
gratia denominatio octonarii 18 diyidentis est 2 et quarta habens radicem, 
et e conyerso- in 4 novenis 18 octonarium dividente radix invenitur; habet 
itaque 144 radicem summa scilicet 8 et 18. Prima itaque di£ferentia et 
ita omnes impares radicem possident, secunda vero et quarta, omnesque 
pares nequaquauL Hoc idem in minutiis spectatur. Prima quippe minu- 
tiarum di£ferentia, scilicet minuta, radice caret, in secunda vero invenitur; 
tertia quoque non habet, sed quarta cum sexta continere probatur, et idem 
in reliquis, ut omnibus paribus sint radices, imparibus vero minime. Simi- 
liter in partibus minutiarum, ut medietatibus. 

Be inventione radids integrorum. Cum vero radicem alicuius extrahere 
voluerimus, sub impari differentia talis numerus apponatur, quod in semet- 
ipsum ductus superiores consumat, et ibidem geminatus in secundam diffe- 
rentiam versus trans dextram transmutetur. Cui iterum talis subponatur a 
dextris, qui per duplatum et semetipsum multiplicatus diminuat superiores. 
Dupla itidem secundum et mutando eum ad secundum apponas eidem 
alterum, qui per differentias omnes et se ipsum superiores auferat, et id 
facias apponendo sive numerum sive ciffire, quousque superiores demas. 
Sed si aliquid remanserit, quod auferri non possit, erit pars inferioris 
duplati. Postea, quos duplaveras, media, et erit vera radix. Verbi gratia 
volo extrahere radicem de 5625, quorum positio est haec 5625. Quoniam 



5625 
7 



1 



sunt pares differentiae, sub impari haec figura 7 ponatur hoc modo 

725 
quae in se ducta 49 efficit. Quibus de 56 ablatis 7 restant sie „ . In- 
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725 

feriores daplati ibidem transferantnr hoc modo ^. , quos 14 sequatur 5 

725 

taliter . .g, qni quinarios cum nnitaie 5 de 7 semovit, qui etiam com 4 

29',2 20, qui { remanserant, abstaut, per semetipsum yero 25 consnmit 
hoc modo 145. Sed com perveneris ad oircnlos, post quos non erit 
numerus, tuum numerum in suo loco geminabis et sub circulis transferes, 
cui apponendus est circulus, qui per duplatum et se ipsum superiores 
demat; et iterum transferas non geminando circulos, sed simplices re- 
ponendo, et hoc, quousque omnes consumes; vel medietas circulorom 
sumenda est 

De inveniiane radicis minutiarum, Si autem fractionum radicem in- 
venire desideras, yerte ipsas in ultimum genus. Deinde, ut in integris 
docuimus, faciamus. Sed si nihil remanserit, erit vera radiz, et qnod 
exierit, reducas ad integrum, ut poteris. Sed si aliqnid superfuerit, non 
habet radicem. Tunc minuas, quia, quantocumque plus minues, eo magis 
numerum yerae radicis propinquiorem generabis. Verbi gratia, si 120 
minutorum radicem quaeris, yertas ea in differentiam habentem radicem, 
id est in secunda, fientque 7200, et si poneres quarta yel sexta, esset opus 
yerius. Post haec extrahamus radicem 7200 secundorum, et sunt 84 
minuta et fractio quaedam, quod sublevantes ad numerum integrum fit 
unum et 24 partes de 60, quae sunt minuta. 

De inventione radicis integrorum et mimiiiarufn diversorum ordinum, 
Badix duorum tertiaeve ac terciae decimae sie invenitur. Primo quidem 
omnia ad genus infimum ducenda sunt. Sed quoniam haec minutia sunt 
diversorum generum ex earum denominatione commune genus multiplica- 
tione inveniendum est. Ex tribus enim et 13 39 consurgunt Ad hoc 

2 

ergo genus integra, ut sunt quasi minuta, deducantur hoc modo oq, quibns 

78 
3 et 13 addatur ita .^. Sunt etenim 94. Igitur ut sint secunda per suum 

genus iterum multiplicentur. Omnis autem genus harum est 39, quomam 
ad modum praedictarum 3666 consurgunt, quarum itaque radix, ut prae- 
docuimus 60 scilicet tricesimae nonae partes unius, supereminentibus 66 
secundis, inyenitur. Est autem radix ad integra reducta unum et 21 partes 
integri diyisi in 39, quod leviter probanti illud patebii 

Item dlia regula de inventicme radicis. Cum yolueris extrahere radicem, 

29^,1 pone ipsum | numerum per di£ferentias suas, sintque circuli yersns 

dextram dumtaxat pares sive 4 siye 6, quia quanto plures fuerint circnli, 

tanto plus erit sie subtilis ^ . Post haec extrahe radicem numeri 
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Qna cum circnlis snis, quos addidisti, et quod ezierit de nnmero integro 
mediato serva sie 509. Si vero aliquid snperfaerit proice emn, et non 
eures de eo sie: 509. Et scito tnnc, quod numerus ille non habet radicem; 
et si nihil remanserit, erit yera radix sine fractione. Post haec numera a 
dextris ab initio differentiarum radicis medietatem circulorum, et accipe, 
quod superfaerit, et scribe eum seorsum, et minue eum de loco suo hoc 

00 9 

modo 5 09, et multiplica, quod manserit, in 60 hoc modo 60, et numera 
similiter medietatem circulorum, quos addidisti, super numerum, et accipe 
superfluum, et scribes eum sub numero integro et minue eum de loco suo 

00 
sie: 5 40. Et quod remanserit multiplicabis iterum in 60, et numerabis 

00 
medietatem circulorum sie 2400, et accipies superfluum, et scribes eum 
sub numerum, quem scripsisti, et erunt secunda. Et si iterum aliquid 
remanserit, multiplicabis eum in 60, ut prius, et divides ut prias, et exi- 
bunt integri, minuta, secunda, 3*, 4* 5*, secundum circulos, quos posuimus 

5 int. 
ante numerum. 5 min, Integrorum vero et minutiarum radices inventae 

24 2» 
sunt. Si quidem omnia ad inferiorem di£ferentiam deducenda sunt, quae 
deducta si fuerint secunda, habebit radix minuta, si 4* 2*, si 6^ 3*; quia 
ista inter se illa producunt, quando radices ad sua integra reducantur, ut 
possunt. Hactenus de radicibus. 

Nachschrift. 
Es ist nachträglich gefunden worden, dass der Schreiber des Clm 13021 
für den hier in Frage kommenden Theil der unter dem Abte Ebebhabd 
des Klosters Prüfning bei Regensburg (1163 — 1168) schreibende Frater 
SiGSBOTO gewesen ist, welcher auch den Cassiodorius des Chn 13 0^ 
gefertigt hat. Dadurch ist die Entstehungszeit des Codex auf die Mitte 
des XII. Jahrhunderts fest bestimmt. Durch die hier gegebene Beschreibung 
der Handschrift bitte ich das in den „Manatsheflen für Mafhematik und 
Physik'* VIII, 193—194 über dieselbe Gesagte zu vervollständigen, be- 
ziehungsweise zu berichtigen: 

Thorn, 29. November 1897. M. Curtze. 
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Die nachfolgende zum ersten Male gedruckte Abhandlung ist der Hand- 
schrift der königlichen Hof- und Staatsbibliothek zu München Clm Nr. 56^) 
entnommen, welche in der ersten Hälfte des 15. Jahrhunderts von einem 
gewissen Magister Beinhabd von Wurm geschrieben isi Es ist eine 
Foliohandschrift von 231 Blättern, welche oben rechts mit den Ziffern 
2 — 232 foliirt sind, so dass wahrscheinlich ein Blatt vom verloren ge- 
gangen ist. Auf der Bückseite des Deckels liest man folgendes Inhalts- 
yerzeichniss: 

yyln isto Ubro continentiM' infra scripta.^^ 
^Priimo oLmagesti abreviatum per Magistrum Thomatn de Äquino Et continä 

libros sex incipU fol. 5." 
y^Item Uber theoreumatum todus guadruu\j et continet tractatus plures, 
Rrmus est de theoreumcdibus arismärice foL 123. Secimdus geome- 
trice 131. Tercms musice 138. Quarius astronomie 145.^*' 
^iem Älius tractatus theareumcUum astronomie circa theoricas planetarum et 
prius solis secundo lune deinde trium superiomm et veneris atque mer- 
curij. fol. 16V' 
yfitem tractatus de quantitate trium soUdorum magistri lohannis schindet 

föUo 197.'' 
yftem tractatus quidam honus de capacitate figurarum föUo 207.'' 
Darunter das Ex lAbris der Elektoralbibliothek zu München. 
Auf dem untern Bande des Blattes 3* befindet sich folgende Bemer- 
hmg, welche über die Schicksale der Handschrift Auskunft giebt: 

^yLste VSber est conventus toienensis fratrum ordinis praedicatorum in 
austria. eidem attuUt frater lohanes fieckd Anno domini 1457 ante profes- 
sionem suam de secuta, et fuU guondam magistri Reinhardi de Vurm, quem 
propria manu scripsit." 

^Quaprqpter scitote omnes et singuU, prout superius est narratum, quod 
idem Über est datus a prefato conventu Burchardo Keck dvi Sdtzhurgensi, 
prout häbäur in Uteris sibi ab eadem conventu datis, pro pecmia satis legäU." 

1) Siehe Oatalogus Codieum manuscripiorum Bibiioihecae Begiae Monaeensis 
Tomi III pars L Codices latinos eontinens Monaehii 1868. p. 10. Die dort ge- 
gebene Beschreibong ist nnyoUständig. 
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Danach ist also der Band von Magister Beinhardus de Vubm ge- 
schrieben, kam nach dessen Tode in den Besitz eines gewissen JoHAioiES 
Fleckel, welcher ihn bei seinem Eintritt in den Predigerorden seinem 
Kloster in Wien überwies« Von diesem kaufte ihn später der Salzbnrger 
Bürger Burkard Keck, nach dessen Tode er endlich in die Elektoral- 
bibliothek zu München gelangte. Die königliche Hof- und Staatsbibliothek 
zu München besitzt noch einen zweiten Handschrifbenband, der ein Bruder 
des vorliegenden genannt werden darf. Es ist dies Clm 10662}) Derselbe 
hat auf Blatt 2^ folgende Bemerkung: 

„Jste liber est convmtus wienensis fratrum ordinis predicaiorum in 
atisiria, quem eidem atiulU de seculo frater lohannes Fleckel Anno dmi 1457, 
et fuü quondam magistri Reinhardi^^*) 

Darunter steht dann: 

^fiollegii Soc. JESU Molshemif^ 
während auf dem vordem Deckel die Notiz steht: 

,,Ex Bihliotheca Palatina Mannh. No, VI. 1298.'' 

Auch dieser Band ist von Reinhard de Vurm selbst geschrieben. Seine 
weiteren Schicksale sind jedoch etwas anders verlaufen, bis sich beide 
Codices in derselben Bibliothek wieder zusammengefunden haben. 

Blatt 3^ bis 120^ umfasst den nach obigem Inhaltsverzeichniss von 
Thomas von Aquino verfassten Auszug aus dem Almagest. Er beginnt 
mit den Worten: ^fimnium rede phUosophancium non solum verisimäibus 
coniecturis credibüümsgue argumentis argumentandis, sed et firmissimis rado- 
nibas deprehensum est, formam celi spericam esse.'' Am Schlüsse: „ÜSijrfici/ 
Almagesti minor finitus Anno X 1434^." 

Blatt 120^ bis 122^ ist leer. Von Blatt 123* bis 153^ schliesst sich 
dann der liber theoreumacie an. Anfang: „Cum Ptohmeus in almagesli 
edisterat, quod bonum fuü sapient^ms visum esse." Am Schlüsse heisst es: 
^^ExplicU Über theoreumacie finitus Salzburgi anno 1436." 

Blatt 154—160 sind leer. Blatt 161» bis 181^ beginnt eine Theorica 
planetarum, welche, datiert von 1342, auch in der Thomer Handschrift 
B. 4^ 2^) sich befindet. Anfang: ^^Philosqphiae singulari exdlentissimo 
doäori Magistro Johanni de ganduno Petrus de gludina maihematicarum et 



1) Siehe Catcd. Cod. manuscript Bibl. Begiae Monac. Tomi IV pars L Mo- 
nachii 1874, p. 155. 

2) Die Worte „eonvenhis wienensis fratrum ordinis predicatorum*^ sind in der 
Handschrift aasradiert. Dieselben sind aber noch zweimal an andern Stellen der- 
selben wiederholt, so dasa an der richtigen Ergänsang Zweifel aasgeschlossen ist 

8) Siehe Zeitschrift für MathemaUk und Physik, Syjpgpiementheft sum XIIL 
Bande, Seite 79—80. 
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veradbus disciplinis cum studio intendere n. s. w/* und schliesst: y^t vos 
amantissimi magistri, qui asirtyrum et otnnis pkisice contemplacionis vacaripro- 
ponUis et potesiis, insufficienciam suhportetis, quando poteritis, quociens viderUis 
hoc qpuscülum in meam cammemoracionem.^ 

Es folgt, im Inhaltsverzeichniss anf der Bückseite des Deckels ans- 
gelassen, eine Abhandlang „De quadratura circulV^. Blatt 182^ — 186^. Sie 
beginnt: y^Ad pröbandum, quod sit dare quadraium equale aree circuli, asm- 
tnitur ista proposicio Archimenidis,^^ Wenn ans dem „5iY dare^^ der Schlass 
richtig wäre, welchen Suter^) nnd nach ihm Cantor') darans gezogen 
haben, so müsste Albertus de Saxonia der Verfasser sein. Von der durch 
SuTER Terö£fentlichten Arbeit ist jedoch die unsere wesentlich verschieden. 
Sie schliesst: per 17^^ tercii igitur hf erit minar fjp^o." 

Blatt 187* bis 188* umfasst dann eine kurze Abhandlung, welche in 
andern Handschriften ^yPrqposioio hona^'' betitelt ist. Auch sie ist im Inhalts- 
yerzeichniss übergangen.') Sie beginnt: „^St ab äliquo puncto aiffnato, quod 
tantum distat a drcumferencia alicuius circuli, quanta est semidyamäer ipsius 
circuli, ducantur due linee una secans predictum circulum et transiens per 
centrum eius, alia contingens cum, tunc inter dua puncta drcumferencie pre- 
dicta, scüicet punctum sectionis et punctum cantadus, continetur dusdem 
drcumferende pars sexia predse}^ Dieser Satz wird dann auf astronomische 
Fragen angewendet. Blatt 188^ 189 bis 196 sind leer. Auf Blatt 197* 
beginnt dann der ^^Tractatus de quaniUate trium solidorum^\ welchen das 
Inhaltsverzeichniss, sowie eine ganze Reihe anderer Handschriften dem 
JsoHANNES Schindel^) zuweisen. Derselbe erstreckt sich bis Blatt 206^. 



1) SüTSB^ Zeitschrift für Mathematik und Physik. Historisch -lüier arische 
Abih, XXXII, 41—42. 

2) Cahtob, Vorlesungen Über Geschichte der Mathematik II, 131. 

3) Sie fehlt auch in dem oben erwähnten Hand Schriftenkatalog. 

4) Da88 JoHANms Schindel mit Johaniteb de Gahundia identisch ist, dürfte aus 
folgenden Handschriften der k. k. Hofbibliothek zu Wien hervorgehen: 

1. Nr. 6412% 131att 165^— 160^ Johannes Schindel de Gamundia, Tabulae 
st^larum fixarum partim verificatae per Georgium praeposiium Neu- 
burgensem, 

2. Nr. 5415*, Blatt 133*— 160^ Johannes Schindel de Gamundia, Canones pro 
ecelipsibus solis et lunae. 

3. Nr. 6418\ Blatt 128*— 145^ Johannes Schindel de Gamundia, Tractatus de 
quadrante horario, 

4. Nr. 5418^ Blatt 146*— 164^. Johannes Schindel de Gamundia, Tractatus de 
composicione cylindri. 

6. Nr. 6501 % Blatt 1*— 19*. Johannes Schindel de Gamundia, Cdlendarium. 

Hiervon gehören Nr. 4 n. 6 sicher dem bekannten Johahn von Gmukdbh an, 

so dass aber die Identität kaum Zweifel bleiben kann. Der Wiener Handschriften- 

Abh. xnr Oetch. der Mathem. Ylir. 3 
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Dort heisst es: „ExplicU tractatus de quantiiate frium solidorum secunckim 
sentenciam ptolomei in Almagesti etc,^^ Es handelt sich um Grösse ond 
Entfernung von Erde, Mond und Sonne untereinander. 

Nun kommt Blatt 207'— 218** unsere Abhandlung, der sich Blatt 219' 
bis 222' diejenigen Sätze anscfaliessen, welche ich in etwas anderer Reihen- 
folge im 8. Jahrgange der ^^Bihliotheca Mathematica!'^ veröffentlicht habe. 
Die Blätter 222^ bis 232 sind leer. 

Was nun die vorliegende Abhandlung betrifft, so wird der Werth 
derselben sich aus dem anschliessenden Commentare ergeben. Orthographie 
habe ich insoweit geändert, als ich überall ae statt des einfachen e gesetzt 
habe, um leicht möglichen Missverständnissen aus dem Wege zu gehen. 
Auch habe ich ^^sphaera*^ statt j^spera^^ drucken lassen, dagegen habe ich c 
statt t beibehalten. Die Handschrift unterscheidet sehr genau zwischen 
beiden Buchstaben, und es ist jedenfalls für das Yerständniss des Testes 
durch Beibehaltung dieses Unterschiedes kein Schade geschehen. Der 
anonyme Verfasser kennt ausser Euclides in der Ausgabe des Cabipants 
den liher trium fratrum de geometria; er citiert das Buch: Archdienides de 
curvis super fidebuSy eine Bearbeituhg der Abhandlung de cono et cylindto 
von einem gewissen Johannes de Tln. Auch Johannes de Linerus wird 
angefahrt, doch ist es mir nicht möglich gewesen, die fragliche Schrift, 
auf welche Bezug genommen wird, aufzufinden. Sie muss sich mit trigono- 
metrischen Untersuchungen befassen. Sonst habe ich alle von unserem 
Verfasser angeführten Stellen unter dem Texte als Anmerkungen im Wort- 
laute abdrucken lassen. Es folgt daraus, dass sein Euclides z. B. nicht 
vollständig mit der gedruckten campanoschen Uebersetzung gestinunt hat. 
Auch bei Archimenides de curvis superficiebus ergiebt sich an einer Stelle 
eine andere Satzzählung. Da in letzterer Abhandlung die Oberfläche eines 
Kegels richtig angegeben ist, so berührt es eigenthümlich, dass hier der 
Verfasser eine auch sonst mehrfach im Mittelalter auftretende absolat 
falsche Formel der Berechnung zu Grunde legt, obwohl er die Oberfläche 
des Cylinders unter Berufung auf die Abhandlung de curvis superfiddms 
richtig berechnet. 

Die in den einleitenden Worten erwähnten penthadonae domini Motsis, 
können doch wohl kaum etwas anderes als den Pentateuch des Moses be- 
deuten. Doch ist freilich von dem, weshalb sie citiert werden, nichts sa 



katAlog hat daher im Index nominum bei Johabhes Schibdel nur den Vermerk 
vide JoHAHNSfl DB Gamumdia. 

Nach dem Codex Amplonianus Qu. 278 stammte Johakhes de Gxicnin>n ans 
Schwaben. Es heisst dort: Scholae et sophismata a magistro Johabvb de Gofon»! 
Suevo de suppositionibus Mabbiui de Ingen inalituta. 
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finden. Oder sollte doch irgend eine andere Schrift eines gewissen Moses 
gemeint sein? 

Figuren sind sehr sanber und exact gezeichnet; so ist z. B. in § 8 
die Seite der vierfachen Fläche eines gegebenen Kreises genau gleich Sy 
des Durchmessers gemacht worden. 

Zwischen § 7 und § 8 schiebt das Manuscript wörtlich das nochmals 
ein, was ebenfalls nach dem Manuscript bei uns als letzter Paragraph ge- 
druckt ist. Da an erster Stelle der in den einleitenden Worten angedeutete 
Grundgedanke der Abhandlung, nach dem die Ereisberechnungen denen der 
geradlinigen Gebilde vorausgehen sollen, unmotiviert unterbrochen wird, 
dagegen an der letzten Stelle ähnliche Betrachtungen nur weiter fortgesetzt 
werden, so dürfte die Auslassung an dieser ersten Stelle wohl als gerechtfertigt 
erscheinen. Ebenso habe ich den § 29, welcher zwischen § 39 und § 40 
im Manuscript sich findet, an seine richtige Stelle gebracht. Dass er hier 
vergessen war, giebt die sonst dort beliebte folgerichtige Anordnung der 
Paragraphen deutlich zu erkennen, während wieder die im Codex beliebte 
Stelle den Gedankengang unterbrechen würde. Die Paragraphenzahlen, 
welche in der Handschrift sich nicht finden, es sind dort nur Absätze und 
grosse bunte Initialen hervorgehoben, habe ich hinzugefügt. Dass jedoch 
solche beabsichtigt waren, wird durch Bückbeziehungen, wie „in 14*' huius^^ 
und ähnliche zur Gewissheit. 

Vielleicht veröffentliche ich später auch die Abhandlung De quadratura 
circuli, welche auch neben der des Albertus de Sazonia Interesse bean- 
spruchen darf. 

Thorn, 9. Mai 1895. ^^ C^^ze. 




3* 
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DE IKQXnSIGIONE GAPACITATIB FIGUBABUM. 

[ Aliquid de inquisicione capacitatis figuraram et quibnsdam azis- ^07 
metricis orsarus dico, quod figurae capacitas dapliciter ad presens. Srnnitni 
uno modo pro snperfioie tantmn, et sie est planicies, area, podismus, cam- 
5 pus, spacinm, pedatora, fandas, embadum, seu superficies fignrae absobta 
vel linea sea lineis interclnsa. Alio modo est tota moles solidi in rela- 
cione alicnius mensurae eam mensnrantis considerata etc. Et qnia circoliis 
est figiira omniurn figorarnm simplicissima, ana enim tantnm, nt yiilt 
EucLiDES^) in primo suornm elementorum, linea continetor, a qua ideo 
10 non immerito, nt testatnr dominns Motses in principio snaram penthado- 
namm,^) illud universale rerum commune opus in- 
cipit: ab illa igitur hie prinoipinm facere non indigne 
complacuit. 

1. Bali circüli centrum invenire, (Fig. 1.) 

Sit circulus datus abc^ in quo ducam lineam 

rectam extremitates suas circumferenciae circoli appli- 

cantem, quomodocumque contingat; quae sit ac, quam 

per 10*" primi Eüclidis*) diuidam per medium in 

puncto d. A quo puncto per 11*™ eiusdem primi 

20 duco perpendicularem ad lineam ac^ quam applico transscendere circnlnm 

ex utraque parte, quae sit edh; quam rursus divido per aequalia in 

puncto /*, quem dico centrum circuli esse. 

Patet per primam tercii Euclidis^) et per Campanüm^) ibidem. 

1. Fehlt im Mscrpt. — 11. ille universalis rerum opus commune opus, — 
23. Hier schiebt das Mscpt. ein, was wir unten in § 8 am Schlüsse haben ab- 
drucken lassen: Eadix guadrata , . , 36 2\ 

1) EucuDKS I, Def. 19 (ich citiere nach der Gampanoschen Änsgabe): CiwthiM 
est figura plana, una quidem linea eonienta, quae circumferencia nominaiur. 

2) Worauf eich diese Bemerkung beziehen soll, weiTs ich nicht. 
8) EucLiDEs I, 10: Proposita recta linea eam per aequalia dividere. 

4) EucLiDss III, 1 : Circüli propositi centrum invenire. 

5) Es ist hier offenbar der Beweis des Euclideb dem Gampanüs zugeschrieben, 
wie dies so häufig geschehen ist. Die von unserem Autor beliebte Gonstraction 
ist nichts weiter als die Euclidische. 
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Fig. 8. 



2. Datae dyatnetri ärcumferenciam circuli in- Fig. 2. 
venire. (Fig. 2.) 

Esto, nt sit circulas a6, et dyametrus eius 
dafca, verbi gracia 14, sit ah. Quam djametrum 
tripla, et proveniunt 42. Prodncto si y dyametri 
^^^' praedictae, scilicet 2, addideris, | 44, qnae sunt cir- 
culi circamferencia, producuntur. 

Patet per 7*°* geopaetriae trium fratrum.^) 

3. Datae circumferenciae circuli dyameirum indagare. 

Sit circumferencia circuli data, ut supra, verbi gracia 44. Ab ipsa 10 
igitnr anfer 22^°^ partem, scilicet 2, et residui tercia pars, scilicet 14, fit 
dyameter circumferenciae circali praedictae. 

Patet per dictam 7*°^ geometriae trium fratrum. ^ 

4. Dati circuli embadufn invenire, (Fig. 2.) 
Datum autem dico circulum, cuius d jame ter est data. 
Este igitur circulus alj cuius centrum d^ et 

dyameter adb verbi gracia 14, et circumferencia 44. 
Ducta igitur medietate dyametri, scilicet ad, ut 
Septem, in medietatem circumferenciae, ut in 22, pro- 
venit 154, quae sie dati embadum circuli producunt. 
Patet per quartam trium fratrum.®) 

5. Arcus dati sectoris aream invenire. (Fig. 3.) 

Circuli sector, ut vult Eüclides^) diffinicione 10* tercii libri, est figura, 
quae sub duabus a centro ductis lineis et sub arcu, qui ab eis compre- 
benditur, continetur. 25 

Este sector ade in dato circulo ach, cuius centrum d, dyameter adh 
ut 14, et circumferencia ach tota 44, arcus autem, scilicet ac, ut 11, 




20. guae sunt dati, — producuntur. 



6) Hier citiere icb nacb meiner Ausgabe : Der liber triam fratram de 
geometria. Halle 1884. Das Citat iat 80, wie es gegeben ist, falsch. Es musa 
heissen: „i>er 6*°*". Es heisst dort nach Abcbimedes Kreiamessung : iam ergo 
manifestum est ex eo, quod narravimua, <^d proporcio lineae continentis circulum 
ad dyametrum eius est maior proporcione trium et decem parcium de septuaginta 
et una partibus ad unum, et est minor proporcione trium et septima unius ad unum, 
et iUud est, quod declarare voluimus. 

7) Hier ist dieselbe Stelle dea liber triam fratram gemeint. 

8) Liber triam fratram, IV: Medietatis dyametri omnis circuli mulHpli' 
eacio in medietatem lineae continentis ipsum est embadum superficiei eitts. 

9) EucLioEs III, Def, 10: Sector circuli est figwra, quae sub duabus a centro 
ductis lineis et sub arcu, qui ab eis comprehenditur, continetur. 
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embadmn circuli per praecedentem 154. Sicnt igitnr se habet tota circom- 
ferenda acb ad arcum sectionis ac^ sie se habet totum embadnm drcnli 
ach BÄ embadam sectoris ade, 

Patet per Ptolemaeum^^) in almagesti dictione sezta capitalo 7^, nbi 
5 dicit: ^^Et quia proportio orhmm ad arcus erit aequalis pn^ßordom super- 
ficierum ipsorum ad superficies sectorum.^'' Idem patet per corrolarinin 
quartae trium fratrum.^^) 

Duo igitnr arcnm sectoris, ut nmneri secandi, in circuli embadam, 
ut tercium, et divide per primnm, scilicet per circnmferenciam circuli, , sod 
10 et 38 et Y ^ni^s, qnod est embadum sectoris, producitur. 

6. Sphaerae^ cuius maximus fuerit daius äreu- 
Fig- 8. itis, planiciem indagare (Fig. 2.) 

Esto sphaera, cuius maximus datus circolns 
sit a&, et dyameter tota verbi gracia 14. Ergo per 
quartam huius embadum circuli erit 154, quod si 
quadrupletur, ezurgit embadum sphaerae praedictae, 
scilicet 616. 

Patet per lö»"* trium fratrum.") 
Quod idem est, ac si dicatur: dyametmm in cir- 
so cumferenciam circuli multiplica. Idem enim producitor. 

7. Datum circulum incrassare, (Fig. 2.) 

Circulum incrassare ^') voco sphaerae molem sea magnitudinem, cuins 
maior circulus fuerit datus, invenire. 

10) Ptolehaecb eitlere ich nach der üebersetzung des Gkrhabd yon Crbmosa 
in der Ausgabe: Almageltü GL. Ptolemei | Pheladienfis Alezandrini AstronomoT^ 
principis: | opus ingens ac nobile omnes Gelorü mo-ltas continens. Felicibos Altris 
eat in | luce^: Ductu Petri Liechtenstein | GoloniSfis Germani. Anno | Virgioei 
Partus, lölö. I Die. 10. Ja. Venetijs | ex officina eiuf-|dero litte-Varia. |%*| Cum 
privilegio. In dieser Ausgabe heisst es Blatt 68^ Dictio Sezta, Capitulam 
septimum, Zeile 44—46: Et quia proportio orbium ad arcus est equalis propor- 
tioni superficierum earum ad superficies seetorum, 

11) Liber trium fratrnm, IV, S. 19, Z. 6ff.: Et iam seitur ex üh, quod 
narravimus, quod, cum sumitur ex eireulo abg arcus, quieumque areus sit, et pro- 
trahuntur ex duabus extremitatibus eius duae lineae ad eentrum circuli, est embadum 
huius trianguli, quem continet iste arcus et duae lineae, qiMC protractae sunt ab 
extremitatibus eius ad eentrum, tZZud, quod fit ex mültiplicaeione medieiatis dya- 
metri circiili abg in medietatem arctM assumpti ex eo, et iUud est propositum. 

12) Liber trium fratrum XV: MültipUcacio medietatis dyamebri omnis 
sphaerae in terdam embadi suae est embadum magnitudinis sphaerae. 

18) Das Wort incrassare circulum für Berechnung des lUnminhaltes eioer 
Kugel kommt meines Wissens zuerst bei Gbbbert vor. Dort heifst es: Circulum 
incrassare si vis etc. {Olleris, G. LVI; LXXXII), obwohl Blums in den Gromatiä 
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Esto circTÜas datus, cnias volo crassitudinem, 
abj cuius djameter ab ut 14, quam cubabo, et 
proyeninnt 2744, quae sunt cubus djametri circuli 
dati Qui cubus per 10*°* Archimenidis ^*) de 
curvis superficiebus habet se ad sphaeram dati cir- 
call, sicut 21 ad 11. Ducatur igitur 11 in cubum, 
scilicet in 2744, et dividatur per 21, et 1437 et 
y unius, quae sunt moles seu crassitudo circuli 
S08' dati, producuntur. | 

8. Bau circuli orihoparalleloprammum quadru- 
plum invenire. (Fig. 4.) 

ünde manifestum est, quod latus tetragonicum 
quartae orthoparallelogrammi praedicti est latus 
qoadrati dato circulo aequalis. 

Esto datus circulus a&, cuius djameter ab. 
A terminis igitur djametri ab ducam duas lineas 
rectas perpendiculares ad lineam a2), et %t quae- 
libet illarum sit aequalis circumferenciae circuli dati 
a&, quae sint ac ei db^ et complebo orthoparallelo- 
grammum ducta linea cd: ergo per sextam Archi- 
MENiDis^^) de curvis superficiebus ipsum ortho- 
paralielogrammum acdb est aequale embado spbae- 
reae circuli dati, ergo per 15*"* geometriae trium 
fratrum ipsum orthoparallelogrammum est qua- 
druplum ad circulum datum ab, quod erat assump- 
209 tum. Bursus ex ultimo praedicti orthoparallelogrammi 
circulo dato. Cuius quartae si per 40*™ primi 



Pig. 4. 




10 



15 



20 



S5 



I quarta est aequalis 
et ultimam secundi 



7. erit 1437, — 8. Hier schiebt das Mscpt. den § 40 ein. Siehe die Einlei- 
tung. — 9. orthoparaUlogramum und so immer. — 19. sunt. 



veteres (U), behauptet die Stelle bei Gbbbkbt nicht aufgefaoden zu haben. In den 
beiden vorhandenen Ausgaben steht sie sogar an zwei verschiedenen Stellen. 

14) Von der Schrift Aschimbnioes de curvia super ficiebus ist der Wort- 
laut der Theoreme in der Heiberg'schen Ausgabe III, LXXXVII— LXXXVIII zum 
Abdruck gekommen. Unser Verfasser muss die Sätze X und XI als einen be- 
trachtet haben. Nur Satz XI enthält das, was er ausspricht: Cuiuslibet sphaerae 
proportio ad ciibum sitae dyametri est tanquam proportio undedm ad 21. 

15) Abchxmbnides de curvis super f., VI: Cuiuslibet sphaerae superficies est 
aequalis quadrangulo rectangulo, quod sub lineis aequalibus dyatnetro sphaerae et 
circumferencia maximi circuli continetur. 
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Maximilian Curtze: 



Fig. 5. 



EuGLiDis^^) latus tetragonicum quaesieris, ipstun erit latus quadrati circulo 
dato aequalis. Badix quadrata areae circuli, scilicet 154, 14 ^^ fere, Tel 
in phisicis 12 integra 24 M*. 36 2\ 

9, Trigoni orthogani omnium aut tarnen du- 
orum datorutn laierutn areatn scrutare, (Fig. 5.) 
Sit triangulus orthogonus ahc^ cuius si 
duo latera angulum rectum ambiencia nota 
fuerint, verbi gracia ac ut 3, c& ut 4, duc 
unum in aliud, et producti medietas est area 
trianguli. 

Patet haec per 41*™ primi Euclidis.^^ 
Si yero latus recto angulo oppositum, sci- 
licet a&, cum uno tantum rectum angulum ambiencium, verbi gracia hc^ 
nota fuerint, tanc subtrahe quadratum lateria chy scilicet 16, de quadrato 
16 lateris a&, scilicet de 25, et remanet quadratum lateris ac, quod est 9, 
cuius radix quadrata est 3, et hoc latus ac. Quo cognito ut prius Operator. 

• Patet hoc per penultimam primi Eücli- 




Pig. 6. 



DIS 



18' 



) 




10. In ttigonis oxigoniis et amptiganüs da- 

tot'uin laterum ccUheium invenire, (Pig. 6.) 

Oathetum voco lineam ab angulo oxi- 

gonii vel ampligonii ad latus oppositom 

perpendiculariter descendentem. In orthogonio 

enim illud quaerere non oportet: quaelibet 

25 enim linearum angulum rectum ambiencium potest dici, si placet, cathetns. 

Sit igitur triangulus ahc notorum laterum ah ut ß, bc ut S^ ca ui 

10. Ab uno igitur angulorum trianguli ducatur linea perpendicularis super 



2 — 3. Badix, — ^^ steht in der Handschrift an der oben erwähnten 
Stelle. — 17. Patet bis Euclidis steht im Mscpt. vor quod est 9, — 19. oxigonü 
et ampligonii. 



16) Das Citat Euclidss I, 40 ist falsch, es muss heissen 1, 42. Dort heisst es: 
Aequidistantium laterum super ficiem designare, cuius angulus sit angulo assignato 
aequalis, ipsa vero superficies triangüh assignato aegutilis. — Das weitere Citat 
bedeutet 11, 14: Dato trigono aequum quadratum describere. 

17) EucLiDEs I, 41: Si paraUelogrammum trianguiusque in eadem basi atqw 
in eisdem altemis Uneis fuerint constituta, paraUelogrammum triangulo dupitm 
esse conveniet. 

18) BucLiDES I, 46, der Pythagoreische Lehrsatz: In omni trianguJo rectanffvilo 
quadratum, quod a latere recto angulo opposito in semetipso ducto describitur, 
aequum est duobus quadratis, quae ex dtiobus reJiquis lateribus conscribuntur. 
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09' latus I eidem angnlo oppositam, quae sit verbi gracia bd. Esfc enim 
illa, quae quaeritur. Et quia per penultimam secondi Euclidis^^) et 
CAMPAia^^) ibidem qaadratmn lateris a&, quod opponitnr angalo acuto c, 
minus est duobus quadratis duarum linearum ac ei hc tantum, quantum 
est ex ac in de bis, duo igitur quadrata, scilicet &c, quod est 64, et ac^ 5 
quod est 100, simul iungantur, et 164 proueniunt. De quibus demam 
quadratum a&, quod est 36, et remanent 128, et est illud, quod ex ac 
in de bis sumptum. Cuius si medietatem acceperis, scilicet 64, et per 
lineam aCy scilicet 10, diviseris, 6 et y unius, quae sunt linea de, pro- 
ducuntur. Quadratum igitur de, scilicet 40 partes 58 M*, subtrahamus lo 
de quadrato &e, scilicet de 64, et remanent 23. et 2, quod est quadratum 
hdj cnius radix est 4.48, quae sunt cathetus &d, qui quaerebatur. Yel 
sie. Subtrahe quadratum ab de quadrato &e, et residuum divido per 
lineam ae, et producti medietatem adde super medietatem lineae ae, 
scilicet super 5, et proveniet maior pars lineae ae, scilicet de, et si sub- i5 
traxeris, minor pars producitur. 

11. Trigoni oxigonii seu ampligonü datorum laterum aream inquirere. 
(Rg. 7.) 

Sit trigonus quicumque iam dictorum abc datorum laterum ab yerbi 
gracia ut 5, &e ut 8, ea ut 10. Et cathetus bd per praecedentem notus, so 
verbi inracia 3 . 58, ducatur in li- 

^ ' Fig. 7. 

neam ae, et producitur ortboparalle- 
logrammum aefc 39 . 40, quod per 
41*" primi Euclidis") est duplum ad 
datum triangulum abc. Medietas 
210 I igitur eins, scilicet 19 . 50 est area 
trianguli abc^ quod erat assumptum. 

1J2. Trigoni orthogonii, ampligonü seu oxigonii diu>rutn tantum laterum 
et unius anguli, aut duorum angulorum et uniius lateris, aut omnium datorum 
angulorum et ignotorum laterum, aut e converso aream invenire, so 




6. ac in de d Bis duo. — 7. rt eius duplum est iUud. — 9. 10 fehlt. 



19) EccLiDBS II, 13: Ofnms oxygonii tanto ea, quae acutum respieit angulum, 
ambobus lateribus angulum acutum continentibus minus potest, quantum est, quod 
bis continetur süb uno eorum, cui perpendicularis intra superstat, eaque sui parte, 
quae perpendicukuri anguloque acuto interiacet. 

20) Das bezieht sich wohl auf den von Campanus hinzugefagten SchlusssaU 
lu obiger Proposicio: Notandum autem per Justnc et praecedentem et penultimam 
primi, quod eognitis lateribus omnis trianguli cognoscitur area ipsius, et auxiliantibus 
tdbulis de chorda et arcu cognascitur omnis eius angülus. 

21) Siehe oben Anmerkung 17. 
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In his yariacio diTorsa occnrrit, ideo de hiis in hoc breviloquio fign- 

rarum subticeo, quia de hac materia in tractatu de trianguloram noticia 

satis scripsi. Ideo de invencione arearum praedictamm com tractata 

praedicto et cum cordis et eamm arcubus et com tribos praecedentibos te 

5 coadiuves, et habebis etc.**) 

Orthogonius autem est, cuius duortim laterum qnadrata qnadrato 
tercii lateris sunt aequalia. Si vero maiora fuerint, est oxigonins; si 
minora, ampligonius. 

13. Si laiera irianguli nota fuerint, et völumus scire cuiuslibet lateris 
10 oppositos angulos, quadra latera et quadrata simul iunge. Et quod pro- 
ductum sit primus numerus, et quadratum cuiuslibet lateris parciale sit 
secundus numerus, et duo anguli recti, quos quUibet triangulus rectilineus 
per corrolarium 32*® primi Eucledis habet, sit tercius numerus. Dqc 
igitur secundum in tercium et divido per primum, et sie angulos triangnli 
15 invenies. *^ 

Quod si anguli noti fuerint, et latera ignota, circumscribe triangolo 

circulum. Quia sunt noti, arcus erunt ipsis subscipientes noti, qao- 

^ 3 rum arcuum quaere cordas et habebis latera 

a. 1& nota.**) | 210' 

20 14, Orthoparallelogrammi datorum late- 

rum areatn inquirere, (Fig. 8.) 

EstoorthoparallelogrammumabceJ. Buc 

unum eins laterum in aliud angulum unam 

ambiencium, yerbi gracia ad in aliud, scilicet 

25 in de, et per primam diffinicionem secundi Euclidis*^) producitur area 

orthoparallelogrammi praedicti. 

15. Baiorum laterum et angulorum almuhaim et sibi similium arcmn 
invenire. (Fig. 9.) 



10. anguioa fehlt. — 23. aliud fehlt. 



22) Hieraus gebt hervor, dass unser Verfasser ein Bach mit dem Titel: 
Trcu^tus de trianffulorum noticia geschrieben haben muss. Vielleicht ist es 
möglich aus dieser Bemerkung den unbekannten Autor wieder zu erkenuen. 

23) EucLiDEs I^ 32: Omnis trianffüli angiUua extrinaecus duöbua intrinaeda sibi 
oppoaitia est aequalis. Omnes autem trea angulos eius duobus rectis angulis 
aequos esse necesse est. 

24) Dass hier nur die relative Grösse der drei Seiten gefunden werden kann, 
ist von unserem Verfasser nicht scharf genug hervorgehoben worden. 

26) EucuDEB IT, De f. 1: Omne parallelogrammum rectangtUum aub dudbus 
lineis angulum rectum ambientibua dicitur contineri. 
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Fig. 9. 




Almuliaim yero quadrangalum aequilatemm sed non aequiangulum. 
Similis almnhaim est quadrangnlum solam lateram et angnloram sibi 
oppositonun aeqnalium. 

Sit igitur almuhaini ah cd datomm lateram, 
yerbi gracia qaodlibet nt 6, et angalo d y recti. 
A punctis ergo a et & ducam perpendicalares ad 
cd ea ultra tracta, qnae sint af et be^ et quaeram 
quantitatem lineae af^ secundnin qnod linea ad est 
6. Triangulo adf per 5*™ quarti Euclidis*^) 

ymaginabor transscribi circulmn adf^ et quia f est angulus rectus, erit lo 
per 30*" tercii****) ad dyameter circuli adf^ et arcus afd 180 gradus. Et 
quia angulus d per ypothesin j recti, erit per ultimam sexti*^°) arcus 
af similiter y de 180, quod est 120 g", et corda eius af secundum 
quantitatem, qua dyameter ad est 120, erit 103 p' et 55 minuta. Ergo 
secandum quantitatem, qua ad est 6, erit af b partes et 11 M\ Patet posito i5 
adj prout est 120, pro primo numero, af^ prout est 103 partes 55 minuta, 
pro secundo, et ad^ prout est 6, pro tercio etc. Duc igitur af in fe^ et 
producitur quadratum ahef^ quod est aequale almuhaim datae. 

Patet sie. Quia duo triangli adf et hce 
211 sunt aequales, nam duo anguli \ d et f unius 
sunt aequales duobus angulis c et e alterius 
per 29*™ primi,***) et duo latera ad et af 
unius sunt aequalia duobus lateribus hc et he 
alterius, ergo etc.; unde constat, quomodo qua- 
dratum aequale datae almuhaim describitur. 

Et similis modus est recte de simili almuhaim. 

16, Parcionis circuli dati arcus aream scru- 
iari. (Fig. 10.) 

Portio circuli est superficies inter datum arcum et cordam eius consistens. 

Sit circulus a&, cuius centrum c, et arcus datus porcionis circuli, so 



Fig. 10. 




8. inaequalium. 



25*) EucuDEB IV, 5: Circa trigonum assignatum, sioe illud 8Ü orthogonium, 
sioe amplygoniwn, aive oxygonium, circulum descrihere. 

25^) EucLiDES III, 30: Siehe Anm. SO. 

260) EüCLiDis VI, 32: Siebe Anm. 31. 

2b^) EucLiDES I, 29: Si duabus Hneis aequidistantihus Tinea supervenerit , duo 
anguli coaJterni aequales erunt, angulusque extrinsecus angulo intrinseco sihi op- 
posito aequaiis, itemque duo anguli intrinseci ex aUerutra parte constituti duohus 
rectis angulis aequales. 
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quae quaeritur, a5, cnius corda ab, Qoia igitnr arcus ah est notas, erit 
corda eins ah nota, et Imeae ac et c&, quia semidjametri dati circuli, notae. 
Ergo per 5*°^ huiiis sector ach erit notas, et per 11*™ hnius trigonus ach 
erit notus. Subtrahatur igitur trigonus de sectore, et residaum est porcio 
5 circuli inter arcom et cordam ah contenta. 

17. Pörciania circuli seu figurae ovalis datorum arcuum inier duos se 
ipsos secantes contentae circulos aream perquirere, (Fig. 11.) 

Sint duo circuli afc^ cuius centrum ^, et a&c, cuius centrum d, in 
punctis a et c se intersecantes, ducanturque lineae ag et gc^ ad et de, 



Flg. 11. 



Fig. 12. 





Fig. 13. 



10 et linea ac. Quaerantur igitur per praecedentem areae duarum circuli 
portionum, scilicet afc et ahc, quas ac corda mediat, et sie InTentae simul 

iungantur, et area figurae ovalis afch pro- 
ducitur. Unde (Fig. 12) manifestum est, si 
circuli aequales se intersecantes alter alterios 
arcum 132 graduum et 23 minutorum rese- 
cuerit, figura ovalis inter duos arcus prae- 
dictos inclusa erit fere medietas circuli 
cuiuslibet praedictorum. Et si (Fig. 13) 
duo circuli aequales se supra centra eorum | ^^^ 
alterutri transeuntes intersecuerint, quilibet 
eorum aream inter alterutrius arcus inclusam continebit bis et fere 
25 m*. 

18, Dato drcülo duplum circtdum depmgere. (Fig. 14.) 
Sit circulus ahcd^ cuius dyameter ac^ cui per 7*°* quarti circum- 
25 scribatur quadratum efgli. Item per 9*°* quarti Euclidis eidem quadrato 




7. ipsum. 
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Pig. 15. 



transscribam circnlnm efgh, Qnia ^«- **• 

igitnr qnadratum lineae fh^ qnae est dya- 
meter circoli maioris, per pennltimam primi 
est düplnm ad quadratnin lineae fg^ qnae 
est aequalis dyametro circoli minoris: ergo 
per 2*™ duodecimi'*) circnlas, cnins dya- 
meter est fh^ est duplns ad circnlnm, cnins 
dyameter est ca. 

19. Excessus guadraii daiorum laterum 
ad circulufn sü>i inscripium et e converso veri- 
simüiter indagare. (Pig. 14.) 

Sit qnadratnm efgh datomm latemm, cnins scias aream per 14*"^ 
hnins. Deinde similiter scias aream circnli qnadrato praedicto inscripti per 
qaartam hnins. Subtrahatnr itaqne unnm ab alio, et habebitur intentnm. 
Et similiter e converso, nt snpra in i5 

fignra, excessns qnadrati inscripti ad 
circnlnm erit 



j^ ipsins circnli. 

J20. Dato circtdo quadrabum ae- 
guakverisimüüerde^^nngere. (Pig. 15.) 

Sit circnlns ahcd^ qnam qna- 
drabo dnabns dyametris ac et &d, 
cnins dyameter nt 14, circumferencia 
44 et area 154. Hnins igitnr areae 
qnaeram radicem qn^adratam, et est 
12 partes 24 m*" 35 2*; et hoc est 
latns qnadrati dato circnlo aeqnalis, 
snper qnod si constitno qnadratnm 
per 45*™ primi Eüclidis,*') habeo, 

qnod intendo. Si vero qnadratnm aeqnale circnlo snpei; idem centmm 
circnli depingere Tolnerim, radicem praedictam a toto dyametro demam, so 
et residnnm est 1 pars 35 m* 25 2^; cnins accipio medietatem, scilicet 
47 m* 42 2*, qnae snnt fere nna 17*, ^ dyametri, et eam signabo in dya- 




18. per 13om, — 17. circidum et —- 



26) EucLiDEs IV, 7: Circa propositum eirctdum quadratum discribere. — IV^ 9: 
Circa auignatum quadratum circulum describere. — XII, 2: Omnium duorum cir- 
eyicTum ett proporiio alteriua ad alterum tanquam proporlio quadrati suae diametri 
ad quadfatum diametri alterius. 

27) EucLiDss I, 46: Ex data linea quadratum describere. 
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metro per lineam ap. Posito igitur ap sjnn Terso, quaeram arcnm 

eins per quartam primi Magistri de Lineriis,^^) et habetur sie Pri* 

mum convertam eum in numerum, quo dyameter est 120 partes. Sit 14 

primus numerus, et sinus praedictus, scilicet 47 m* 42 2*, secondos, 

6 et 120 tercius. Ducatur igitur secundus in tercium etc., et proveniuni 6 

partes 48 m* 51 2^, quae sunt sinus versus praedictus secundnm qoanti- 

tatem, qua dyameter est 120 partes, cuius arcus est 27 gr* 34 xn^ | A Sil 

qualibet igitur extremitate ambarum dyametrorum accipiam distanciam 

27 graduum et 34 minutorum, prout circumferencia circuli est 360 partes, 

10 vel 3 partes et y fere, prout circumferencia est 44 partes, quae sit 

yerbi gracia am et ati; et sie de aliis dyametrorum extremitatibus signando 

semper tales distancias per puncta. Deinde per illa puncta trahantur lineae 

'rectae, donec extra circulum concurrant, et producitur quadratum, qaod 

y. quaeritur. ünde constat, quod de 

qualibet dyametro in utraque eias 

extremitate resecabitur per costas qna- 

drati minus j^ et plus j^ quasi per 

medium. Constat eciam triangnlos 

et porciones circuli inter quadratam 

et circumferenciam circuli conteotas 

sibi invicem esse aequales. 

21, Figurarutn pöligoniarum da- 
torum aequalium laterum, ut penta- 
goni, exagoni, ebdagoni etc. aream 
invenire. (Fig. 16.) 

Notandum autem, quod omnis 
figurae poligoniae regularis, secon- 
dum quod yult Campanus '^) commento 32^ primi Euclidis, omnes angnü 
simul sumpti valent tot rectas, quot sunt | eins omnes anguli duplicati sis 
80 demptis inde quatuor. 




8. eam 



28) Das Werk des Magister de LiNSRns, welches hier gemeint ist, kenoe 
ich nicht. Es dürften vielleicht die Canonea primi mobilis gemeint sein, weldie 
am Anfange sich mit Trigonometrie beschäftigen. 

29) In der berühmten Anmerkung des Campakds ra dem oben Anmerkang 83 
angeführten Satze, welche die Stempolygone behandelt, heisst es: Simäikr qt»- 
qite patet, quod omnis figurae polygoniae anguli omnes extrimeei quaiuor reeü» 
angulis sunt äquales: sunt enim intrinsed et extrinseei bis tot reetis aeguales, qfut 
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Esto igitnr pentagonus abcde^ cuius centrum f. A Ticinis ergo an- 
gulis, scilicet a et 5, ducam lineas af et &/*, et a medio lineae ab lineam 
gf. Pentagoni igitor illins tocius omnes angoli sinrnl sumpti yalent sex 
rectos, ergo quilibet angulus eins singiUatim yalet unnm rectum et y 
Qiiins; et medietas eius, scilicet angalus fbg^ erit y recti et ^ eias, quod 5 
est y nnius recti, ergo reliquns aogalns bfg^ residuum unios recti, erit 
-y recti, cum angulus g sit rectus. Ergo per 30*™ tercii Euclidis^) latus 
fh erit djameter circuli circumscripti triangulo fbg. Et quia duo anguli 
recti in quolibet triangulo contenti valent 180 gr* circuli sibi circumscripti, 
ergo per ultimam sexti Euclidis^') arcus gf habebit eciam y de 180, lo 
scilicet 108, cuius corda 97 partes 5 m^; et arcus bg habebit secundum 
hoc y, residuum scilicet de 180, quod est 72 gradus, cuius corda est 
-70 partes 38 m^ Posito igitur, quod latus pentagoni sit ut 6, medietas 
eius gb erit ut 3, ergo secundum eandem proporcionem latus fg erit 4 
partes et 8 m*. Cum igitur duxeris bg^ scilicet 3, in gf^ scilicet in 4 i5 
partes et 8 m*, producitur area trianguli 
abf, scilicet 12 partes et 24 m*. Quae si 
quinquies accipies 62 proveniunt, area scilicet 
tocius, quod erat assumptum. Et per eundem 
modum de omnibus aliis figuris poligoniis 
aequilateris operare. 

Si Tero ex eis aliquae earum inaequalium 
laterum occurrant, prius in triangulos resolvan- 
213 tur, { deinde per undecimam buius operare. 

2^, Pentagoni Scdemonis^^) aream in- 
venire. (Fig. 17.) 

Sit igitur pentagonum Salemonis fdehg^ cui circumscribam circulum 
fdehg super centrum c, et lineam fe dividam per medium in puncto a, et 




7. y rtdi, — per 3«»> tercii. — 24. deeimam. 



hahuerint angtUos per 13 propoHtionem. Intrinseci autem sunt bis tot rectis aequaUs, 
quot Juibuerint angülos, demptia inde quatuor etc. 

80) EucLiDEs 111, 30: Si rectilineus angulus in semicircuU) supra arcum con- 
sistat, rectus est. 

81) EucLiDEB Vr, 82: Si in circulis aegualibus supra centrum sive supra circuni' 
ferentiam anguli consistant, erit ang%^lorun^ proportio tanquam proportio arcuum 
illos angulos suscipientium. 

82) In geome iriseben Abhan^K ^ tritt uns hier wohl zuerst das Stern- 
fünfeck als Salomonisches Fdnfecl^ ^^ ^eü. 
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in punctis intersectlonum lateram pentagoni inxta a signabo ät, 6, divi- 
damque arcum de per medium in puncto r, et protrabam lineas ch usque 
ad r et ca usque ad d] igitur per terciam tercii Euclidis^) cadit per- 
pendiculariter super fe^ et quia arcus de est y circuli, ipse erit 72 gt*. 

5 Igitur sinus eius ae est 57 partes 4 m* secundum quantitatem, qua send- 
dyameter ce est 60 parcium. Ergo per penultimam primi Euclidis**) 
erit ca secundum eandem quantitatem 18 partes et 32 m^ Quare eciam 
arcus dr per ypotesin est 36 gr*, et angulus ach 36 gr* similiter con- 
tinebit, ergo sinus ab arcus circuli, cuius dyameter ymaginatur esse ch, 

10 est 35 partes 16 m% et angulus ahc^ qui est residuum recti, prout rectus 
continet 90 partes, est 64 partes, et sinus eius ac 42 p^ 32 m* secundum 
quantitatem, qua est c& 60 partes. Ergo secundum quantitatem, qua ca 
sunt 18 p* 32 m* et ae 57 p* 4 m», erit ah 13 p* 28 m». Posita igitnr 
semidyametro cd ut 7, erit ca 2 p* 10 m*, et ad 4 p* 50 m*, et ah se- 

15 cundum eandem quantitatem 1 p* 34 m*. Quia igitur ah et ad secundum 
quantitatem, qua semidyameter de erit 7, sunt nota, erit per 11*™ buins 

area trianffuli dJch et cuiualibet sibi 

Fig. 18. ^ 

companum 7p* 34 m* quibus quin- 
quies sumptis exurgit area omniom 
triangulorum \ sibi companum pen- Sil 
tagoni praedicti, scilicet 37 p* et 
50 m». Et quia a& est 1 p* 34 m», 
erit Z;& 3 p* 8 m*, et quia khlmn 
pentagonus est aequilaterus, erit per 
praecedentem area eius 17 partes, 
cui si iungatur area triangolonun 
praedictorum, scilicet 37 p* 50 m*, 
54 p* 50 m*, quae sunt tocius are* 
praedicti pentagoni prodncuntor. 
w ünde eciam constat proporcio cir- 

culi ad pentagonum ipsum circumscribentis. 

J23. Figurae curvilineae inter tres aut guoüibet circulos daios aeguales 
se ipsos contmgentes contentae aream invenire. (Fig. 18.) 

Sit igitur triangulus curvilineus def, contentus inter tres cirenlos 




13. ac 47 p<* 4 m<s. 



83) EucLiDBs III, 3: Si lineam intra eireulum praeter centrum cdttoeaUm aUa 
a centro veniens per aegua secet, orthogonaliter super eam insistere, et si in eam 
orihogonaliter steterit^ eam per aequalia dividere neceese est. 

34) EucLiDBs I, 46: Der pytbagoreiscbe Lehrsate. Siehe oben Anm. 18. 
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aequales, scilicet c2e, cuius centrum a; e/*, cnins centrum c; et fd^ cuias 
centrum fe, et trabantur lineae rectae ac, c5, ha. Ergo per 11*™ tercii 
EüCLiDis'*'') omnes tres lineae praedictae transibunt per puncta contactus 
eirculonun, et per conseqnens per fines triangoli de f. Quia igitur latera 
trianguli nota sunt, quia aequalia dyametria circulorum, et sit verbi gracia s 
qnilibet ut 14, ergo per 11*"^ huias area trianguli est 84. Deinde omnium 
triam sectorum latera sunt nota, arcus autem sie scientur. Angulos figurae 
per lineas inter centra circulorum tractas causatae dupla, et erunt verbi 
gracia in triangulo sex. De quibus deme quatuor, et remanent duo anguli 
recti, quos duos rectos divido per numerum angulorum figurae, scilicet per lo 
3, et proueniunt cuilibet angulo trianguli y unius recti. Et quia cuilibet 
angulo recto super centrum circuli constructi prout circumferencia cir- 
J14 coli est I 360, correspondent 90 gr*, ergo y nnius recti correspondent ^ 
de 90 gradibus, quae sunt 60 gr*, et idem est arcus cuiuslibet sectoris. 
Prent autem circumferencia est 44 partes, uni recto corre- xm» ia is 

spondent 11 p*, scilicet -^ circuli, et duabus terciis recti 
correspondent 7 partes et y unius. Igitur per ultimam 
sexti EüCLiDis*^) quilibet arcus sectoris erit totidem, scilicet 
7 partes et y unius. Ergo per quartam buius area unius 
porcionis erit 25 p* et 35 m*, et omnium trium simul 20 

76 p* et 45 m*. Dempta igitur area omnium sectorum 
de area trianguli remanent 17 p* 15 m*, quae sunt area 
figurae curvilineae def^ quae quaerebatur. 

M, Columpnae rotundae datorum hasis et ältitudinis 
aream invenire, (Fig. 19.) _!/" ^ 25 

Columpna rotunda, ut vult Euclides'') 11™* diffinicione 
undecimi, est transitus parallelogrammi rectanguli latere 
rectum angulum continente fixo ipsaque superficie, donec ad suum locum 
redeat, circumducta. 

Columpnae datae basis circumferenciam, verbi gracia ut 44^ duc in so 



Pig. 19. 

h 




27. lateris. 



35) EucLiDEsIII, 11: Si eirculus circulum contingat, lineaque per centra transeat, 
ad punctum contactus eorum applicari necesse est. 

36) EucLiDEß VI, 32: Siehe Anm. 31. 

37) EucLiDES XI, De f. 11: Figur a corporea rotunda, cuius bases sunt circuli 
dw> plani extremitatibus et crassitudine , id est altiiudine, aequales, est transitus 
parallehgrammi rectanguli latere rectum angulum continente fixo ipsaque superficie, 
donec ad locum suttm redeat, circumducta, Dieitv/rque haee figura columna rotimda, 

Abh. znr Geicfa. der Mathem. VIII. 4 
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Fig. 19. 

h 




axem seu altitndinem columpnae, ut in 12, et per secnndam 
Archimenidis^) provenit tota curva superficies columpnae, 
scilicet 528. Cui si areas duorum circnlorom colnmpn&e 
per quartam hnins scitas adiunxeris, totalis superficies 
columpnae exurgit, scilicet 836. 

25. Coltmipnae roiundae datorum hasis et äliUudims 
capacUatem seu crassiiudinem invenire. (Fig. 19.) 

Sit colampua ut prius, cuiüs basis fge yerbi gracia 
154, et altitudo ha ut 12. Duc igitur basim in eins alti- 
10 tudinem, et proveniunt 1848, quae sunt crassitudo columpnae 

praedictae. 

Et de biis columpnis rotundis et doleis et yasibus 
et eorum capacitatibus satis | prius dictum est in tractaia su' 
collacionum de virga visoria, ideo hie non repetam illud.'^ 
15 26. Piramidis rotundae hasis circulo et eins ypoienusa daiis aream 

invenire. (Fig. 20.) 

Piramis rotunda est transitus trianguli rec- 
tanguli alterutro suorum laterum rectum angulom 
continencium fixe, donec ad locum^ unde cepit, 
redeat, triangulo ipso circumducto. Haec Eüclides*®) 
sui 11^. Quid autem sit jpotenusa patet in biis 
versibus: 

Protracta linea basis est, erecta cathetos; 
Tenditur ad fines ypotenusa duos. 
Sit rotunda piramis a&c, cuius sit basis nota, 
scilicet circulus hec^ et similiter nota jpotenusa 
ac; et sit eius axis sive altitudo ad, Dac igitor 
circumferenciam circuli hce in alti tudinem ad, 
et producti medietatem accipe, quia ipsa est id, 
«0 quod quaeritur, addita ei area circub* basis per 4*" huius nota. Si rero 
nescieris quantitatem altitudinis ad^ duc medietatem dyametri circuli hec 

6. scilieet 836 fehlt 




38) Abchimenides de cnrv. super fic. 11: ChUuslibet columpnae roiundae euren 
fieies aequalis est ietragono, gut continetur süb lineis aequcdibus axi ccHumpi^af 
cumferenciae hasis, 

19) Unser Verfasser bat also auch eine Abhandlung de virga visoria ge- 
lben. 

10) EucLiDBs XI, Def, 10: Pyramis roiunda est figura soHida estque tmiuiNtf 
guU rectanguli alterutro suorum laterum rectum angulum eonUnentium fixo, 
! usgue ad locum, unde moveri coepit, redeat, triangulo ipso circumducto. 
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in se, et similiter nnam jpotenasamm in se, 
et subtrahe unom quadratnm ab alio, et residni 
radix qnadrata est ipsa altitudo. 

^7. Piramidis ortholateratae hast et ypote- 
nusa datis aream inquirere, (Fig. 21.) 

Istae piramidis lateratae snnt superficies 
plnres triangolae. Ideo area illamm quaeratnr 
per 11*"^ huius, et area basis per eandem vel 
20*°^, et omnia sie inventa sinml iungantur, et 
constat propositnm. 
215 J28. Piramidis roiundae aat lateratae regülaris 

datae basis et aliitudinis crassitt^dinem invenire. 

Duo superficiem basis eins in suam altitudinem, 
et proyenit crassitudo columpnae basis praedictae. Cuius 
si y acceperis, ipsa eadem y erit crassitudo pira- 
midis praedictae. 

Patet per 9*** dnodecimi Euclidis**) et per 12*" 
addicionis Campaki^') ibidem. 

29, Cuhi et columpnae orthoquadrilaterae datorum 
laterum aream invenire. (Fig. 22.) 

Age per 14^™ bnius et babebis intentam. Omnes 
enim bomm superficies ortboparallelogrammi sunt. 

30, Cuhi et columpnae orthoquadrilaterae datorum 
laterum capacitatem invenire, (Fig. 22.) 

Sit cubus seu columpna ortboquadrilatera dhcf^ 
cuius basis ortboquadrangula nota per 14^°^ buius 
defg, altitudo vero ea, Duc igitur aream basis 
defg in altitudinem buiusmodi corporis, scilicet in ea, et producitur 
moles seu capacitas eins. 

31, Solidi almuhaim seu sibi similis datorum laterum et angulorum so 
aream invenire, (Fig. 23.) 




so 




4—5. drculo hasis et ypotenuaa. — 7. triangulos. — 19—22. Finden sich 
im Manuftcript zwischen § 89 and 40 eingeBchoben. Siehe Einleitung. — 
26. per iS«». 



41) EucLiDEB Xn, 9: Omnis columna rotunda pyramidi suae tripla esse com" 
probatur. 

42) Es muBS beissen: per addicionem 8^ Campami ibidem. Dort heisst es n&m- 
lieh: Omnis laterata columna tripla est ad suam pyramidem. 

4* 



Digitized by VjOOQIC 



52 



Maximilian Curtze: 





^^- ^- Primo duamm snperficiemm corporis snpn- 

dicti almahaicamm qnaere aream per 15*°^ hoius. 
Deinde aliamm saperficiermn qaaere areas per 
14t^^ hnius, et eas omnes simal innge, et habebis 
intentam. 

Capacitatem aatem eins seu molem Tel 

crassitudinem scias sie. Postqnam inyenieris eios 

aream, ut praedicitur, dnc aream basis eins 

in altitudinem eins, et prodactmn est crassitndo 

10 «^ ** eius, etc. 

3J2. TriangtUi aeguiangiili ckUis iribns ehr- 

cuJis aequälibus se ipsos tangentibus iis circumscrvpH aream invenire. (Pig. 24.) 

Sint tres dati circuli dlk^ cuius centmm g; elh^ cnins centram f; et 

hkn, cuius centrnm p^ 

Fig. 84. ... 

aequales se ipsos in 
punctis ly TCy h tangen- 
tes, quibus circumscri- 
batur triangulus aeqni- 
laterus ahc eos in 
punctis d, e-y q^ T] n^m 
secundum sua latera 
contingens, cui trian- 
gulo circumscribam cir- 
culum ahc.\ Dico, qnod 215' 
si noti faerint circoli 
praedicti, notus erit et 
triangulus eis circuin- 
scriptus, unde manifesta 
erit ex hoc proporcio 
circuli magni praedicto 
triangulo circumscripti 
ad quemlibet circnlorom 
parvorum triangulo in- 
scriptorum. Ducantur lineae ag^ dg^ ß^ ef et fg. Ergo per 17*" tercii 
86 EucLiDis^') lineae fe ei gd sunt perpendiculares ad lineam a&, et qnift 




2 per 14a^, — 4. per 13<^, — 28. manifestum. 

43) EucLiDEB III, 17: Si circulum linea recta eontingat, a eontaeiu ffero ad 
centrum linea recta dueatur, necesse est eam super lineam eontingentem esse perpen- 
dicularem. 
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axcus hc circnli a&c, quia est tercia pars eins per ypotesin, est 120 gr^, 
ideo per ultimam sexti Euclidis^ angulns hac praedictnm arcom 
suscipiens est eciam 120 gr", et medietas eias, scilicet angnlus gad^ est 
60 gr*. Ergo posita dyametro ga arcus gd erit eciam 60 gr*, et corda 
eins dg erit similiter 60 gr*. Ergo arcas, qui est super da, scilicet resi- 5 
dnum de 180, erit 120 gr^, et corda eins 103 partes et 55 minuta. Ergo 
secundam qnantitatem, qua gd semidjameter est ut 7, erit linea da 12 p^ 
et 7 m*. Patet posito (fa, scilicet 103 p* 55 m*, pro primo numero, dg 
ut 60 pro secnndo, et da tercio incognito, et dg ut 7 quarto. Duc igitur 
primum in qnartum et diyide per secundnm, et patet. Et eadem racione lo 
he erit 12 p* 7 m*. Et quia gf per 11*"* tercii vadit per contactum circu- 
lorum, scilicet punctum &; ipsa est duae semidyametri, ideo est 14; ergo 
per 33*" primi Euclidis**) erit ed eciam 14 partes. Quare tota linea 
ah erit 38 p* 14 m* secundnm qnantitatem, qua gd fnit 7 partes, et per 
consequens lineae hc et ca quaelibet eamm erit similiter 38 p* 14 m*. i5 
Ergo per 11*°^ huius area trianguli ahc erit 633 partes et 4 minuta 
316 secundnm partes, quibus area circuli dlJcm est 154. { Cathetus enim 
hnius trianguli est 33 p* 7 m*. Item per 13*™ huius orthoparallelogram- 
mum efgd est 98 partes, et per 5*™ huius qnilibet sectomm efl et dlg 
est 38 p* et 30 m*; qui si simul iuncti subtrahantur de ortboparallelo- 20 
grammo efgd^ remanet quantitas iigurae curvilineae eld et cuiuslibet dua- 
mm sibi similinm, scilicet hqr et nkm^ 20 partes. Qnilibet circulus dmkl 
fnit 154 partes; et per 22*™ huius figura curvilinea Ihk est 7 partes et 
15 m*. Quibus igitur hiis quatuor figuris curvilineis simul innctis 67 p* 
et 15 m* producuntur. Nunc omnia simul a totali area trianguli, scilicet 86 
633 p* 4 m* aufferantur, et 103 p* 49 m* remanebunt, quae per 3 par- 
ciantnr, et 34 p* 36 m*, quae sunt quantitas cuiuslibet triangulomm, scilicet 
adm, qhe et rnc^ producuntur, quod erat assumptum. Et quia arcus 
circuli magni ah est 120 gr*, erit corda eins ah 103 . 55 secundnm qnan- 
titatem, qua dyameter circuli ahc est 120; ergo secundnm qnantitatem, 90 
qua linea ah fnit 38 p* et 14 m* et similiter circuli parvi dg 7 partes, 
erit dyameter circuli magni ahc 43 p* et 53 m*. Patet posita dyametro 
circuli ahc 120 pro primo numero, et corda ah 103 p* 55 m* pro secnndo, 
et dyametro eadem priusquam ignota pro tercio, et ah^ prout est 38 . 14, 



22. acüieet Ihg. — 26. et fehlt. 



43*) EucLiDEs VI, 32: Siehe Anm. 31. 

44) EucLiDEs I, 33: Si in summitatibm duarum linearum aeqwidiatantium et 
aequalia guatUitatia äliae duae lineae coniimgantur, ipsae g[uogue aeqwiUs ei aeqwi- 
distantes erunt. 



Digitized by VjOOQIC 



54 



Maximilian Cartze: 



pro quarto. Ducatnr igitar primus in qnartnm et diuidatur per secun- 
dum etc. Ergo circumferencia circuli magni secundam eandem eiüs dja- 
metrmn iam inyentam et secundam quantitatem, qua circumferencia circuli 
parvi dmkl est 44 partes, erit 138 partes et minutum unum. | Et secundmn S16' 
& hoc erit area eiusdem circuli magni ahc 1514 partes et 33 m*, quibns 
area circuli parvi dmJcl est 154 partes. Nunc si aream trianguli ahc^ 

scilicet 633 p* et 4 m*, de axea circuli 
ahc^ scilicet de 1514 et 33 minutis, sab- 
traxeris, et residuum, scilicet 881 et 29 
minuta fueris in tres partes partitus, prodn- 
cetur 293 et 50 m% quod est cuiudlibet 
porcionis circuli extra triangulum relictae 
quantitas singillatim. 

33. Byametri quadrati ad costam esse 9nedk' 

totem duplae proporcionis ostendere. (Fig. 25.) 

Sit quadratum adb^ cuius dyameter ab. 

Quam dyametrum dividam per medium in 

puncto c et describam super faanc medietatem 

dyametri ac aliud quadratum minus acdj et quia proporcio ab ad ac est 

20 dupla per ypotesin, ergo a& ad ad est medietas duplae. Patet sie. Sient 

se habet ah ad ad^ sie se habet ad ad de vel 
ad ac. Patet hoc per ultimam primi Eüclidis.*^ 
Sed quia proporcio extremorum, scilicet a5 ad 
oc, colligitur ex proporcionibus mediorum, scilicet 
ex ah et ad et ex ad ad ac, ut vult Eüclides") 
per 19*" diffinitionem septimi Euclidis, et pro- 
porciones intermediae sunt continuae, ergo a& ad 
ac est medietas duplae, et similiter ac ad de 
alia medietas duplae patet. 

34. Dyametrum quadrati ad costam eiusdem secun- 

dum propordonem racionahüem esse incommensurähilem demonstrare. (Fig. 26.) 

Este quadratum ahc^ cuius dyameter ac et costa ah. Dico, quod, qni- 




Flg. S6. 




80. Byametrorum. 



46) EucuDss 1, 47: Dieser Satz, die ümkehrang des Pythagoras, hat hier 
jedenfalls mit dem Beweise nichts zu schaffen. Es kommt auch in dem 
Eaclidischen Beweise nichts vor, was mit der Behauptung unseres VerfaaserB 
Aehnlichkeit hätte. 

46) Euclides VII, De f. 19: Oum cantinuatae fuerint eaedem vd diversae pro- 
portiones, dicetur proportio primi ad ultimum ex omnibus composita. 
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cmnque mmienis imponetur dyametro ac^ nnllus in universitate numeromm 
^17 nnmems | dabitnr costae ab, qtii eom numeret secundum partes numeri ac. 
Sin autem sit, pront verbi gracia est dyameter ac 4, costa ab S est, non 4, 
neque 5, neque quicumque aeqoalis vel maior, qnia esset contra 20*°^ primi 
elementormn Euclidis.*') Et quia per penultimam primi Euclidis*®) 6 
qnadratum dyametri est dnplnm ad quadratnm costae, qnadretur igitur 
djameter, scilicet 4, et proveniont 16; quadretor eciam costa, scilicet 
3, et proyeniant 9. Ergo per eandem Euclidis^^) penultimam primi 
16 est duplom ad 9. Sed qnia 16 est duplnm ad 8, ideo per com- 
mnnem conceptionem, scilicet qnaecmnqne nni et eodem sunt eadem, lo 
inter se snnt eadem, 9 et 8 enint aequalia, scilicet Buperfaabnndancia 
emnt aequalia. 

35. Sit circulfAS ab cd, cuius sinus versus ae ut 2, et sinus redus eb 
vi 4, et volueris scire resiäuum dyametri, -scilicä lineam ec, multiplica 
sinum rectum, scilicet 4, per se, et proyeniunt 16, et divide per sinum i5 
yersum, scilicet per 2, et proveniunt 8, et illud est linea ec. (Fig. 27.) 

Si vero sciyeris ec et ae, et yolueris 
eby tunc multiplica ec per ae, et residui ex- 
trahe radicem, et proyenit eb. Et per 
primam partem poteris cognoscere altitudinem 
tnrris, si funis dimissus fuerit ad infra facta 
parte circuli cum fnne etc. 

36. Si circulum in sex partes aequäles 
diviseris, guod fit non muiato circ'mo^ dum 
praedictum circinasti, et unam sextam in 
duas partes aequäles diyiseris, et a centro 

W circuli ad illam medietatem lineam | duzeris, 
et aliam lineam intersecantem primam a 
proximis punctis diyisionum feceris; dico, quod linea, quae est a centro 
usque ad intersectionem, est latus eptagonii circulo praedicto inscripti. so 
Yerbi gracia sit in circulo exagonus abcdef^ cuius centrum g. Diyi- 
datur ergo latus ab in duo media in puncto A, et ducatur linea ghi 
dico quod ipsa est latus eptagonii praedicto circulo inscripti. (Fig. 28.) 




16. rectum, scilicet per 4 et proveniunt. 



47) EuoLXDss I, 20: Omnis triangüli duo quaelibet hxtera simul iuncta reliquo 
sunt longiora, 

48) Eccxjdes I, 46: Der Fythagoras. Siehe Anm. 18 u. 84. 
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Et si a sexta parte circoli sabtraxeris unam terciam y illios sextae, 
remanebit arcns nonagoni; et si y, remanebit arcns lateris decagoni. 

37, Et si volueris habere latus odogoni, subtrahe de sexta parte cir- 
coli prins babita ^ eins, et residnum est arcns lateris octogoni. 
5 Si vero curiosius yelis inyenire latus octogoni eciam praeter circulom, 

forma qnadratnm ahcd^ in qno trabe dyametmm ac, cuios medietas sit 

Fig. 28. 





Fig. 80. 



ae, Accipe igitnr de linea ah secnndum qnantitatem ae, et sit linea a{\ 

et similiter de linea &a, quae sit hg ei hh-^ et ck et cb^ et dm et dn\ 

et ap omnes sint aeqnales medietati dyametri ae. Tnnc trabe lineas /!', 

10 Äw, Ip^ ng^ etc.: dico igitnr, qnod haec fignra fkhmlpng est octogonus 

aeqnilatems aeqniangulns. (Fig. 29.) 

38. Dato trigono aequum quadraium de- 
scrihere, (Fig. 30.) 

Sit trigonns ahc. Dncam lineam de 
aeqnalem et aeqne distantem he et coninngam 
h. hd et ec; ergo per qnadragesimam primam 
primi Euclidis*^) parallelogrammnm hced est 
dnplnm ad trigonnm ahc^ ergo medietas 
parallelogrammi hcgf est aeqnalis trigono alc 
20 Hnius ergo parallelogrammi | ftc^/" qnaeratDr218 

latus tetragonicum sie. Lateri hc adiungam in continuum et directum 
lineam ch aeqnalem ge^ et facta dyametro &^ et centro in medio eins 



15 



ff 
e 



1—4. In der Hdschr. ist Z. 3—4 vor 1—2 gesetzt. Der Fortsetzung halber 
habe ich die Reibenfolge umgekehrt. — 16. primam fehlt: es ist vor primi aoi- 
gefallen. — 22. ch fehlt. 



49) EucLiDEs 1, 41: Siehe Anm. 17. 
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circinabo semicircnlum hkh et producam ck: dico igitnr, quod liuea ch est 
latus tetragonicum parallelogrammi hcgf^ et per consequens triangnli abc, 

39, Si vero velis laiiis tetragonicum duorum 
vd irium vel plurium triangulorum, vel parallelo- 
grammorum, tone expedies te de primo, ut dictnm 
est, et sit illud latus verbi gracia, ut prius, ck. 
Deinde de secundo expediens ipsum prioris extre- 
mitate orthogonaliter in directo coniunge, quod 
verbi gracia sit kl^ et proti-ahe lineam clj et ipsa 
erit latus tetragonicum amborum triangulorum. 
(Fig. 31.) 

Si vero volueris latus trium triangulorum 
vel parallelogrammorum, tunc invento latere tercii 
per modum iam dictum ipsum lateri iterum ortho- 
gonaliter coniunge, quod sit verbi gracia Im. 

Deinde dac lineam cm, et ipsa est latus tetragonicum omnium trium 
triangulorum vel parallelogrammorum, de quibus operatus fiieris. 

40. Batae figurae rectüineae cuiuscumque latus tetragonicum invenire. 
(Fig, 32.) 

Latus tetragonicum dicitur illud, 
quod, si in se ducatur, constituit qua- 
dratum aequale figurae datae. 

Si igitiir data figura rectilinea fuerit 
tl8' multi|angula, ipsam, ut facit Camfanus 
in commento 32 •• primi Euclidis,^^) 
aut secundum quod tibi figura ostendit, 
in trianguloB ductis hincinde ab angulis 
eiuB lineis resolve, et cuiuslibet trianguli 
per ultimam secundi Euclidis*^) qua- 

dratum aequale singillatim quaere, quia quodlibet latus quadrati buius- so 
modi est latus tetragonicum trianguli illius, cui quadratum aequale in- 
venisti. Dum igitur omnium triangulorom, in quos data figura fuit 
resoluta, sicut praedicitur, scilicet cuiuslibet singillatim, latas tetra- 



Fig. SS. 




17. Hier ist im Mscpt. der oben als § 29 abgedruckte Abschnitt eingefügt. — 
27. inter angüloa. 



60) Campands €id EucLiDiB I, 32: Es zerlegt hier Campancs die Vielecke ent- 
weder dnrch Diagonalen, oder durch Radien bei regulären Vielecken, in Dreiecke, 
Hierauf verweist unser Verfasser. 

51) EucLiDES 11, 14: Siehe Aum. 16. 
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gonicum inveneris, ea in unnm latus tetragonicum omnia sie convertafi. 
Sit verbi gracia latus primi a5, secundi hc^ tercii cd. Igitur applicabo 
hc orthogonaliter cum ah et protraham lineam ac; ergo per penultimam^^ 
primi Euclidis latus ac est latus tetragonicum primi et secundi triangu- 
5 lorum. Deinde iterum cum linea ac coniungam orthogonaliter lineam cd, 
et protraham lineam ad, et per eandem eiusdem erit linea ad latus trimn 
triangulorum etc., si plures habueris. Et latus ultimo repertum est latus 
tetragonicum figurae datae, quod latus si quadraveris, babebis quadratum 
figurae datae aequale. 



COMMENTAR. 

Die im Yorstebenden abgedruckte Abhandlung dürfte als eine wertb- 
voUe Bereicherung unserer Kenntnisse über das Wissen der ersten Hälfte 
des XV. Jahrhunderts auf dem Gebiete der Geometrie erkannt werden, 
Ihren Verfasser zu ergründen ist mir bisher nicht möglich gewesen. Ob 
es etwa der Schreiber der Handschrift Magister Rheinhardus de Vubm 
gewesen, muss unentschieden bleiben. Jedenfalls ist derselbe auch in der 
Tiigonometrie ganz wohl bewandert. Meinen Commentar will ich in der 
Art durchführen, dass ich ihn an die einzelnen Paragraphen anschliesse. 
Wo eine Erklärung nicht nöthig ist, setze ich nur die von dem Verfasser 
benutzte Formel hin. 

In der Einleitung erklärt der Verfasser zunächst den Unterschied der 
in dem Worte capacitas liegt je nachdem es Fläche oder Volumen be- 
deutet. Von Interesse ist die Fülle von Ausdrücken für Fläche, der nur 
ein solcher für körperlicher Inhalt gegenübersteht. Eigenthümlich mntbet 
es uns jetzt an, dass yon dem Kreise als einfachster Figur, da sie nur 
von einer Linie begrenzt sei, der Ausgangspunkt genommen wird, Ver- 
fasser bezieht sich dabei auf den Pentateuch des Moses, doch kann ich 
die Stelle, welche er meinen könnte, nicht auffinden. 

§ 1. Die Auffindung des Mittelpunktes eines gegebenen Kreises wird 
mit unbedeutender Aenderung nach Euklid III, 1 gegeben, also nicht durcli 
Durchschnitt zweier Mittelsenkrechten von Sehnen, sondern dadurch, dass 
man eine solche zum Duichmesser erweitert und diesen dann halbiert Der 
bei Euklid vorhandene Beweis wird hier dem Campäkus zugeschrieben, wie 
allgemein im Mittelalter nur die Lehrsätze als Euklid gehörig betrachtet 



1. eam. 



52) EucLXDEs 1,46: Der pythagoreische Satz. Siehe Anm. 18, 84, 48. 
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und die Beweise etc., das commenium^ wie man sagte, als Campano gehörig 
angesehen wurden. 

§ 2. Bestimmung des Umfanges eines Kreises von gegebenem Durch- 
messer, Dem Verfasser ist 3y der genaue Werth yon jt, was um so 
eigenthümlicher ist, als die aus dem Buche der drei Brüder angezogene 
Stelle denselben deutlich nur als Näherungswerth erkennen lässi Die 
Wahl des Durchmessers gleich 14 ist, soweit ich die entsprechende 
Litteratur kenne, allen Autoren des Mittelalters gemeinsam, sobald es sich 
um ein Beispiel handelt. 

§ 3. Die umgekehrte Aufgabe hei gegebenem Umfang den Durchmesser 
zu bestimmen. Hier wird % in der Form y benutzt. 

§ 4. Die Fläche des Kreises zu bestimmen. Sie wird nach den drei 
Brüdern gleich Halbmesser mal halben Umfang gesetzt. Für das Folgende 
ist festzuhalten, dass für den Durchmesser 14 der Umfang 44, die Fläche 
154 wird. Nur diese und keine andern Werthe werden benutzt. 

§ 5. Fläche des Kreisausschnittes, wenn der Bogen bekannt ist. Ver- 
fasser benutzt die Proportion U : a ^^ J : 8^ welche er dem Almagest 
des Ptolemaeus VI, 7 entnimmt. Letztere Stelle wird zu ähnlichem 
Zwecke in mittelalterlichen Schriften häufiger angewendet. Die Figur 
deckt sich hier nicht mit dem Beispiel, das den Viertelkreis gleich 38y 
berechnet. 

§ 6. Oberfläche der Kugel eu bestimmen, wenn der grösste Kreis ge- 
geben ist. Das ist zugleich wenn der Durchmesser gegeben ist, da in § 4 
gesagt wurde, der Kreis sei gegeben, wenn sein Durchmesser bekannt sei. 
Wunderbar ist jedenfalls, dass hier planities statt superficies gesagt ist, das 
unpassendste Wort, das gewählt werden konnte. Die Fläche ergiebt sich 
als das Vierfache des grössten Kreises. Spätem Gebrauches halber wird 
aber auch darauf hingewiesen, dass man auch Durchmesser mal Umfang 
des Hauptkreises rechnen könne. 

§ 7. Den Körperinhalt der Kugel zu berechnen^ oder wie der Verfasser 
sich ausdrückt einen gegebenen Kreis körperlich machen (incrassarc). Es ist 
diese Ausdracksweise, welche unseres Wissens zuerst bei Gerbert auftritt, 
im Mittelalter ausnahmslos gebraucht. Adelbold spricht yon crassitudo 
sphaerae^ was klassisch ist, da crassitudo als Körperinhalt sich schon bei 
Cicero findet. Nach der mittelalterlichen Bearbeitung des Buches de cono 
€t cylindro des Archimedes, welcl^e s^^^ ^ mehreren Handschriften erhalten 
hat, wird v^^d^ gerechnet , ^ ^ wieder auf n = ^ ^^^t 

§ 8. Ein Rechteck zu be^fj ^, welches das Vierfache eines gegebenen 
Kreises ist. Unter Benutzuz?g. ^^ ^^eiten Betrachtung des § 6 wird ein 



Digitized by VjOOQIC 



60 Maximilian Curtze: 

Bechteck aus dem Durchmesser und dem Umfang construiert, welches nach 
der ersten Art von § 6 viermal so gross ist als der Kreis. Durch Paral- 
lelen zu der langem Seite theilt der Verfasser dasselbe in vier gleiche 
Theile und fügt nun hinzu, dass, wenn man diesen vierten Theil in ein 
Quadrat verwandele, man damit den Kreis quadriert habe. Zugleich setzt 
er die 1/154 «=» 12,41 um eine Kleinigkeit zu gross. Er rechnet es in 
Sexagesimalbrüche um zu genau 12 . 24 . 36. Bei späterer Anwendung 
jedoch nimmt er die Wurzel zu 12 . 24 . 35. 

§ 9. Nachdem die vom Kreise abhängigen Figuren vorläufig zu finde 
sind, beginnt jetzt das Dreieck, trotzdem auch hier das Rechteck die ein- 
facher zu berechnende Figur ist. 

Zunächst in diesem Paragraph das rechtwinklige Dreieck. Sind die 

Katheten a, h gegeben, so ist «^ == y Ist dagegen c, a gegeben, so 

findet sich J = , das Letzte durch den Pythagoras bewiesen. 

§ 10. Im spitz- und stumpfwinkligen Dreieck die Höhe zu finden. Zu- 
nächst Erklärung der Höhe. Im rechtwinkligen Dreieck ist diese Berech- 
nung unnöthig, da jede der beiden Katheten als Höhe betrachtet werden 
kann. Verfasser geht von der Formel aus, dass, wenn c einem spitzen 

Winkel gegenüber liegt, c* ==: a* + 6* — 25^, wo ^ die Projection von 

a« j. 5» gt 

a auf l ist. Er zieht daraus die Folgerung p = - -^ -^ - , dann ist 

h = }/?"— p. 

Das Beispiel ist auf das rechtwinklige Dreieck 6, 8, 10 angewendet 
Natürlich wird die Höhe auf 10 gesucht. Der Verfasser rechnet nun bo. 
Es ist 64 -f 100 => 164, davon 36 abgezogen giebt 128. Das ist also 
2h p. Folglich ist i> = 6y = 6 • 24. Davon das Quadrat ist 40 • 57 • 36, 
was auf 40 • 58 abgerundet wird, da nur ausnahmsweise mit zweiten 
Sechszigstein gerechnet wird, a? — jp* ist also 64 — 40 • 58 = 23 • 2, 
folglich Ä = |/32 • 2 = 4*48, wo die Wurzel wieder um eine Kleinigkeit 
zu gross angenommen ist. Dass es sich um ein rechtwinkliges Dreieck 
handelt, ist dem Verfasser entgangen. 

Aus der zweiten Art folgt, dass, unter Bezeichnung des Halbierungs- 
punktes von ac durch c, dem Verfasser bekannt ist, dass de = ^^ ■ ist 

Seine zweite Bechnung konmit eben darauf zurück, dass a* — &*=!>* — ?* 
ist, und man also p — q erhält, wenn man a* — h^ durch j? -f- g =» ac 
dividiert. Durch Addition von -^ ac erhält er dann p genau wie oben. 

2 2 

Es ergiebt sich nämlich cie = ly, also |? = 6jj wie vorher. 
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§ 11. Die Fläche eines beliebigen Dreiecks ßu bereclmen* Es ist 

/ =» — ä~ ' ^*s Beispiel lautet c = 5, a = 8, b = ]0, Hier ist wieder 

a^ + h^= 164, also a^ + b^ — c* :^ 139, daher ;? = 6 • 57, i>^ = 48 • 18. 
also o* — p* = 15 • 42, und daher ä = 3 • 68, wiederum eine Kleinigkeit 
zn gross. Der doppelte Inhalt ist also 39-40, und daher J ^= 19 • 50. 

§ 12. Aus diesem Paragraphen folgt, dass unser Verfasser eine Ab- 
handlung über Trigonometrie geschrieben haben muss unter dem Titel 
De triangulis oder De triangulorum noticia. Vielleicht lässt sich einst 
durch Auffindung eines ähnlichen Werkes der Verfasser näher bestimmen, 
Dass ihm Trigonometrie eine ganz bekannte Sache war, werden wir in den 
spätem Paragraphen sehen. Die beiden Fälle freilich, welche 

§ 13 behandelt, sind nicht dazu angethan, das, was ich eben sagte, 
zu beweisen. Zunächst will dieser Paragraph aus den Seiten die Winkel 
durch folgende Proportionen bestimmen. 

(a« + 6« + c*) : a« : 6^ c* = 2i2 : « : /3 : y. 

Wie man auf diese Idee verfallen ist, welche nur fdr das gleichseitige 
Dreieck richtig wäre, ist kaum zu ergründen. Ich habe sie jedoch auch 
bei andern Autoren angetroffen. 

Die Berechnung der Seiten aus den Winkeln ist natürlich so zu ver- 
stehen, dass dem umgeschriebenen Kreise ein bekannter Durchmesser ver- 
heben wird, etwa der, für welchen unser Verfasser eine Sehnentafel besitzt, 
d. h. 120. 

§ 14. Inhalt des Eechtecks. Nach der Formel J ^= ab. Nach allen 
Kreis- und Dreiecksberechnungen also jetzt erst das Rechteck 

§ 15. Inhalt des Ehombus (Almuhaim) und des Bhomboids (similis 
^Imuhaim). Verfasser berechnet die Höhe des Rhombus und verwandelt 
ßiit Hilfe derselben den Rhombus in ein Rechteck. Er erhält so eT" = gh. 

Die Höhe aber findet er so. Er benutzt die Cordentafel des Alma- 
gest I, 11. Beschreibt er um das durch eine Seite und die Höhe ge- 
Mldete rechtwinklige Dreieck den Kreis, so ist die Seite Durchmesser und, 
weil der Winkel des Rhombus gegeben ist, so kennt er auch den zu dem 
Winkel gehörigen Bogen dieses Kreises, also nach der Sehnentafel auch 
die zugehörige Sehne //, wenn er die Seite des Rhombus zu 120 annimmt. 
Ist aber die Seite a, so findet er Ä aus der Proportion 120: der gefundenen 
Sehne =b a : Ä. In seinem Beispiele ist die Seite = 6 , der Winkel des 
ßhombus = 60^. Der zu diesem Winkel zugehörige Bogen ist 120^, welchem 
nach der Sehnentafel eine Sehne von 103 • 55 entspricht — die 23 zweiten 
vernachlässigt er — , also ist für den Durchmesser d »^ 6 die 
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Höbe h naheza 5 • 12. Multiplikation mit der Seite des Bfaoaibns liefert 
dann den Inhalt zu 31-12. 

Beim Bhomboid ist in derselben Weise vorzugeben. 

Durcb Congruenz von Dreiecken zeigt Verfasser am Schlüsse noch, 
weshalb der Rhombus mit dem construirten Rechteck inhaltsgleich sein muss. 

§ 16. Bie FiäcJie eines Kreisabschnittes bei gegebenem Bogen zu be- 
stimmen. Nach Erklärung des Kreisabschnittes geht Verfasser so vor. 
Nach § 5 kann man den Kreissektor berechnen und, weil nach der Sehnen- 
tafel die Sehne des gegebenen Bogens bekannt ist, nach § 11 auch das 
von dieser und den beiden Radien gebildete Dreieck. Die Differenz beider 
Flächen ist der gesuchte Inhalt des Abschnittes. Man sieht also, dass nur 
der kleinere Abschnitt berechnet wird. In andern Abhandlungen wird 
zwischen portio minor und portio maior unterschieden. Die portio maior 
wird dann gefunden, indem man die portio minor von der Kreisüäche abzieht 

§ 17. Anwendung des vorhergehenden Paragraphen eur Bestimmung des 
gemeinsamen Stückes zweier sich schneidender Kreise. Angenommen wird 
natürlich, dass von beiden Kreisen die abgeschnittenen Bogen, beziehungs- 
weise Centriwinkel gegeben sind. Da nach vorigem Paragraph von jedem 
Kreise der Abschnitt berechnet werden kann, welcher durch die gemeinsame 
Sehne entsteht, so giebt die Summe beider Abschnitte das gesuchte linsen- 
förmige Stück. Verfasser behauptet dabei 1. dass, wenn bei gleichen 
Kreisen der jeweils abgeschnittene Bogen 132^ 23' beträgt, die gesachte 
Figur nahezu die Hälfte jeder Kreisfläche darstelle und 2. dass, wenn eben- 
falls bei gleichen Kreisen der Mittelpunkt eines jeden auf der Peripherie 
des andern liegt, jeder Kreis ungefähr das 2 j^ fache des linsenft^rmigen 
Stückes sei. Wir untersuchen seine Behauptung im Folgenden. Der im 
Kreise vom Durchmesser 14 zu 132^ 23' gehörige Sektor ist auf GOtel 
genau 56 • 38. Nach der Sehnentafel des Almagest ist die Sehne des 
Bogens von 132° 23' gleich 109 • 47 für den Radius 60 oder den Durch- 
messer 120, also für den Radius 7 gleich 12 • 53. Daher ist die Höhe 
des Dreiecks Yl9~~^ (e^Qf = ]/7^37 = 2 • 46. Daher der Inhalt des 
Dreiecks 2 • 46 X 6 • 26 «= 17 • 48, so dass fllr jeden Abschnitt 56 • 38 
— 17 • 48 — 38 • 50, also fOr das linsenförmige Stück 77-40, das heisst 
nahezu die Hälfte von 154 herauskonunt. 

Im zweiten Falle ist der Bogen natürlich 120°, also jeder Sektor 
= 51-20. Die zugehörige Sehne für r — 60 ist 103 • 55, also fttr r « 7 
gleich 12*7. Da hier die Höhe jedesmal 3 • 30 sein muss, so ist die 
Sunune der beiden abzuziehenden Dreiecke gleich 12 • 7 X 3 • 30 «= 42 • 25, 
also bleibt von dem doppelten Sektor 102 • 40 für den Meniscus 60 • 15 
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übrig. Nun ist aber 60 • 15 X 2 • 25 nur = 145 • 30, also bat hier der 
Verfasser sieb geirrt. Yielleicbt bat er fUr 145 gelesen 154, oder es muss 
33 minuta fere beissen. 

§ 18. Einen Kreis zu construiren, tcelcher das Doppelfe eines gegebenen 
isL Verfasser beschreibt um den gegebenen Kreis das Quadrat und dann 
wieder um dieses Quadrat den Kreis. Dieser Kreis ist der gesuchte. 

§ 19. Den Ueberschuss des umgeschriebenen Quadrates über den Kreis 
und des Kreises über das eingeschriebene Quadrat zu bestimmen. Man braucht 
nur die nach früheren Paragraphen berechenbaren Werthe der einzelnen 
Flächen zu suchen und in geeigneter Weise von einander zu subtrahieren. 
Für — müsste eigentlich y stehen, beide Brüche sind aber nahezu gleich. 

§ 20. Das Quadrat zu construiren, welches näherufigsweise dem Kreise 
gleich ist. Schon in § 8 ist die Ylbi = 12 • 24 • 35 gefunden. Das 
Quadrat über dieser Geraden ist das gesuchte. Nun aber will Verfasser 
das Quadrat so construiren, dass es mit dem Kjeise denselben Mittelpunkt 
hat. Zu dem Ende zieht er 12 - 24 • 35 von dem Durchmesser 14 ab, 
und erhält 1 • 35 • 25. Nimmt er nun die Hälfte davon, das ist * 47 • 42, 
auf jeder Seite des Durchmessers ab, so erhält er so die Seite des ge- 
suchten Quadrates. Das Abgezogene ist aber nahezu jj des Durchmessers, 
oder wie später gesagt wird zwischen jy und jg» Nimmt man ^g, so er- 
hält man für it den Aegyptischen Werth (yj , bei ^ kommt (^j . Man 
siebt also, dass der bei den Aegyptern bekannte Werth auch auf den 
Werth jr = 3y zurückführt. Um aber die Construction genauer zu erhalten 
geht Verfasser weiter so vor: • 47 • 42 ist der Sinus versus des halben 
durch die Quadratseite vom Kreise abgeschnittenen Bogens, wenn der Radius 
= 7 ist, ist aber der Radius 60, so ist der Sinus versus entsprechend 
6 • 48 • 51. Für einen Durchmesser = 120 ist der Bogen 27° 34', wobei 
der Ejreis in 360*^ getheilt ist. Das ist nahezu 3y, wenn, wie hier, der 
Umfang 44 Theile hat. Nun trägt er von zwei auf einander senkrechten 
Darchmessem aus diese Stücke auf dem Umfange ab, und verbindet je zwei 
benachbarte Punkte durch gerade Linien, welche sich ausserhalb des Kreises 
schneiden, so ist damit die Aufgabe gelöst 

Am Schlüsse macht Verfasser die richtige Bemerkung, dass die ausser- 
halb des Kreises liegenden dreieckigen Stücke des Quadrates genau so 
gross sein müssen als die ausserhalb des Quadrates liegenden Kreis- 
abschnitte. 

§ 21. Die Flächen regulärer Vielecke zu berechnen. Wie das zu machen, 
wird an dem Beispiel des regelmässigen Fünfeckes gezeigt. Da nach 
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Campakus im bekannten Scholium zum 32. Satze des ersten Buches von 
Euklid in jedem Vielecke die Summe der Winkel gleich 2« — 4 Rechten 
ist, so ist im Fünfeck diese Summe gleich 6 Bechten, also im regel- 
mässigen Fünfeck jeder Winkel ly Rechte. Zerlegt er nun das Fünfeck 
durch Radien vom Mittelpunkte aus in gleichschenklige Dreiecke und zieht 
in einem derselben die Höhe, so ist jeder Basiswinkel y + iö =* T Rechten, 
und der von einem Radius und der Höhe gebildete Winkel daher <= j Rechten. 
Also lässt sich, da das Dreieck rechtwinklig ist, um dasselbe ein Kreis 
beschreiben, und es ist folglich der zu y Rechten gehörige Bogen ■« 108\ 
und seine Sehne nach der Sehnentafel 97 • 5; der zu y gehörige Bogen ist 
ebenso «» 72^ und seine Sehne «=» 70 • 33. Ist nun die Seite des Fünf- 
ecks «B 6, so ist seine Hälfte gleich 3, und diese entspricht der Sehne 
70 • 33. In demselben Verhältnis entspricht daher der Sehne 97-5, d. L 
der Höhe des Dreiecks, nahezu 4 • 8. Die Fläche eines der fiünf Dreiecke 
ist daher 3 X 4 • 8 =» 12 • 24, und folglich ist die Fläche des Fünfecks 
selbst = 5X 12. 24 = 62. 

Ist jedoch das Vieleck nicht regelmässig, so zerlegt man dasselbe 
durch Diagonalen in Dreiecke und berechnet jedes nach § 11 einzeln. Die 
Summe aller ist dann die gesuchte Fläche des Vielecks. 

§ 22. Die Fläche des regelmässigen Sternfünfecks (Pontagonom 
Salomonis) zu besiimmen. Der Verfasser beschreibt um das StemfÜnfeck 
den Kreis und halbieii; eine Seite des Fünfecks fe in a, er nennt die beiden 
Schnittpunkte dieser Seite durch die andern Seiten Ä;, h und zieht ca, c ist 
der Mittelpunkt, so wie cb. Dann steht erstens ca senkrecht auf fe und 
geht durch den dritten Eckpunkt d des Fünfecks, cb aber halbiert den 
Bogen de in r. Nun ist der Bogen dß = 72^, folglich dessen Sinus ae 
= 57-4, wenn cß, der Halbmesser des Kreises, «= 60 gesetzt wird; ca 
erhält man nun nach dem Pythagoras = YßÖ^ — (57 • 4)* ^ 18 • 32. 
Bogen dr ist 36^, also auch ^ acb — 36^. Für cb — 60 ist also ab, 
der Sinus dieses Winkels, «=35-16 und ac, der Sinus des Complementes 
von 54^, ist 42*32. Nach dem Verhältnis aber, nach welchem ca«« 18 -32 
und ce = 57 • 4 war, ist ab = IS > 28. Nimmt man jetzt den Radius des 
Kreises = 7, so erhält man ca = 2 • 10 also ad = 4 • 50, ab = 1 - 34, 
immer auf ganze Minuten abgerundet. Die Fläche des Dreiecks Job d ist 
also 1 • 34 X 4 • 50 B= 7 • 34; alle 5 ähnlichen Dreiecke zusammen sind 
daher 5 X 7 • 34 «= 37 • 50. Nun ist die Seite des Innern regelmässigen 
Fünfecks Ä;& «» 2a& = 3 • 8, also nach dem yorigen Paragraph seine Fläche 
B» 17 (was um eine Kleinigkeit zu klein ist). Die Oesammtfläche des 
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Sternftinrecks ist folglich 54 • 50. Der Kreis ist daher fast um 100 grösser 
als die Fl&che des eingeschriebenen StemfUnfecks. Hier hat der Verfasser 
also eine Sinustafel benutzt. Ob Magister Johannes de Linerhs eine solche 
berechnet hat, den er oben fOr den Sinns versus in Anspruch nahm? Oder 
hat er die Peurbachsche Tafel gebraucht? 

§ 23. Wenn drei oder mehr gleiche Kreiße sich so von aussen berühren, 
dass jeder sficei benachbarte berührt, so soU die Fläche des innerhalb liegenden 
krummlmigen Vielecks gefunden werden. Yerbindet man die Mittelpunkte 
je zweier benachbarter Kreise, so müssen diese Geraden durch die Be- 
cUhmngspunkte gehen und eine jede gleich dem Durchmesser eines Kreises 
sein. Man erhalt so ein regelmässiges Vieleck. Nach der oben benutzten 

2fi — 4 
Regel ist jeder Yieleckswinkel gleich Hechten, folglich kann man in 

jedem Kreise den zu diesem Winkel gehörigen Kreisausschnitt, also auch 
die Summe aller berechnen. Aber nach § 20 kennt man auch den Inhalt 
des regulären Vielecks: daher ist die gesuchte Fl&che gleich diesem Vieleck 
minus der Summe der Sektoren. Durchgeführt ist die Eechnung nur für 
drei Kreise. Sind die Radien wieder jeder •>■ 7, so hat das gleichseitige 
Dreieck den Inhalt 84, es ist also die Oerbertsche Regel angewendet, dass 
die H5he des gleichseitigen Dreiecks um y kleiner sei als die Seite. Die 
einzelnen Centriwinkel sind aber je 60^, also ist jeder Kreisausschnitt der 
sechste Theil yon 154 <= 25 • 35 (zu klein gerechnet), also alle drei 
«» 76 • 45. Subtraktion ergiebt dann für den Inhalt des krummlinigen 
Dreiecks 7-15. Richtig k&me jeder Sektor <= 25 • 40, alle drei ^^ 77, 
das gesuchte Dreieck also 7. 

Mit dem folgenden Paragraphen geht Verfasser nun zur Stereo- 
metrie über. 

§ 24. Die Oberfläche eines geraden EreiscyUnders (columpna rotunda) 
SU bestimmen. Die Mantelfläche ist umfang der Grundfläche mal Höhe. 
Addiert man noch beide Orenzkreise hinzu, so erhält man die Oesammt- 
oberfläche. Als Beispiel ist genommen der Radius der Grundfläche «" 7, 
die Höhe «» 12, dann ist der Mantel *» 12 X 44 >» 528; dazu die Summe 
der beiden Grundkreise 308 giebt 836 als Gesammtoberfläche. 

§ 25. Den KörperinhaU eines CyUnders eu bestimmen. Volumen «s G • h. 
Für den in § 24 behandelten Fall also 154 X 12 = 1848, Hier erwähnt der 
Verfasser eine dritte von ihm yerfasste Schrift den Tractatus colUUionum de 
virga visoria. Dort habe er weitläufig über diese und ähnliche Dinge ge- 
handelt, weshalb er hier sich nicht weiter dabei aufhalte. 

§ 26. Die Oberfläche eines Kegels (Piramis roUmda) von gegebener 
Grundfläche und Seüenkanie eu finden. Trotzdem er in dem für die Ober- 

Abb. nur Cktoli. der Mftthom. VIIL 6 
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fläche des Cylinders angemfenen Tractatus de eurvis superficiebus des 
Archimenides in dem ersten Satze die richtige Berechnung der Eegelober- 
fläche finden konnte, benutzt unser Verfasser doch die grundfalsche Formel: 
Oberfläche ==== halber umfang mal Höhe, wozu noch der Grundkreis zn ad- 
dieren ist. Er lehrt sogar, wenn die Höhe nicht direkt bekannt ist, die- 
selbe aus Seitenlinie und Badius zu berechnen. 

§ 27. Die Oberfläche einer n-seitigen geraden Pyramide (orihdUüerda) 
zu berechnen. Die einzelnen Seitenflächen sind Dreiecke, die Orundfläcbe 
ein Vieleck. Man berechne nach früheren Paragraphen die einzelnen ood 
suche ihre Summe: das ist die gesuchte Oberfläche. 

§ 28. Das Volumen eines Kegels oder einer regelmässigen n-seiHgen 
Pyramide eu finden. V — y G • h. 

§ 29. Die Oberfläche eines geraden vierseitigen Prisma oder Würfds 
(Cubi et columpnae orthoguadrücUerae) zu bestimmen. Da alle Seitenflächen 
Rechtecke sind, so findet man nach § 14 die einzelnen, und hat in ihrer 
Summe die verlangte Oberfläche. 

§ 30. Für dieselben Körper das Volumen zu bestimmen. V «= G • h. 

§ 31. Oberfläche und Volumen eines geraden Prisma mit rhombisdter 
Grundfläche (solidum älmuhaim) zu bestimmen. Nach § 15 kennt man die 
beiden rhombischen Grundflächen, nach § 14 die rechteckigen SeitenflSchen.. 
Die Summe aUer ist die gesuchte Oberfläche. 

Das Volumen ergiebt sich, wenn man die rhombische Grundfläche mit 
der Höhe vervielfacht, 

§ 32. Der vorliegende Paragraph scheint von dem Verfasser mit 
grosser Freude ausgearbeitet zu sein. Er zeigt auch das wirkliche Können 
des Mannes. Auch heute liesse sich die Aufgabe als solche für obere 
Klassen der Gymnasien wohl gebrauchen. 

Um drei gleiche sich gegenseitig von aussen berührende Kreise ist das 
gleichseitige Tangentendreieck beschrieben^ es soU der Inhalt des Drekds, 
des ihm umgeschriebenen Kreises und aller in der Figur vorhandenen emzdim 
Flächen bestimmt werden. Unter Voraussetzung der Figur ißt der "Winkel 
bac «= 60^, also <^ dag «» 30^. Denkt man sich aber um das Dreieck 
dag den Kreis beschrieben, so ist Bogen dg == 60^ und Bogen da = 120, 
also ist Sehne dg = 60, Sehne da = 103 • öö; ist aber dg — 7, so ist 
dfo a= 12 • 7, also ist auch &c =* 12 • 7. Es ist aber ed — gf=^ 14, also 
ist a& «= 38 - 14 «=» &o SS ca. Die Höhe des Dreiecks ist aber nahezu 
33 • 7 und also das Dreieck abc = 633 • 4. Nun ist aber das Bechteck 
efgd «= 7 X 14 = 98 und jeder der beiden Sektoren gld und fle gleich 
38-30 als Quadrant, folglich ist das krummlinige Dreieck eld «a 20. Du 
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krammlinige Dreieck Ihk ist schon in § 22 zu 7 • 15 berechnet, folglich 
ist die Summe aller vier krummlinigen Dreiecke 67-15. Dazu die Summe 
der drei gegebenen Ejreise giebt 529 - 15. Zieht man dies yon der Dreiecks- 
fiftche abc ab, so bleibt 103 • 49, wovon der je dritte Theil die Eckdreiecke 
dmaf elq^ rcn kennen lehrt zu 34 • 36. Da femer Bogen ab = 120^ ist, 
so wäre, wenn der Durchmesser des um abc beschriebenen Kreises 120 
wäre, die Sehne ab «» 103 • 55, sie ist aber in Wirklichkeit oben zu 38 • 14 
berechnet, also ist der Durchmesser des grossen Kreises >» 43 • 53 und 
Bein Umfang 138 • 1 (etwas zu gross gerechnet), daher sein Inhalt 
« 1514 • 33. Zieht man hiervon den Inhalt des Dreiecks abc »> 633 • 4 
ab und dividiert den Best durch 3, so entsteht die Fläche jedes der drei 
Abschnitte des grossen Kreises ausserhalb des Dreiecks «s 293 • 50. Alle 
Werthe sind hier stets auf ganze 60stel abgerundet. 

§ 33. Bas VerhäUnis der Diagonale eines Quadrates m einer Seite 
ist gleich der Qtiadrattourzel aus 2 (medietas duplae). Wird in der Art 
der Figor über der Seite des Quadrates als Diagonale ein neues Quadrat 
construiert, so verhält sich das Quadrat ab zxl dem Quadrat ac wie 2 : 1, 
folglich verhalten sich die Diagonalen selbst wie V¥: 1. 

§ 34. Die Diagonale und die Seite eines Quadrates sind incommensu- 
räbel Ist z. B. die Diagonale ««» 4, so muss jede Seite mindestens grösser 
als 2 sein, wenn also ganze Zahlen genommen werden sollen, mindestens 3. 
Dann wäre aber nach dem Fythagoras 16 das Doppelte von 9, also da 16 
auch das Doppelte von 8 ist, 8 »= 9. Damit glaubt der Verfasser seine 
Behauptung richtig bewiesen zu haben. 

§ 35. Aus Sinus und Sinus versus eines Bogens die Ergänzung des 
Sinus versus zum Durchmesser zu berechnen, und umgekehrt aus Sinus versus 
und Ergänzung den Sinu^ zu finden. Man hat Ergänzung »» (sinus)^ : svnus 
versus und sinus = Ysinus versus X Ergänzung. Sinus ist die halbe Sehne 
des doppelten Bogens, sinus versus der Pfeil des Bogens. 

Die am Schlüsse befindliche Bemerkung über die Auffindung der Höhe 
eines Thurmes mittelst der ersten Forderung ist absolut unverständlich. 

§ 36. Das Sechseck construiert durch sechsmaliges Abtragen des 
Badias. Halbiert man die Seite des Sechsecks und verbindet den Punkt 
mit dem Centrum, so ist diese Gerade Seite des Siebenecks, d. i. die be- 
kannte indische Begel, es sei die Hälfte der Dreiecksseite die Siebenecksseite. 

Den Bogen der Neunecksseite erhält man, wenn man vom sechsten 
Theile des Kreises y abschneidet; schneidet man jedoch y ab, so bleibt 
der Bogen des Zehnecks übrig. Wie man die Theilung ausführen soll, 
wird nicht gesagt. 

5* 
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§ 37. um das Achteck zn construieren, nehme man -^ des 
der Sechsecksseite, die zugehörige Sehne ist die verlangte Seite; oder man 
trage von den vier Ecken eines Quadrates auf den Seiten je die halbe 
Diagonale ah und yerhinde je zwei benachbarte Punkte. Letztere Con- 
struktion findet sich auch anderweitig. M. s. z. B. Cantor, Vorlesungen II. 

§ 38. Venoandhing eines Dreiecks in ein Quadrat Verwandlung des 
Dreiecks in ein Rechteck von gleicher Grundlinie und halber Höhe and 
dieses Rechtecks durch den Satz von der Hohe des rechtwinkligen Dreiecb 
in ein Quadrat. 

§ 39. Die Seite des Quadrats eu finden^ das gleich der Summe mehrerer 
Dreiecke oder Rechtecke ist Jedes Dreieck wird einzeln in ein Quadrat Te^ 
wandelt und dann die einzelnen Quadrate durch mehrfache Anwendung des 
pythagoreischen Satzes in ein einziges zusammengezogen. 

§ 40. Anwendung des vorigen Paragraphen auf Verwandlung eines 
beliebigen Vielecks in ein Quadrat durch Zerlegung des Vielecks vermittelst 
Diagonalen in Dreiecke. 

Nachschrift vom 5. December 1897. 
In der Handschrift Codex Vindobonensis Palatinus 5277 findet sich die 
vorliegende Abhandlung ebenfalls. In dieser heisst die S. 36, Z. 10—11 
stehende Stelle so: „a qua Ou non immerito ut testatur dominus Moysis in 
principio suorum Pentadonarum iüud universalis opificis commune mundi (fjms 
incepit". Es ist also der Weltkreis bei Erschaffung der Welt gemeint 
Ebenso steht S. 45 neben Maoistri bb Lineiuis auf dem Bande „Ccmenes 
Linerij"] die in der Anmerkung ausgesprochene Vermuthung ist also dadurch 
bestätigt. 
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Man ist in der Geschichte der Elektricität im allgemeinen darüber 
einig, dass der Leipziger Professor Hausen im Jahre 1743 die Con- 
stroktion der Elektrisirmaschine mit der Benutzung einer schnell rotirenden 
Glaskugel als Reibkörper begonnen, dass der Wittenberger Professor Böse 
im folgenden Jahre den Conduktor hinzugefügt und dass der Leipziger 
Professor Wink 1er danach endlich die Maschine mit dem Anbringen des 
Reibzeuges yoUendet habe. Zu diesen Angaben sollen hier im Interesse 
eines richtigen Verständnisses der historischen Entwicklung einige Er- 
gänzungen gegeben werden. Man darf nämlich bei ihnen nicht übersehen, 
dass alle Theile der Elektrisirmaschine, auch der Conduktor nicht 
ausgenommen, einzeln schon lange vor den genannten Jahren vorhanden 
waren, und dass die Verdienste der obigen Männer weniger auf originellen 
Neuschöpfiomgen, als auf der geschickten Zusammenstellung und zweck- 
mässigen Zusammenpassung der Theile zu einer einheitlichen Maschine 
beruhen. 

Wenn man den Namen Elektrisirmaschine im weitesten Sinne nimmt 
und dabei ganz allgemein nur an eine Maschine denkt, deren Zweck es ist 
Elektricität in möglichster Menge zu erzeugen, so muss man ohne jede 
Zweifelsmöglichkeit unsem grossen Physiker aus der Zeit des dreissig- 
jährigen Krieges, Otto von Guericke, als den Erfinder der ersten 
Elektrisirmaschine bezeichnen. Bis auf Gruericke hatten die elektrischen 
Arbeiten der Physiker ausschliesslich den Zweck gehabt, alle die Stoffe auf- 
zufinden, welche durch Beiben überhaupt die wrmderbare Fähigkeit der 
elektrischen Anziehung, der einzigen Wirkung, welche man damals von der 
Elektricität kannte, zu erlangen vermögen. Guericke aber, indem er für seine 
mannigfaltigen Untersuchungen nur einen einzigen Stoff, den Schwefel, als 
Beibkörper benutzte, zeigte dadurch, dass es ihm nicht darauf ankam zu er- 
proben, welche Körper elektrischer Anziehungen fähig seien, sondern vielmehr 
zu erfahren, welche andere Wirkungen geriebene Körper ausser den elek- 
trischen Anziehungen etwa noch hervorzubringen vermöchten. Für solche Ab- 
sichten Guericke's spricht deutlich schon die Ueberschrift des betreffenden 
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Abschnitts^) in seinem grossen phjsikaliscben Werke von 1672, welche 
nicht im früheren Sinne heisst „Von den Materien, welche elektrisch worden 

können,^^ sondern die yielmehr laatet 
Via 1 „Von einem Versuche, bei 

welchem die vornehmsten der 
anfgez&hlten Kräfte (Natur- 
kräfte) durch Reiben in einer 
Schwefelkagel erregt werden 
können." 

Die Maschine selbst, welche 
Gnericke für so weittragende Pläne 
constroirte, war freilich noch einfach 
genug und muss mehr nach dem 
gaten Willen als nach der Kraft be- 
nrtheilt werden. Sie bestand, wie 
ans der nebenstehenden Copie d^ 
Guericke'schen Abbildung ersichtlich 
ist, der Hauptsache nach nur aus 
einer kindskopfgrossen Schwefelkugel, 
die um eine durch sie hindurchgehende 
eiserne Achse in einem Holzgestell drehbar war. Das Beibzeug bildete, wie 
Guericke's Worte lauten, die recht trockene Hand des Experimen- 
tators, und statt eines Conduktors musste, wenn man so sagen daif^ die 
Kugel selbst dienen, die man zu dem Zwecke mit ihrer Achse leicht Ton 
dem Gestell abnehmen und überall hintragen konnte, wo man sie ge- 
brauchte.*) 

So unvollkommen aber diese Elektrisirmaschine auch war, so entsprach 
sie doch in der Hand des genialen Experimentators allen möglichen An- 
forderungen in überraschender Weise. Guericke vermochte mit ihr nicht 
bloss die Existenz der bekannten elektrischen Anziehung, sondern auch die 
noch vollständig unbekannten Erscheinungen einer elektrischen 
Abstossung, der elektrischen Leitung, des elektrischen Ge- 



1) Ottonis de Gnericke Experimenta Nova (ut vocantnr) Magdebnr- 
gica De Vacno Spatio . . . Amstelodami 1672. Liber Qaartus: De Virtntibvt 
Mnndanis. Gapat XV: De Ezperimento, quo praecipuae hae Virftutei 
enumeratae per attritnm in Globo Snlphureo excitari posaunt (p. 147 
bis 160). 

2) Die beiden, in der Zeichnung vom am Boden des MaschinengestellB be- 
merkbaren Vertiefangen stellen kleine, durch Schieber verschliessbare Kästchen dar, 
die Eum Aufbewahren der bei den Versuchen gebraochten Flaumfedern etc. dienan. 
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rftasches^) und endlich sogar des elektrischen Lichts, wenigstens 
eines Glimmlichts, das die geriebene Schwefelkngel im Dunkeln zeigte, 
nachzuweisen. 

Leider waren die Versuche des sonst mit so kr&ftigen Mitteln arbeiten- 
den Gruericke, der den Luftdruck mit sechszehn Pferdekrftften demonstrirte 
und Barometer von Haushöhe verfertigte, auf elektrischem Gebiete so zart 
and schw&chlich, dass weniger geniale Geister als er, ihre Tragweite nicht 
sa erkennen vermochten; und wenn auch Gelehrte von dem Bange eines 
Hnjgens und Leibniz sich lebhaft für die wunderbaren neuen Erschei- 
nungen interessirien, die Allgemeinheit nahm davon noch kaum Notiz. 
Damm ging vorerst der Weg der weiteren Erfolge nicht in Guericke'scher 
Bichtnng von der Elektricität zu den anderen Naturkräften, speciell zum 
Licht, sondern führte umgekehrt auf ganz ungeahnten Bahnen vom Licht 
zur Elektricität. An der Construktion oder VervoUkommung der Elektrisir- 
maschine hatte man vorerst noch kein weiteres Literesse. 

Der Franzose Jean Picard, derselbe, welcher die berühmte Grad- 
messung in Frankreich unternommen hatte, bemerkte zufUlig im Jahre 1675, 
dass das Quecksilber in der Torricelli'schen Leere des Barometers leuchtend 
wurde, wenn man dasselbe im Dunkeln schüttelnd bewegte. Man glaubte 
damals, dass dieses Licht mit dem Lichte phosphorescirender Stoffe ver- 
wandt oder identisch wäre und gab ihm darum den Namen des mer- 
kurialischen Phosphors; doch bemühte man sich lange Zeit vergeblich 
sichere Vorschriften zu seiner Hervorbringung au&ufinden. Dies gelang 
vielmehr erst Hawksbee mehr als zwanzig Jahre später dadurch, dass er 
die Zusammengehörigkeit dieses Barometerlichts mit den elek- 
trischen Kräften durch viele geistreiche Versuche feststellte. 

Francis Hawksbee, der als Experimentator der Boyal Society sich 
nothwendigerweise mit jenen so vieles Aufsehen erregenden Erscheinungen 
selbstthätig beschäftigen musste, schlug dabei einen besonderen Weg ein, 
der weit über das erstrebte Ziel einer sicheren Erzeugung des merkurialischen 
Phosphors hinaus zu einer weitreichenden Verbesserung der Methoden und 
Mittel Elektricität hervorzubringen führte. Er war in richtiger Erkenntniss 
bemüht sich bei diesen Untersuchungen von den schwer zu behandelnden 
und oft ohne sichtbaren Grund versagenden Barometern unabhängig zu 
machen und versuchte mit Eifer alle Möglichkeiten den merkwürdigen 
Phosphor mit Hülfe von Glas und Quecksilber im luftleeren Baume ohne 



1) Wenn nicht, wie es wahrscheinlich ist, das Bauschen und Knistern, 
das Gnerioke in der geriebenen Schwefelkugel hörte, statt von der Elektricität, 
von dem Zerreissen der Krystalle in der durch das Beiben erwärmten Kugel 
heirOhrte. 
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die Barometer auf die kräftigste, aber doch einfachste Art henror- 
zorofen. Indem er dabei anf die vorschiedenste Weise Glas an Queck- 
silber, dann Wolle an 
^'^' Glas, dann WoUe an 

Schwefel xl s. w. im 
luftleeren und lufter- 
füllten Räume reibend 
bewegte und dabei unter 
günstigen Umständen 
die Phosphorescenzlich- 
ter inmier beobachten 
konnte, kam er zu der 
üeberz'eugung, dass zur 
Produktion dieser Lich- 
ter nichts weiter als die 
Reibung besonderer, 
geeigneter StofiiB, die 
schon als Elektricitftts- 
erreger bekannt, nötbig 
sei und ging dann dir^ 
zur Construktion einer 
einfachen, sicheren Ma- 
schine ftLr die bequeme 
Erzeugung und Beo- 
bachtung des merkurial- 
ischen Phosphors über. 
Diese Maschine aber er- 
wies sich sogleich nicht 
bloss als eine äusserst 
reiche Quelle für 
Licht, sondern auch, 
was Hawksbee jedenfalls nicht unerwartet kam, als eine ebenso ergiebige 
Quelle für Elektricität, entpuppte sich also von selbst als eine Elektnsir- 
maschine.^) Ob Hawksbee bei der Construktion seiner Maschine die 
Guericke'sche vor Augen gehabt, lässt sich nicht sicher feststellen, da er 



1) Die Elektrisirm aschine ist in Hawksbee's Werke „Physico-Meohanical 
Experiments on varions subjecte. Containing an account of seferal 
snrprizing Phenomena tonching Light and Electricity, prodacible 
on the Attrition of Bodies ... London 1709*' auf Plate VH abgebildet 
Die hier beigegebene Zeichnnog ist eine Copie jener Figur. 
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selbst alle historischen Angaben nnterlftsst. Doch darf man ans einzelnen 
Aenssemngen Hawksbee's, die mit Stellen ans Guericke's Werk wörtlich 
übereinstimmen, schliessen, dass er dieses Werk recht gut gekannt hat.^) 

Wie die nebenstehende Abbildung zeigt, bestand die Hawksbee'sche 
Maschine wieder wie bei Gaericke, im wesentlichen ans einer Engel, die 
aber diesmal nicht eine massive Schwefelkngel, sondern eine hohle Glas- 
kugel war nnd die mit HOlfe eines grossen Bades nnd einer Schnnren- 
Übersetzung durch eine Kurbel sehr schnell um ihre Achse gedreht werden 
konnte. Als Beibzeng sollte auch wieder die recht trockene Hand des 
Experimentators dienen; eines Condnktors aber entbehrte diese Maschine 
noch mehr als die Gnericke'sche, denn die Glaskugel konnte nicht von der 
Maschine getrennt und alle Körper, deren Verhalten gegen die Elektricität 
untersucht werden sollte, mussten direkt an die Kugel selbst gebracht 
werden.*) 

Die Maschine war in erster Linie für das Studium der yerschieden- 
artigen Lichterscheinungen bestimmt nnd dazu noch besonders mit einer 
hohlen Achse versehen, durch welche man die Glaskugel selbst während 
des Botirens beliebig evacuiren oder auch wieder mit Luft füllen konnte. 
Doch bewies Hawksbee neben dem Studium der Lichterscheinungen durch 
viele sehr sorgßLltige Versuche mit leichten Wollf^lden, die er in mannig- 
faltigster Weise an Drahtbögen neben, über nnd unter der Kugel aufhing, 
dass die Lichterscheinungen nie ohne die gleichzeitige Wirkung 
elektrischer Anziehungen und Abstossungen auftraten, und dass 
die Lichter überhaupt nie ohne die Elektricität erregt werden 
konnten. Nur dem Namen nach trennte er die beiden Erscheinungen 
immer so sorgfältig von einander, dass er nie den naheliegenden Aus- 
druck eines elektrischen Lichts gebrauchte, nnd über ihren etwaigen 



1) In der Bibliothek der Boyal Society war Guericke's Werk vorhanden 
und stand also Hawksbee bequem zu Gebote. In Birch's Historj of the 
Boyal Society, vol. IH, p. 69, wird nach den Büchern der Gesellschaft aus- 
drücklich berichtet, dass Hooke, der damalige Curator of Experiments, in der 
Sitzimg vom 6. November 1672 jenes Werk vorgelegt habe, und dass auf seine 
EmpfehluDg hin auch die AnschaffuDg desselben beschlossen worden sei. Hooke 
habe dabei vor allem die Experimente mit der Schwefelkugel als der 
Wiederholung werth bezeichnet. Die Ausdrücke, welche in Guericke's nnd 
Hawksbee's Werken wörtlich übereinstimmen, betreffen die trockene Hand 
des Experimentators als Beibzeug und die Aehnlichkeit des Leuchtens vom 
Zncker beim Zerbrechen mit dem Leuchten elektrischer Körper. 

2) Nach einer Mittheilung tou Prof. Hagenbach-Bischoff in Basel sind 
die Apparate Hawksbee's aus dessen Nachlass nach Basel verkauft worden und 
in der Sammlung der dortigen Universität noch vorhanden. 



Digitized by VjOOQIC 



76 Ferdinand Bosenberger: 

materiellen oder sonstigen ursftcliliclien Zusammenhang verweigerte er jede 
Auskunft. 

Hawksbee hatte mit seiner Elektrisirmaschine nicht mehr Olflek als 
Guericke mit der seinigen; sie wurden beide yon der Mitwelt nicht weiter 
beachtet und beide bei der Weiterentwicklung zuerst vergessen, die 
Hawksbee'sche fast noch mehr als die Guericke'sche. Die Hauptschuld lag 
wohl daran, dass die Maschine des Hawksbee eben in erster Linie ebe 
Lichtmaschine und als solche der nothwendigen Evacuirung wegen, mehr 
als fOr eine Elektrisirmaschine erforderlich, complicirt und kostspielig 
war^ und dass sie trotzdem in Bezug auf die Erzeugung von Elektridt&t 
nicht auffallend Grosses, sondern eigentlich recht Wenig leistete. Dabei 
aber darf man, um nicht historisch ungerecht zu werden, nicht übersehen, 
dass mit der Elektrisirmaschine überhaupt noch nicht und zwar so lange 
noch nicht viel anzufangen war, als man die Elektricität nicht anders als 
nur direkt vom Beibkörper zu entnehmen wusste, als man noch nicht ge- 
lernt hatte, die Elektricität von einem Körper auf einen andern 
überzuleiten, auf diesem anzusammeln und dann von ihm auf ein- 
mal zu entnehmen. Diese zur Verbesserung der Elektrisirmaschine noth- 
wendigen Entdeckungen aber erfolgten durch Stephen Gray, ebenfalls 
einem Mitgliede der Royal Society, erst mehr als zwei Jahrzehnte nach 
der Vollendung der Arbeiten des Hawksbee. 

Da Gray, ebenso wie Hawksbee, in seinen Abhandlungen alle 
historischen Angaben vermieden, so können wir nicht direkt entscheiden, 
warum Gray bei seinen elektrischen Untersuchungen nicht nur die 
Hawksbee'sche Maschine gänzlich ausser Gebrauch gelassen, sondern der- 
selben auch nicht einmal Erwähnung gethan hat. Gray ging im Jahre 
1729 von der Idee aus, dass man aus dem Uebergange des elektrischen 
Lichtes von einem Körper zu einem andern, wohl auch auf einen entsprechenden 
Uebergang der Elektricität zwischen verschiedenen Körpern schliessen 
dürfe. ^) Zur experimentellen Prüfung dieser Idee aber war ihm jedenfalls 
die Hawksbee'sche Glaskugel, die in einem Gestelle fest gemacht war, viel 
zu wenig beweglich und er griff für die Erzeugung der Elektricität zum 
Beiben einer ungefähr 372 ^^^^ langen Glasröhre, die mit Wolle gerieben, 
nicht weniger Elektricität gab als die Kngelmaschinen und leicht und be- 
quem jedem beliebigen Körper zur Mittheilung von Elektricität genShert 
werden konnte. Gray erreichte auch damit sein Ziel; die Demonstration 
der Fortpflanzungsfähigkeit der Elektricität in, wie auch zwischen 



1) Philosophical Transactions no. 417, p. 18, auch Philosopbieal Tran»- 
actione abridged, vol. VI, pt. II, p. 6 u. f. 
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den Körpern in kürzester Weise, und als er bei der Durchprüfong der 
yerscbiedensten Substanzen aucb den menscblicben Körper als leitungs- 
fähig und damit als elektrisirbar nachwies, erwachte auf einmal das 
allgemeine Interesse ftlr die neue physikalische Kraft, die Elektricit&t. 

Dieses Interesse aber wurde noch weiter in ganz ungewöhnlichem 
Masse yergrössert, als gleich nach den ersten Entdeckungen Graj's Charles 
du Faj in Paris nachwies, dass der isolirte menschliche und thierische 
Körper die Elektricitftt nicht nur aufzunehmen, sondern auch in beträcht- 
licher Weise zu verstärken und verstärkt wiederzugeben vermöge. 
Gray hatte bei seinen Versuchen einen acht- bis neunjährigen Knaben in 
isolirenden Seilen horizontal aufgehangen und gezeigt, dass der Kopf und 
die Arme desselben, ganz ebenso wie elektrische Körper selbst, naheliegende 
leichte Goldblättchen anzogen, sobald nui die Füsse des Knaben mit der 
geriebenen Glasröhre berührt wurden. 

Du Fay^) aber bemerkte bei der Wiederholung dieses Experiments 
die noch viel erstaunlichere Erscheinung, dass der in dieser Weise isolirte 
menschliche Körper nicht nur elektrische Anziehungskräfte entwickelte, 
sondern auch bei der Annäherung eines andern Menschen Lichtfunken 
abgab von einer Stärke, wie man sie bis dahin noch nicht beobachtet hatte. 
Solche Funken wurden danach zum Entsetzen vieler Beobachter aus lebenden 
menschlichen oder auch thierischen Körpern mit unfehlbarer Sicherheit durch 
andere lebende Körper entweder direkt oder auch indirekt mit Hülfe 
von Metallstäben gezogen. Diese Funken waren schon so stark, dass 
sie auf der Haut einen stechenden Schmerz verursachten, und der in 
Seidenschnüren aufgehängte menschliche Körper wurde danach mit Vor- 
liebe dazu gebraucht, diesen interessanten Schmerz zu verursachen, wobei 
man noch gern die Wirkung dieser menschlichen Conduktoren, wie 
auch Du Fay selbst dies that, in besonders geheinmissvoller Weise auf 
die Lebenskraft derselben zurückftihren wollte. 

Gray aber fasste in physikalisch reinerer Weise besonders den andern 
von Du Fay erwähnten Punkt in's Auge, dass man nämlich die Funken 
ans den menschlichen Körpern nicht bloss direkt durch andere mensch- 
liche Körper sondern auch indirekt durch Metalle ziehen könne.') 



1) Caroli de Gisternay dn Fay: Versuche and Abhandlangen von 
der Elektricität der Körper, welche er bei der Königl. Akademie der 
Wissenschaften zu Paris in den Jahren 1783 bis 1787 vorgestellt and 
bei denen Versammlangen derselben abgelesen hat. Aas dem Franzö- 
sischen ins Deatsche übersetzt. Erfarth 1745. S. 100 u. f. 

S) Philos. Transact. no. 430, p. 16, 28. Janaar 1736, aach Phil. Trans, 
abr., vol. VUI, p. 397. 
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Er hielt danach für möglich und vielleicht wahrscheinlich, dass die Metalle 
ebenso wie die lebenden Körper die Elektricität zu verstärlren vermochten 
nnd dass man vielleicht ebenso wie aus lebendigen Körpern anch aus 
Metallstangen die starken Fnnken ziehen könne. Da er in dem Angen- 
blicke, als ihm der Gedanke kam, nichts anderes Geeigneteres zur Hand 
hatte, so legte er zuerst seinen Schürhaken, dann die Feuerzange, 
endlich sogar die Kohlenschaufel auf die isolirende Schnüre und inuser 
mit dem gleichen günstigen Erfolge. Schliesslich aber fand er doch eioe 
eiserne Stange von 4 Fuss Länge und Y, Zoll Durchmesser von 
der kräftigsten Wirkung und eine solche Stange gab dann, wenn sie in 
seidenen Fäden aufgehängt war, auch gerade so starke Funken wie die 
lebendigen Körper.^) 

Diese Gray'schen Eisenstangen und Eisenröhren oder auch die ihre 
Stelle vertretenden lebendigen Körper müssen wir als die ersten Oonduk- 
toren im Sinne der Elektrisirmaschine und Gray als ihren Erfinder 
bezeichnen, denn erstens leisteten sie den Experimentatoren vor der Con- 
struküon der Elektrisirmaschinen ganz dieselben Dienste wie später bei 
dieser selbst und zweitens behielt man bei der Construktion dieser Maschinen 
die Gray 'sehen Conduktoren noch lange, nicht bloss ihrer ursprünglichen 
Form, sondern auch ihrer ursprünglichen Aufhängungsart nach bei 
Selbst der Name Conduktor, der von Desagulidres^) im Jahre 1738 
für die in Fäden isolirt aufgehangenen leitenden Körper vorgeschlagen 
wurde, stanunt auch in dieser engeren Bedeutung noch aus der Zeit Tor 
der Erfindung der Elektrisirmaschine.') 



1) Phil. Trans, abr., vol. VUI, p. 698: „We oansed to be made an Iiod 
Rod, 4 Foot long and about half an Inch Diameter, pointed at each JEnd, bot 
not Sharp, being left about the Bigness of a Pin's Head, this being snspended on 
the Lines; theo the Tube being rubbed, and held near one End of the Rod, aad 
the Finger or Cheek being pnt near either End of the Bod , the Effect wai the 
same as where an animal had been suspended on the Lines, with respect to the 
pricking Pain we feit. 

2) Phil, Trans, no. 464, p. 193, auch Phil. Trans, abr., vol. Vni, p. 422: 
„I call Gonductors those String^, to one End of which the rubbed Tobe is 
applied; and Supporters such horizontal Bodies as the Condnctor reets npon . . . • 
Where it is not mentioned otherwise, an Ivory-Ball hangs at the Eud of the 
Conductor; and its Electricity is tried by a Thread applied near it." 

(Experiment made before the Royal Society Febr. 8. 1788.) 

8) Anch Priestley, der der Entwicklung dieser Dinge noch ganc nahe staad, 

stellt den Gebranch des Conduktors noch vor der Erfindung der Elektrisirmasdiiiie 

fest, indem er in seiner History of electricity (Deutsch von Krfinitz, Berlin 17T2, 

8. 886) sagt. „Als man von den Engeln (Guericke's und Hawksbee's) keinen 6e- 



Digitized by VjOOQIC 



Die erste Entwickinng der ElektriBirmaschine. 79 

Mit der Entwickelang des Condnktors verband sich dann auch sclion 
eine Yerbessemng des Reibz enges. Man fand es zweckmässig, die langen 
Glasröhren statt mit der Hand mit Wollen- oder Lederlappen zu reiben, 
die man mit verschiedenen Pulvern, wie Kreide, Tripel u. s. w. bestrent 
hatte; nnd mit diesem so vollendeten Apparate ans Glasstange, Beibzeng 
und Conduktor vermochte man in der That grössere Mengen von Elektricitftt 
anf einmal zu erhalten, so dass geschickte Experimentatoren empfindliche 
elektrische Schlage austheilen und Zündversuche schon mit Erfolg unter- 
nehmen konnten. 

Doch aber musste man bei der sich immer mehrenden Zahl und Be- 
deutung der elektrischen Untersuchungen die Unbequemlichkeit und Unsicher- 
heit des zusammenzustellenden Apparates, bei dessen Gebrauch Gehilfen 
schwer zu verwenden waren, immer stärker empfinden und musste danach 
nothgedrungen sich der rotirenden Kugeln Guericke's und Hawksbee's 
erinnern und ihre Anwendung wieder versuchen. 

Der erste Physiker, von dem die Beschreibung einer solchen Kugel- 
elektrisirmaschine veröiSentlicht wurde, war der erwähnte Leipziger Professor 
Christian August Hausen, dessen betreffende Schrift Novi Profectus 
in Historia Electricitatis im Jahre 1743 kurze Zeit nach seinem Tode 
erschien. Wie die umstehende Abbildung, welche das Titelkupfer dieser 
Schrift wiedergiebt, erkennen lässt, enthielt Hausen's Appai-at auch schon 
alle wesentlichen Theile der Elektrisirmaschine, nur in den alten, gewohnten 
Formen, nämlich erstens die Hawksbee'sche Glaskugel, welche wie bei 
diesem durch eine Schnurenübertragung mit Hilfe eines grossen Bades in 
sclmelle Rotation versetzt werden konnte, aber der nur für das Studium 
der Lichterscheinungen nöthigen Vorrichtung für das Evacuiren entbehrte, 
dann zweitens die trockene Hand des Experimentators als Beib- 
zeng und endlich drittens den Conduktor in Gestalt eines ICnaben, der 
in Schnüren von Seide hängt oder auch auf einem mit Pech ausgegossenen 
Fasse steht 

Da in der Einleitung zu Hausen's Schrift ausdrücklich bemerkt ist, 
dass er seine Experimente mit der Maschine erst kurz vor seinem Tode 



brauch mehr machen konnte, nahmen die Natorforscher zu einer leichteren und 
wohlfeileren Gerätfaschaft, welche in Glasröhren nnd Schwefel- oder Siegellack- 
Stangen bestand, ihre Zuflucht, und die ersten Leiter, deren sie sich bedienten, 
waren nichts weiter als hänfene Stricke, welche auf seidenen Schnuren ruhten. 
An deren Statt nahm man bald darauf metallene Stangen. Nachher nahm man 
abermals zu Kugeln seine Zuflucht, weil dieselben weit geschickter waren, diesen 
isolirten Leitern die elektrische Materie auf eine mehr einförmige Art zu über- 
liefern.'* 
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begonnen habe, bo dürfen wir die Constmkiion derselben, jedenÜEills nicht 
vor das Jahr 1742 setzen. Damach aber macht ihm der Wittenberger 
Professor Matthias Böse in allen Dingen, nicht bloss in der Erfindung 

Fig. s. 



des Condnktors und niclit einmal yorzagsweise in dieser, wie man nach 
den Historien der Elektricität vermuthen sollte, die Priorität streitig. Böse 
beschrieb gleich nach dem Erscheinen der Abhandlung yon Hausen seine 
eigene Methode, die Elektricität in grössten Mengen heryorzubringen in 
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mehreren deutschen nnd lateinischen Schriften.^) Darin betonte er, aller- 
dings ohne Hausen zu nennen, aber doch mit deutlicher Beziehung auf 
diesen, wie er gleich nach seinem Bekanntwerden mit den Dufay'schen 
Versuchen in Paris yom Jahre 1733 sich darüber gewundert, dass dieser 
statt der unbequem zu reibenden Glasröhre nicht die millionenmal bequemere 
Kugel Hawksbee's benutzt, und dass er selbst dann noch im Jahre 1737 
bei seinen elektrischen Versuchen die rotirende Glaskugel mit grossem 
Erfolge angewandt habe.') 

Auch Böse benutzte zuerst noch vielfach menschliche Conduktoren; 
er stellte bei seinen Zündversuchen Menschen auf isolirende Substanzen 
und liess yon ihren Fingern, oder (mit Vorliebe) von einem Schwert, oder 
von einer Eisenröhre, die sie in der Hand hielten, die Funken ausgehen. 
Dann aber eüminirte auch er den Menschen und hing als Conduktoren 
lange eiserne Eöhren in seidenen Schnüren auf, deren Enden er 
entweder direkt auf der rotirenden Engel schleifen liess, oder die er zweck- 
mässiger, nachdem ihm durch das Aufstossen einer solchen eisernen Bohre 
eine schöne Glaskugel zerstossen worden war, durch Leinenfäden, die aus 
der Bohre heraushingen, mit der Kugel in leitende Verbindung setzte. Doch 
rühmte er sich der zweckmässigen Anwendung und Gestaltung dieser Con- 
duktoren nicht weiter, sondern schilderte nur enthusiastisch die starken 
Wirkungen, die er mit seinen Apparaten erhalten hatte. Die Schriften 
Bose's enthalten keine Abbildungen seiner Apparate, doch müssen seine 
Maschinen, abgesehen von der speciellen Form und Lage der Theile, ungefUhr 
so ausgesehen haben, wie die umstehend abgebildete Elektrisirmaschine 
Nollet's, die trotz ihrer ünvollkommenheit noch lange und viel an- 
gewandt wurde. 



1) Die Elektricii&t nach ihrer Entdeckung nnd Fortgang mit Poe- 
tischer Feder entworfen von George Matthias Hose. Wittenberg. (Die 
Widmung dieses Lehrgedichts ist dadirt vom 20. Jnli 1744.) Tentamina elec- 
trica in Academiis Begiis Londinensi et Parisina primnm habita, 
omni studio repetita, quae novis aliquot accessionibus locupletavit 
G. M. Böse. Wittenbergae 1744. 

2) In „Die Elektricität'', S. XXIII, sagt Böse: 

„Gepriesener Du Fay, so schön gingst Du mir fflr, 

Das rühm' ich öffentlich. Ich folgte gleich nach Dir . . , 

Nur alles was Du thatst, thatst Du mit hohlen Bohren, 

Die gut, wenn sie nur nicht so sehr beschwerlich wären. 

Ich nahm zu allererst mit viel Bequemlichkeit 

Des Hawksbees Kugel an, wodurch in wenig Zeit 

Was sonst das Bohr mit Müh, nicht lang und schwach gezeigt, 

Unendlich st&rker wird, ja alles flbersteigt.^^ 

Abh. snr Oeioh. der Hathem VÜC. 6 
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Böse erstaunte alle Welt dnreh die Stärke der elektrischen EntUdungen, 
die er mit seiner Maschine erhalten konnte, dann aber vor allem anck 
durch die sogenannte Beatification des Menschen, d. L das Glimmleucbten 
des ganzen menschlichen Körpers im Dunkeln, wenn derselbe auf den Isolir- 
schemel gestellt und stark elektrisirt worden war. Und da Böse nicht 
bloss das grosse Publikum, sondern auch die höchsten Herrschaften, deren 
Besuche in seinem Laboratorium er sehr enthusiastisch beschreibt, fiSa 
seine Versuche zu interessiren wusste, da ausserdem die gewaltigen Wir- 
kungen der 1745 erfundenen Yerstärkungsflasche besonders das Verlangen 

nach starken Elektricitftts- 
F*s- *• quellen erregten, so begann 

nun eine Zeit elektrischen 
Enthusiasmus, in der nicht 
bloss fast jeder Physiker, son- 
dern auch fast jeder Dilettant 
seine besonderen Maschinen 
construirte, die jedoch alle 
wesentlich nicht viel von 
einander verschieden waren. 
Noch aber war der 
letzte menschliche Rest 
aus der mechanischen Ma- 
schine, die menschliche 
Hand als Reibzeug, zu eli- 
miniren. Das erste Bedürf- 
niss dazu fühlte der Leipziger 
Professor der alten Sprachen, 
später auch der Physik, 
JohannHeinrich Winkler, 
der zur Ladung der von ihm zusammengestellten elektrischen Batterien, wie 
überhaupt zur Erzielung der starken Wirkungen, wie er sie liebte, stärkerer 
Elektricitätsquellen nothwendig bedurfte. Winkler baute ftlr die Ladung 
seiner elektrischen Flaschenbatterien, um durch Summirung die ungenügenden 
Einzelwirkungen zu yerstärken, Elektrisirmaschinen, statt mit einer, mit zwei 
oder vier, ja sogar acht Kugeln, zu deren Reibung wohl die H&nde seiner 
Assistenten, oder vielmehr die Assistenten selbst nicht mehr ausreichten. 
Nach Winkler's eigner Erzählung hat ihn zuerst der Leipziger Drechsler- 
meister Giessing, mit dem er über die Hausen' sehe Maschine sprach, daranf 
aufmerksam gemacht, dass man auch bei der Hawksbee'scheu Kugel, ganz 
wie bei den Graj'schen Glasröhren, statt der Hände, als Reibzeug Wollen- 
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und Lederstoffe anwenden könne. ^) Er folgte dem Winke und constrairte 
mit Erfolg eine Maschine, bei der statt der Hände znr Beibnng der rotirenden 
Engeln kleine mit Leder überzogene Zengkissen gebraucht wurden, die 
zur besseren Wirkung mit Kreide überstrichen waren und die man mit 
Hülfe einer Feder stärker oder schwächer gegen die Glaskugel pressen konnte. 
Zuerst freilich zeigten sich diese Beibzeuge wohl bequemer, aber doch nicht 
80 klüftig wirkend als 
die trockenen, mensch- 
lichen Hände, und das 
war wohl die Ursache 
dafür, dass das Beib- 
zeng sich nur langsam 
einftihrte und dass 
selbst berühmte Phy- 
siker noch mehrere 
Jahre lang ihre Elek- 
trisirmaschinen ohne 
mechanisches Beib- 
zeug construirten. Erst 
nachdem man die Noth- 
wendigkeit einer elek- 
' trischen Ableitung des 
mechanischen Reib- 
zeugs erkannt hatte, 
fahrte sich dieses ganz 
allgemein ein. 

Ueberhaupt er- 
hielten sich die alten 
Formen der einzelnen 
Theile des elektrischen 
Apparates noch merk- 
würdig lange und nur langsam gestalteten sie sich der Idee der Einheit 
einer Maschine entsprechend um. Auch Winkler versuchte noch seine 
ersten Maschinen in den einzelnen Theilen den alten Formen genau nach- 
zubilden. Dem entsprechend beschrieb er in seiner ersten Schrift über 
die Elektricität yom Jahre 1744 eine Elektrisirmaschine, bei der er 
statt der rotirenden Glaskugel wieder eine lange Glasröhre nach 

1) Gedanken von den Eigenschaften^ Wirkungen und Ursachen 
der Elektricität, nebst einer Beschreibung zwo neuer elektrischen 
Maschinen. Herausgegeben von Job. Heinrich Winklern. Leipzig 1744. 

6* 
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Grayscber Art anwandte. Diese Glasröhre konnte durch einen Fnss- 
tritt mit Hülfe einer an ihrem oberen Ende befestigten Feder in dem 
sie umschliessenden Beibzenge auf- und niedergezogen werden. Und bei 
der zweiten Maschine, die Winkler ebenfalls im Jahre 1744 empfahl 
und die nach neuer Art eine Glaskugel oder vielmehr ein Bierglas als 
Beibkörper hatte, liess er wenigstens, nach seiner Meinung zur besseren 
Wirkung, die Botationen in ihrer Bichtung immer umwechseln, indem er 
den Glaskörper nicht mit Hülfe von Kurbel und Bad, sondern wie die Ab- 
bildung 5 zeigt ^), durch einen um die Botationsachse geschlungenen Faden 
nach Art der Metallbohrer der Handwerker ebenfalls mit Hülfe eines Fuss- 

Vig. 6. 



tritts bewegte. Die beiden ersten Maschinen Winkler's sind auch noch ohne 
Conduktor abgebildet, doch ist nicht zweifelhaft, dass auch dabei der Grajr- 
sche Böhrenconduktor verwandt wurde, denn Winkler spricht in dem 
erwähnten Werke (S. 57) ausdrücklich von den Funken eines eisernen 
Bohres, welche die Quintam Essentiam Yegetabilem mit ausnehmender 
Geschwindigkeit zu entzünden vermöchten. 

Winkler^s Elektrisirmaschinen aus dem folgenden Jahre, d. i. von 1745, 
aber haben die obigen alterthümlichen Einrichtungen, wie die Figur 6^) 
erkennen lässt, nicht mehr; vielmehr sind bei ihnen als Beibkörper rotirende 



1) Figur 6 ist der Tafel I des Werkes von 1744 über die Eigeoschaften, 
Wirkungen und Ursachen der Elektricität entnommen. Das sonst wenig sichtbare 
Beibzeng ist innerhalb der linken Abbildung der Maschine noch einmal vergrössert 
dargestellt. 

2) Die Figur 6 stammt aus Tafel IV des Werkes „Die Eigenschaften der 
elektrischen Materie und des elektrischen Feuers ans verschiedenen 
neuen Versuchen erklärt und, nebst etlichen neuen Maschinen com 
Elektrisiren, beschrieben von Job. Heinrich Winklern. Leipzig 1745. 
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Glaskugeln, ganz wie bei Hausen und Böse verwendet, und die Conduktoren, 
allerdings nocli von alter Röhrenform, sind schon fest mit der Maschine 
verbunden, was als eine sehr wichtige Neuerung erscheint. 

Noch im Jahre 1745 veröffentlichte auch der Hallenser Professor der 
Medicin Joh. Gottlob Erüger als Zuschrift an seine Zuhörer eine Ab- 
handlung über Elektricität^), der die Abbildung (Figur 7) einer Elektrisir- 
maschine angehängt ist, die ebenfalls noch ganz primitive Formen zeigt. 
Trotzdem -aber in der Abbildung nur ein Mensch als Conduktor dargestellt 
ist, spricht sich grade Erüger über die Art der Wirkung der Metall- 
conduktoren näher aus. Zuerst hatte man wohl bei der Anwendung der- 
selben an besondere Eräfte der gebrauchten Eörper gedacht, jetzt führte 
Erüger die Wirkung der Conduktoren auf das Strömen, vielleicht auch 
das Fallen der Elektricität in ihnen zurück und fand damit anscheinend 
mannigÜEichen Beifall. „Nach der Zeit, so sagt er^), dass Hausen und Böse 
ihre Experimente angestellt, haben sehr viele Naturkundige und ich selbst, 
wenn ich mich unter dieselben zählen darf, diese Experimente angestellt, 
und immer mehreres Neue dabei entdeckt, wozu ich insonderheit dieses 
zähle, dass die Elektricität immer stärker wird, je weiter sie fortgepflanzt 
wird, welches aber der Enoten ist, der in dieser Sache am schwersten 
artßsnlösen. Da ich nun gefunden habe, dass wenigen diese Art die Elektri- 
cität zu verstärken bekannt sei, so will ich beschreiben, wie man es damit 
anÜBingen müsse. Man legt so nahe, als es möglich ist, an die gläserne 
Kugel oder Cylinder der elektrischen Maschine eine eiserne Stange auf 
blaue Seidenfäden und bindet an dieselben einen dicken eisernen Draht, 
denn wenn er dünner ist, so ist die Wirkung viel schwächer. Dieser 
Draht wird weiter fortgeleitet und allenthalben mit blauen Seidenfäden an- 
gebunden, zugleich aber auch verhindert, dass er keinem andern Eörper zu 
nahe kommt, oder die Seide nass gemacht wird. Auf diese Art habe ich 
die Wirkung dergestalt vermehrt, dass man einen an dem letzten Ende 
des Drahtes angehängten Schlüssel nicht ohne den empfindlichsten Schmerz 
anrühren konnte. Mein Freund und ehemaliger Zuhörer Herr Pope hat 
auf solche Art den Draht zweihundert Ellen weit fortgeleitet und es ist 
unbeschreiblich, was die elektrischen Funken am Ende de? Drahtes für 
eine Gewalt hatten, welches man daraus abnehmen kann, dass Jemand, 
welcher unter dem elektrischen Drahte hinwegging, von den Funken der- 

1) Job. Gottlob Krügers Zuschrift an seine Zuhörer, worin er 
ihnen seine Gedanken von der Elektricität mittheilt und ihnen zu- 
gleich seine zukünftigen Lectionen bekannt macht. Halle 1746. Neue 
und mit Anmerkungen versehene Auflage. 

2) Erfiger*8 Zuschrift, S. 32. Anmerk. 
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gestalt aaf den Kopf geschlagen wurde, dass er beinahe vor Schwindel 
auf den Boden gefallen wäre/' 

Uebrigens berichtigte man doch bald diese Vorstellung von der Wirk- 

ng.7. 



samkeit des Conduktors dahin, dass nicht sowohl die Länge allein, als 
vielmehr die ganze Oberfläche dabei von Einfluss sei, wenn man auch die 
langen Böhrenconduktoren beharrlich beibehielt. Beide Momente sind deatlich 
noch in den Briefen Franklin's über Elektricität zu erkennen. „Ich 
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Fig. B. 



habe, sagt er da ^) in einem Briefe vom Jahre 1749, einen grossen Condnktor, 
der ans yielen Bl&ttem von steifer Pappe zosammengesetset, und wie eine 
Bohre gestaltet 
ist Er ist bei- 
nahe zehn Fnss 
lang und hält 
einen Fnss im 
Durchmesser. Ich 
habe denselben 

mit buntem 
Goldpapier über- 
zogen, welches fast 
gänzlich vergol- 
det ist. Diese 
grosse Metall- 
fläche nimmt eine 
viel grössere elek- 
trische Atmo- 
sphäre an, als eine 
eiserne Stange, die 
fünfzig mal schwe- 
rer ist. Der Con- 
duktor ist an eine 
seidene Schnur 
aufgehaDgen. und 
wenn er geladen 
ist, schlägt er fast 
auf zween Zolle 
weit und giebt 
einen so starken 
Schlag, dass es 

dem Knöchel 
schmerzhaft wird/' 

Wohl die vollkommenste Maschine aus den Geburtsjahren unserer Elek- 
trisirmaschine, ist diejenige, welche der Benedictinermönch und Professor 
der Physik in Erfurt Andreas Gordon in seinem „Versuch einer Er- 






1) Des Herrn Benjamin Franklin*8 Esq. Briefe von der Elektrioität 
Aas dem Englischen übersetzet, nebst Anmerkungen von J. G. Wilcke. Leipzig 
1768. S. 84. 



Digitized by VjOOQIC 



88 Fe r dinand Rosenberger: Die erste Entwicklacg der Elekirisirmasehin«, 

klärnng der Elektricität^' (Erfurt, ohne Jahreszahl, Dedication vom 
17. April 1745) beschrieb und auf Tafel I dieses Werkes abbildete (Figur 8). 
Die Maschine zeigt einige Verwandtschaft mit den Winkler'schen, vor allem 
anch darin, dass neben dena grossen Rade zur schnellen Drehung des Beib- 
körpers (eines Glascylinders oder gewöhnlichen Bierglases) noch eine 
Vorrichtcmg über demselben angebracht ist, um ihn, wie bei Winkler, 
nach Art der Metallbohrer vor- und rückwärts zu drehen. Das Reibkissen 
besteht aus Ealbsleder, das mit Rosshaaren ausgestopft und mit Tripel 
eingerieben ist. Der Conduktor, eine 4 Schuh lange und 2 Zoll weite 
Eisenröhre, wird auf ein kleines, mit der Maschine nicht verbundenes, in 
seiner Höhe verstellbares Tischchen gelegt, das rechts von der Zeichnimg 
der Maschine dargestellt ist. Beim Gebrauch wurde die Eisenröhre dem 
geriebenen Glascylinder zur Ableitung der Elektricität bis Y^ oder y^ Zoll 
Entfernung nahe gebracht, war aber sonst ohne weitere Vorrichtungen zar 
besseren Aufnahme der Elektricität. 

Die eben beschriebenen primitiven Formen der Elektrisirmaschine zeigten 
eine ganz überraschende Beharrungskraft; sehr langsam nur wurde die 
Schnurenübersetzung der Drehung von einem grossen Bade auf den schnell 
rotirenden Reibkörper durch die direkte Drehung des letzteren eliminirti 
und die lange Böhrenform des CoDduktors erhielt sich gegenüber der Kugel- 
gestalt noch bis weit in unser Jahrhundert hinein; ein sprechender Beweis 
für die zähe Lebenskraft nicht bloss wissenschaftlicher Theorien, sondern 
auch praktischer Formen wissenschaftlicher Apparate selbst lange nach 
dem Aufhören ihrer Daseinsberechtigung. 
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Trotzdem man schon im Alterthume die Thatsache kannte, dass einzelne 
Stoffe durch Beiben mit andern die Fähigkeit erlangen leichte Gegenstände 
an sich zu ziehen, so dauerte es doch bis in das vorige Jahrhundert herein, 
bevor man an den geriebenen Körpern ausser jenen schwachen Anziehungen 
noch andere Eigenschaften bemerkte und dann alle diese beobachteten 
Erscheinungen als elektrische zusammenfasste. Gerade das letztere hatte 
seine besonderen Schwierigkeiten. Zwar waren die Abstossungserscheinungen, 
die Bürgermeister Guericke zuerst an seiner geriebenen Schwefelkugel 
nachwies, nicht schwer als mit den elektrischen Anziehungen zusammen- 
gehörig zu erkennen; dafür aber blieben die Erscheinungen, welche auf 
einen Uebergang von Materie aus den elektrischen Körpern in unelektrische 
hinzudeuten schienen und die wir wohl mit dem Namen der elektrischen 
Entladungserscheinungen bezeichnen, fELr lange Zeit in ihrem Yer- 
hältniss zu den elektrischen Kräften um so räthselhafter. Es hat lange 
gedauert, bis man auf diese Vorgänge überhaupt aufmerksam wurde; aber es 
hat selbst, nachdem man dieselben schon vielfältig und sorgfältig beobachtet 
hatte, noch lange gewährt, bis man sie ala Entladungserscheinungen 
mit den elektrischen sicher zusammenzufassen wagte. Diese frühesten 
Versuche die Zusammengehörigkeit der elektrischen Kräfte mit den 
elektrischen Lichterscheinungen festzustellen möchte ich, da sie 
wenig bekannt und mehr als nöthig übersehen worden sind, in Kürze 
schildern. 

In erster Linie ist dabei Francis Hawksbee zu nennen, der im 
Anfange des vorigen Jahrhunderts als Experimentator der Bojal Society 
in London die Lichtentwickelungen geriebener Körper in vielfacher Weise 
bahnbrechend untersuchte und diese Untersuchungen im Jahre 1709 in 
ebem besonderen Werke unter dem Titel Physico-Mechanical Experi- 
nients on various subjects touching light and electricity bekannt 
machte, nachdem die einzelnen Abhandlungen bereits vom Jahre 1704 an 
in den Transactions der Boyal Society erschienen waren. Allerdings 
hatte schon Jahrzehnte vor ihm unser Bürgermeister Guericke an seiner 
geriebenen Schwefelkugel im Dunklen ein stetiges Leuchten bemerkt und 
dasselbe auch klar beschrieben; aber seine Versuche waren in dieser Be- 
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ziehnng doch so wenig umfassend und Angaben über einen etwaigen Zn- 
sammenliang der Erscheinungen fehlten bei ihm so gänzlich, dass man 
Hawksbee trotzdem, wenn nicht als den ersten Entdecker, so doch als 
ersten und eigentlichen Erforscher der mit den elektrischen zusammen 
auftretenden Lichterscheinungen bezeichnen muss. 

Guericke gab in seinem grossen physikalischen Werke Experi- 
menta nova (ut vocantur) Magdeburgica de Yacuo Spatio ... Quibns 
accesserunt simul certa quaedam de Aeris Pondere circa Terram; 

de Yirtutibus Mundanis, et Systemate Mundi Planetario 

(Amsterdam 1672) seine Versuche, die die Elektricität betreffen, in so 
allgemeiner Form und unter so allgemeinen (resichtspnnkten, dass es schwer 
hält zu erkennen, wie weit er selbst alle die beobachteten Erscheinungen 
fUr elektrische hielt. Nachdem er in den ersten vierzehn Kapiteln 
des vierten Buches, das von den Welt- oder besser Naturkräften 
handelt, gezeigt hat, dass der Erde verschiedene Kräfte ihrer Natur nach 
eigen sind, wie die Kraft der Beharrung, der Anziehung und Abstossnng, 
der Direktion, der Rotation, des Tönens, des Wärmens und des 
Leuohtens, kommt er im fünfzehnten Kapitel zu den Versuchen, dnich 
welche diese Kräfte mit Ausnahme der Direktions- und Botationskraft auch 
an einer geriebenen Schwefelkugel nachgewiesen werden können. Die 
Kraft der Beharrung beobachtet man, wenn man die Schwefelkngel durch 
einen Stoss bewegt hat. Die Anziehung erkennt man nach dem Beiben 
der Kugel mit der recht trockenen Hand an der Bewegung kleiner Schnitsel 
von Gold- oder Silberpapier und anderer kleiner Körper. Zur Beobachtung 
der Abstossung an der geriebenen Schwefelkugel benutzt man am besten 
eine Flaumfeder, welche zuerst angezogen, danach abgestossen und dann 
erst wieder angezogen wird, wenn sie vorher mit einem andern K5iper 
in Berührung oder einer Flamme auch nur nahe gekommen ist. Uebrigens 
können beide, die Abstossungs- wie die Anziehungskraft, durch Leinen- 
fUden bis über eine Elle weit von der Schwefelkugel weg geleitet werden. 
Die Kraft des Tönens bemerkt man, wenn man die Kugel in der Hand 
hält und an das Ohr bringt Die Kraft der Wärme ruft man in der 
Schwefelkugel, wie in jedem Körper durch Beiben leichtlich hervor. Die 
Leuchtkraft endlich anlangend, so entsteht sie, nach Guerickes Worten, 
in ähnlicher Weise. Denn wenn man die Kugel in ein dunkles Zinuner 
bringt und mit trockener Hand vorzüglich des Nachts reibt, so leuchtet 
sie auf gleiche Weise wie Zucker, wenn man ihn stösst. 

Guericke gebraucht merkwürdigerweise in diesem fünf- 
zehnten Kapitel seines Briefes das Wort Elektricität überhaupt 
nicht; doch bezeichnet er in dem vorhergehenden achten Kapitel wenigstenB 
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die Anziehungskraft der Schwefelkugel, die er hier auch als fort- 
leitungsffthig yon der magnetischen bestimmt unterscheidet, 
ansdrQcklich als eine elektrische Erscheinung. Man hat danach yielfach 
geglaubt, ihm auch die Erkenntniss der Zusammengehörigkeit des Tönens 
und Leuchtens der geriebenen Schwefelkugel mit den elektrischen Kräften 
mit Sicherheit Euschreiben zu dürfen, meines Erachtens jedoch nicht mit 
Tollem Recht Die im yierten Buche erwähnten Weltkräfke gehören nur 
iuBofem zusammen, als sie alle unkörperliche Kräfte d. h. solche Kräfte 
sind, die durch das Aasströmen sehr feiner, nicht direkt wahrnehmbarer, 
alle körperliche Materie frei durchdringender Flüssigkeiten aus den be- 
treffenden Körpern verursacht werden. Solcher subtilen Flüssigkeiten und 
damit solcher unkörperlicher Kräfte kann es sehr yerschiedene geben; als 
eleMrisch bezeichnet Guericke direkt nur die Anziehungs- und Ab- 
stossungskraft (Virtus Conservativa & ExpulsiTa)^) der geriebenen Schwefel- 
kogel. Die im fünfzehnten Kapitel als erste unter den unkörperlichen 
Klüften erwähnte Beharrungskraft (y. impulsiya) ist sicher nicht elektrisch; 
ob die Kraft des Tönens (y. Soni) den elektrischen Erscheinungen zu- 
zuzählen, bleibt mehr als zweifelhaft, da die Töne, welche Guericke hörte, 
wenn er die Schwefelkugel mit der Hand an's Ohr hielt, wohl nicht den 
elektrischen Funken, sondern yielmehr dem Zerreissen der erwärmten Schwefel- 
krystalle zuzuschreiben sind. So erscheint es zum mindesten unsicher, ob 
Guericke einen festen Zusammenhang zwischen dem yon ihm entdeckten 
Leuchten der geriebenen Schwefelkugel mit der elektrischen Anziehung 
wirklich klar erkannt hat, wenn derselbe auch insofern wenigstens nicht 
zn übersehen war, als alle wirklich elektrischen Kräfte sichtlich gemein- 
sam durch Reiben der Schwefelkugel erzeugt wurden. 

Guericke hat mit Leibniz auf des Letzteren Anregung hin, während 
der Jahre 1671 und 1672, also kurz yor dem Erscheinen des Guericke'schen 
Werkes Briefe gewechselt, die yor allem yon den Versuchen mit der ge- 



1) Direkt im strengsten Sinne bezeichnet Gnericke auch nicht einmal die 
AbstosBungskraft als elektrisch, doch folgt dies von selbst aus dem erwähnten 
leichten Uebergefaen der Attraction in fizpulsion und nmgekehrt. Aach bespricht 
Gnericke die LeitongRfähigkeit, die er als bestes Merkmal der Elektricität be- 
zeichnet, grade in dem Artikel des 15. Eaptils, der von der Yirtns Expalsiya 
handelt Seine Worte aber im 8. Kapitel über die elektrische Anziehung lauten: 
„Sed noB, qni, in antecedenti capite denominati globi Sulphurei attractionem, 
eandem cnm Electrica assnmimus & ex yirtnte Conservativa esse yel oriri per- 
cipimns, non possurnns concedere, haAc attractionem mediante aSre fieri, quia 
ezperimenta oculariter monstrant, hnnc Sulphnrenm Globnm (attritione antea 
ezcitatnm) snam qnoque virtutem per filam lineum, ulnam & ultra longum, posse 
ezcereere, & ibi aliquid attrahere.'* 
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riebenen Schwefelkugel handeln.^) Auch hier gebraucht Guericke die 
Wörter elektrisch oder Elektricit&t an keiner Stelle, sondern spriebt 
nnr von den Virtutes Mundanae, die fast alle an der Schwefellmgel 
heryorzubringen seien, und betont ausdrücklich die Anwesenheit mehrerer 
Kräfte in der Kugel. „Item, so sagt er im ersten Briefe, es können gar Tiel 
andere wunderbare Dinge durch diese Kugel demonstnret werden, so dass 
man siebet, dass nicht eine, sondern einige viventes virtutes darinnen ver- 
borgen, gleichwie man vom Magnetstein siebet, in welchem die Virtos 
directiva Telluris, kein mehreres aber stäcket/' Der Einheitsbegriff 
der Elektricität war eben auch bei Guericke noch nicht ausgebildet oder 
doch wenigstens noch nicht bewusst vollendet, wenn auch eine dunkle 
Ahnung von der Zusammengehörigkeit der Lichterscheinungen mit den 
elektrischen wohl vorhanden war. Dafür zeugen jedenüedls die folgenden 
Worte, mit denen Guericke die Uebersendung einer seiner Schwefelkugeln 
an Leibnis unter anderm begleitet: „Wenn man nicht rächtt weiss, wie sie 
(die Kugel nehmlich) zu atteriren und zu persiringiren, so nehme man sie 
bey abends inls finstere vor, da wird man sehen vff welche art sie am 
besten schein von sich gibt, also will sie auch tractirt sein." Dass Guericke 
aber, trotz seiner Betonung des knisternden Geräusches in der Schwefel- 
kugel und trotz der Abschätzung der Stärke der Elektricität nach der 
Stärke des Glimmlichts, niemals einen elektrischen Funken gesehen, das 
geht deutlich aus einem andern Briefe Guericke's hervor, in dem er 
Leibniz auf dessen Bemerkungen über die Experimente mit der erhaltenen 
Schwefelkugel antwortet: „Desselben gar angenehms vom 31. Jan., so heisst 
es da, hatt mich die Yberkunft der Schwäffelkugel verständigett und dasB 
sie wegen andere geschöffte noch nicht probiret werden können; doch bette 
Er die Wärme und Funken gar wohl gesprühret etc. Nuhn weiss ich 
nicht, ob etwan ein missverstand hierbey, vielmehr von Wärme bej der 
Kugel nichts beweist, die Funken aber müssten etwa von dem leuchten 
zu verstehen sein, wan man Sie mit trucken henden bej der nachts oder 
im finstern gemach bestrichett, so gibbt sie, wie der Zucker, leüchtong 
von sich." Schade, dass gerade der hier angezogene Brief Leibnizens nicht 
mehr vorhanden, denn er müsste meiner Meinung nach beweisen, dass 
Leibniz der Erste gewesen, der einen elektrischen Funken 



1) Guericke 's Briefe sind in der Königlichen Bibliothek zu Hannover, wie 
es scheint, noch vollständig vorhanden, Leibnizens Briefe aber wohl bis aof 
zwei verloren. Die Briefe sind zum grössten Theile abgedruckt in den philo- 
sophischen Schriften von G. W. Leibniz, herausgegeben von G. J. Gerhardt, 
I. Band, Berlin 1876, S. 93—112. 
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beobachtet hat/) Elektrisches Glimmlicht hatte übrigens um diese Zeit 
anch schon Robert Boyle an einem geriebenen Diamanten im Dankein 
bemerkt. 

Oaericke hat sich um das Stadium der elektrischen Entladungs- 
erscheinongen ein grosses Verdienst insofern erworben, als er das Strömen 
der Elektricität in Leinenfäden als Erster sicher nachwies and klar charak- 
terisirte. Die Zasammengehörigkeit der Lichterscheinangen aber mit dem 
Auftreten von elektrischen Anziebangs- und Abstossongserscheinangen hat 
erat Hawksbee durch einfache überzeugende Experimente demonstrirt, und 
selbst diesem fiel es, wie allen damaligen Physikern, noch schwer, die 
beobachtete Oleichzeitigkeit des Auftretens beider Erscheinungen für ein wesent- 
liches und nicht bloss zuftUiges Moment zu halten. Hawksbee aber kam 
m den entscheidenden Versuchen nicht wie Guericke von der Elektricität, 
sondern umgekehrt Tom Licht her, wenn man nach der wirklichen Aehn- 
lichkeit mancher Aeusserungen bei Guericke und Hawksbee auch annehmen 
muss, dass der Letztere das Werk des ersteren sehr wohl kannte. 

In der zweiten H&lfte des siebzehnten Jahrhunderts beschäftigten sich 
die Physiker sehr lebhaft mit den Phosphorescenzerscheinungen yon 
natürlichen Mineralien und künstlich hergestellten Verbindungen und pro- 
birten alle möglichen Stoffe auf solche Eigenschaften durch. Dabei hatte 
man auch das matte Leuchten des Quecksilbers in der Torricelli'schen Leere 
eines sanftgescfaüttelten Barometers entdeckt und hatte ihm wegen seiner 
Aehnlichkeit mit dem Pfaosphorescenzlicht den Namen des merkurialischen 
Phosphors gegeben. Doch bemühte man sich lange Zeit vergeblich, sichere 
Vorschriften grade ftb- die Erzeugung dieses am meisten interessirenden 
Phosphors aufzufinden. Dies gelang vielmehr erst Hawksbee im nächsten 
Jahrhundert, indem er den vermeintlichen Phosphor als eine stete Begleit- 
erscheinung gewisser elektrischer Vorgänge nachwies, und auch dann noch 
wurde seine Ansicht von den Herstellern künstlicher Phosphore erst nach 
langem Kampfe anerkannt. 

Hawksbee führte zur bequemeren Beobachtung des merkurialischen 
Phosphors durch den oberen Theil des Glasrecipienten einer Luftpumpe eine 
▼ermittelst eines Hahnes verschliessbare Röhre luftdicht bis hart an den 
Boden des Becipienten, wo sie mit ihrer unteren Oeffhung in Quecksilber, 



1) Mir ist nicht bekannt ob das Magdeburger städtische Archiv, das nach 
Direktor Panlsick (Programm der Guerickesefanle, Magdeburg 1885, S. 8) ein 
Volumen mit der Aufschrift, „Die Edition der Experimentorum Magde- 
burgicorum betreffend** enthält, schon nach diesen Briefen Leibnizens 
durchsucht worden ist. Wie aus dem obigen Briefe Gaericke's hervorgeht, wäre 
das ein sehr zu wünschendes Unternehmen. 
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das dort in einem hohen Cylinderglase sich befand, eintauchte. Oeffiiete 
man dann, nachdem man die Luft aus dem Becipienten ziemlich weit 
ausgezogen hatte, den Hahn der Olasröhre, so dass die äussere Luft 
durch die Glasröhre wieder in den Becipienten einströmen konnte, so 
glühten die emporgeworfenen Quecksilberkttgelchen rings um die Bohre 
herum in heftigem Feuer und glichen einer flammenden Masse ans lauter 
glühenden Punkten. Diese Erscheinung hielt an, bis der Becipient nahesu 
halb wieder mit Luft gefüllt war. 

Um die Abhängigkeit dieser merkwürdigen Lichterscheinungen von der 
Stärke der Luftverdünnung genauer zu untersuchen, construirte Hawksbee 
einen etwas complicirteren Apparat, an dem er alsobald sogar zweierlei 
yerschiedene Arten der elektrischen Lichter beobachtete. Er brachte 
auf einem grossen Becipienten ein zweites kleines Gefi&ss an, das mit 
c. ly, Pfund Quecksilber etwas über die Hälfte gefüllt war. Dieses obere 
Geföss stand mit dem Becipienten nur durch eine enge Oeffnung im Boden 
in Verbindung, die aber durch einen Holzpfropf mit längerem Stiel Ter- 
schlössen werden konnte. Li dem Becipienten befand sich dann noch ein 
kleineres oben geschlossenes und unten offenes Glasgeföss so aufgesteUt, 
dass das Quecksilber beim Ausfliessen aus dem oberen Gtoftüss auf dieses 
innere fallen und an den Aussenwänden desselben herabfliessen mnsste. 
Wurde nun der Becipient genugsam ausgepumpt und dann der Yerschluss- 
pfropf des oberen Gefässes etwas gelüftet, so gab das ausfliessende Queck- 
silber beim Auftreffen auf das innere GefUss einen prachtvollen Feuer- 
schauer. Dabei leuchtete aber ganz unzweifelhaft nur das Quecksilber, 
welches an den Glaswänden wirklich herabfloss, nicht dasjenige, welches 
frei herunterfiel, und selbst die kleinen Theilchen, welche an dem Glase 
hängen blieben, leuchteten nicht. 

Bei mehrfacher Wiederholung dieses Versuchs, besonders mit so grossen 
Mengen yon Quecksilber, dass das Quecksilber mehrere Minuten zum Aas- 
laufen brauchte, zeigte sich aber neben diesem beschriebenen matten und 
gleichmässig sich verbreitenden, fast continuirlichen Licht von 
purpurner Färbung noch ein anderes von mehr bleicher, weisslicher 
Farbe, das, in sich nicht zusammenhängend, eher den Blitz- 
strahlen^) glich und vor allem den oberen Theil des Becipienten eifUtte. 
Auch dieses Blitzlicht folgte in der Hauptsache den fallenden Quecksilber- 



1) Hawksbee, Experiments, p. 9: And now the deecending Mercaij ^ 
not only appear like a Sfaower of Fire (wfaich it did at the fixat Trial), bot aiso 
the Light darted thick from the Crown of the incladed Glaas, like Flaahes of 
Lightning, of a very pale colonr, and easily distinguishable from the rest of tbe 
Light produced. 
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kügelchen, ging aber von diesen ans nach allen Seiten und besonders von 
den Kügelchen nach dem Becipienten hin. 

Hawksbee erkannte bald, dass die Art des Leuchtens bei diesen Ter- 
suchen dnrch die grössere oder geringere Verdünnung oder überhaupt durch 
die Dichte der Loft bedingt wurde, und glaubte in Betreff der Ursache 
der Erscheinungen annehmen zu dürfen, dass dieselbe nur in der Reibung 
des Quecksilbers an den Glaswänden zu suchen sei. Zur Prüfung 
der letzteren Annahme schüttelte er direkt das Quecksilber in gläserne 
Hohlkugeln, die er beliebig evacniren oder auch mit Luft füllen konnte, 
und der Erfolg entsprach yoll seinen Erwartungen. Wenn die Kugel 
nahezu luftleer war, so schien das Licht zusammenhängend und purpurn 
gefiLrbt; schüttelte er aber die Kugel lufterfüllt, so zeigten sich in der- 
selben nur Lichtfunken, weisslich leuchtend wie die Sterne in der Milch- 
Strasse.^) 

Aber auch das Quecksilber schien bei der Erzeugung der Lichter nicht 
einmal wesentlich zu sein, und nur das Reiben des Glases mit geeigneten 
Stoffen im luftrerdünnten oder lufterfüllten Räume blieb schliesslich noch 
fttr jene Erzeugung nothwendig. Zur Prüfung der Yermuthung construirte 
aich Hawksbee besondere Apparate, mit denen er Glas oder Bernstein mit 
Wolle, oder Glas mit Austernschalen u. s. w. in Luft oder im Yacuum reiben 
konnte, und immer entstanden auch hierbei die schon früher beobachteten 
Lichter, das zarte, pupurngefftrbte Glimmlicht, oder das weissliche, 
lebhafte Blitzlicht, je nachdem diese Lichter im luftverdünnl^en oder 
Infterfüllten Räume sich entwickelten. 

Damit war die erste Aufgabe Hawksbee^s, sichere Vorschriften für die 
Erzeugung des merkurialischen Phosphors zu geben, gelöst; er ging nun 
weiter dazu über die Eigenschaften dieses Phosphors noch genauer zu er- 
forschen und Yor allem sein Wesen, wenn möglich, zu ergründen. Für 
diese Untersuchungen construirte er sich wieder eine besondere Maschine, 
dieselbe bestand im wesentlichen nur aus einer hohlen, neun Zoll im Durch- 
messer haltenden Glaskugel, die mit Hilfe eines grossen Rades und einer 
Sohnurenübersetzung sehr schnell um ihre Achse gedreht werden, und die 
man dabei durch die hohle Achse, selbst während des Drehens beliebig 
eyacuiren oder auch mit Luft erfüllen konnte. Berührte man die luftleer 
gemachte Glaskugel während des Rotirens mit der trockenen Hand, so zeigte 



1) Ibid., p. 15: The differeuce between these ligbts conBists particularly in 
this, that the luminons Particles are dietinct and separate in the one, and united 
or blended into one contiDued bodj of Light io the other . . . That light which 
ig prodaced in vacuo, or a yery mnch rarefied Medium , is not the same whith 
thia prodnced in the open Air. 

Abh. xor Geach. der Mathem. YIII. 7 



Digitized by VjOOQIC 



98 Ferdinand Rosenberger: 

sich bei Dunkelheit in jener ein continuirliches , purpurfarbenes Licht, das 
hell genug war um bei seinem Scheine in einiger Entfernung noch lesen 
zu können. Liess nmn aber die Lufb in die Kugel ein, so änderte sich 
dieses Licht grade so wie das vorher erwähnte Quecksilberlicht um, es 
wurde blitzartig, und wenn man von aussen der Kugel nur einen Finger 
näherte, so fuhren in der Kugel leuchtende Blitze in der Richtung naeh 
diesem Finger hin. 

Ja, wenn während der Zeit, dass Hawksbee seine Hand leicht an die 
eine Seite der rotirenden Kugel hielt, irgend Jemand yon der anderen Seite 
her seinen Finger der Kugel nur bis auf einen Zoll Entfernung näherte, 
ohne die Kugel zu berühren, so sah man, wie mehrere Anwesende bezeugten, 
sogar ein Licht aus der Kugel gegen den Finger fahren, und es 
wurde zu gleicher Zeit bemerkt, dass auch die Halsbinde von Hawksbee 
leuchtend wurde, ohne dass das Licht in der Kugel irgend wie mit ihr in 
Verbindung stand. ^) 

Hawksbee hielt wohl jetzt fdr mehr als wahrscheinlich, dass der so- 
genannte merkurialische Phosphor nicht zu den eigentlichen Phosphoren zn 
rechnen sei; denn diese werden durch Belichten und Glühen besonderer 
Stoffe erregt, während jener durch das Reiben der yerschiedensten Stoffe 
an Glas hervorzubringen ist. Doch giebt er zu, dass auch im Quecksilber 
vielleicht noch ein eigenthümliches Princip des Leuchtens enthalten sei, 
wie ja noch manche andere Stoffe, wie z. B. Zucker, beim Zerbrechen oder 
Zerstossen im Dunkeln leuchteten. Nur seien diese letzteren immer noch 
dadurch vom Lichte des geriebenen Glases zu unterscheiden, dass sie bei 
jeder Witterung gleich gut sichtbar wären, während Feuchtigkeit das Glas- 
licht sehr schwäche, oder gar unsichtbar mache. Hawksbee hatte bis dahin 
der Elektricität noch keine Erwähnung gethan, doch zeugt die letztere 
Bemerkung, wie überhaupt die Betonung, dass der merkurialische Phosphor 
nur durch Reiben erzeugt werde, dafür, dass er den Zusammenhang zwischen 
diesen Lichtem und den elektrischen Erscheinungen bis dahin wohl schon 
erkannt hatte, ein Zusammenhang, der ja auch, da man das Elektriseh- 
werden des Glases durch Reiben seit langem beobachtet, kaum zu verkennen 



1) Nay, wbile my Hand continued opon the Glass (the Glass being in motioo) 
if any Person approached his Fingers towards any part of it in the same Hori- 
zontal Plane with my Hand, a Light would be seen to stick to *em at the distance 
af an inch or there aboats^ withoat their toucfaing the Glass at all; as was con- 
firmed by several then present. And *twa8 observ^d also that my Neckcloth, at 
the same time, at an inch or two distance from the Globe appear*d of a fieiy 
colour, withont any Commanication of Light from the Globe. (Hawksbee, Experi- 
ments, p. 87.) 
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war. Die Behatsamkeit aber, mit der Hawksbee die Brücke zwischen Licht 
nnd Elektricität schlug, Iftsst erkennen, wie schwer es ihm und der physi- 
kalischen Welt von damals wurde eine Verbindung zwischen diesen scheinbar 
so fremden Gebieten anzunehmen. 

Trotzdem ging Hawksbee jetzt entschieden in dieser Richtung vor und 
statt wie früher vom Licht aus sich der Elektricität zu nähern, versuchte 
er nun von unzweifelhaft elektrischen Versuchen aus zum Licht zu kommen. 
Dabei gelangte er, der bis jetzt immer an erster Stelle die Vorgänge inner- 
halb der geriebenen Körper beobachtet hatte, von selbst zu genauerer Be- 
achtung der Vorgänge ausserhalb derselben und näherte sich mehr der 
Erkenntniss des Ueberganges der Elektricität oder der Entladungs- 
erscheinungen zwischen verschiedenen Körpern, wenn auch das 
überwiegende Interesse, das er an den Lichterscheinungen im luftverdünnten 
Baume nahm, ihn immer an einer fruchtbaren Verfolgung dieser gewonnenen 
Erkenntnisse hinderte. 

Hawksbee nahm also jetzt, um sich in der Form den gewöhnlichen 
elektrischen Versuchen noch mehr zu nähern, für seine weiteren Experimente 
statt der Glaskugel eine Glasröhre, und zwar zur stärkeren Wirkung 
von 30 Zoll Länge bei unge^lhr 1 Zoll Durchmesser und rieb dieselbe 
wieder mit der recht trockenen Hand, bis sie ziemlich warm wurde. Dann 
konnte er an derselben in beträchtlicher Stärke alle die Erscheinungen 
nachweisen, die bis dahin als elektrische bekannt und anerkannt waren. Ja 
selbst dem Gefühl waren die elektrischen Effluvien, wenn die Bohre recht 
stark gerieben wurde, deutlich erkennbar; denn wenn man die geriebene 
Eöhre nahe vor das Gesicht hielt, so hatte man die Empfindung, als ob man 
mit feinen Pinselhaaren überstrichen würde. Wurden aber diese Versuche im 
Dunkeln angestellt, so bemerkte man ausser diesen Erscheinungen auch 
noch, dass der reibenden Hand in der Bohre stetig ein helles Licht folgte; 
nnd wenn man eine andere Hand von aussen nahe an die geriebene Bohre 
hielt, 80 brach sogar das Licht nach der Hand hin frei aus der 
Bohre heraus und man hörte ein knackendes Geräusch, ähnnch 
dem eines grünen Blattes im Feuer, nur nicht so laut So waren 
die Erscheinungen beschaffen, wenn die Bohre mit Luft erfüllt blieb ; zog man 
aber diese fast ganz aus der Bohre heraus, so entstand bei dem Beiben 
in der Bohre der merkurialische Phosphor, dessen Licht auf die Bohre 
beschränkt blieb und nicht die Fähigkeit hatte auf einen Körper ausserhalb 
der Bohre überzuspringen. 

Noch stärkere Li cht funken als die Glasröhre gab die in der 
Hawksbee'schen Maschine rotirende Glaskugel, wenn sie lufberfüUt war, nach 
aussen ab, so dass die Funken dem genäherten Finger selbst fühlbar wurden. 

7* 
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Das Licht, sagt Hawksbee^), war nicht nur sichtbar, sondern es schien anf 
den Finger mit einiger Kraft zn treffen, die als eine Art von leichtem Druck 
gefühlt wurde, obgleich der Finger noch einen halben Zoll yon der Kugel 
entfernt war. Das Licht yerorsachte bei seinem Hervorbrechen ans der 
Kugel ausserdem ein beträchtliches Geräusch, das leicht von dem OerSosch 
der Maschine zu unterscheiden war, und das man ebenso wie das Lidit, 
selbst bei Tage bemerken konnte. 

Diese Versuche Hawksbee's, welche, abgesehen yon den nicht mehr 
direkt festzustellenden Erfahrungen Leibnizen s^), die ersten Beobachtungen 
elektrischer Funken enthalten, wurden in den Jahren 1706 bis 1708 an- 
gestellt und in den Philosophical Transactions der Royal Society 
veröffentlicht In dem letzten der genannten Jahre erschien aber in den- 
selben Blättern noch eine andere Abhandlung') über solche Funken, die den 
Abdruck eines Briefes bildete, den ein anderes Mitglied der Royal Society, 
ein Dr. Wall, an Sloane, den Secretär der Gesellschaft, gerichtet Obglmeli 
diese letztere Abhandlung an wissenschaftlicher Sorgfalt und umfassender 
Erfahrung die Abhandlungen Hawksbee's bei weitem nicht erreicht, so ähnelt 
sie ihnen doch insofern, als sie von demselben Ausgangspunkt, den Phosphoien, 
ausgehend in Betreff der Funken ungefähr dasselbe Ziel erreicht, ein Zeichen 
dafür, dass der hier befolgte Gang der Entwicklung dem allgemeinen Stande 
der Kenntnisse entsprach. Merkwürdigerweise nehmen die beiden Experi- 
mentatoren, deren Arbeiten sich hier so nahe berdhren, iu ihren Yer- 
öffentlichungen von einander absolut keine Notiz. 

Dr. Wall erzählt, dass er sich schon seit dem Jahre 1680 auf eine 
Anregung des berühmten Bojle hin mit dem Leuchten des künstlichen 
Phosphors beschäftigt habe, aber, weil dessen Herstellung so weitläufig, anf 
die Suche nach natürlichen Phosphoren gegangen sei. Da er nun den 
Bernstein von ähnlicher Zusammenzetzung wie den künstlichen Phospboi 
gefunden, so habe er in jenem einen natürlichen Phosphor vermuthet und 
danach ein Leuchtendwerden desselben im Dunkeln mit wirklichem Erfolge 
erzeugt, indem er nur den Bemsteingriff seines Stockes im Dunkeln mit 
der Hand leicht gerieben. Danach aber habe er sich ein besonders grosses, 



1) Hawkflbee, Experiments, p. 61: I was surprized with the appearsnce 
of a brisk and vigoroas Light continned between the point of mj FiogeK«aBd the 
Glass. It was not only visible, bat aeemM ae it were to etrike with some föne 
upon it , being easily to be feit by a kind of gentle preesnre , tho'the monng 
Body was not toach*d with it bj near half an inch . . . 

2) Siehe Seite 94. 

8) Of the Lnminons Qualities of Amber, Diamonds, Gum-Lac, hj 
Dr. Wall; Phil. Trans, no. 814, p. 69; aach PhiL Trans, abr. IV. pi ü, p. J75. 
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langes und scbmales, gut polirtes Stück Bernstein verschafPt, das schon bei 
2iemlich schwachem Beiben mit der trockenen Hand ein merkliches Licht 
von sich gegeben, und habe weiter durch vieles Probiren gefunden, dass 
der Bernstein durch Reiben mit wollenem Zeug stärker als durch alle 
anderen Reibstoffe leuchtend werde. Auf diese Weise seien auch ganz neue 
Erscheinungen beobachtet worden. Während der Stockgriff nur gleichmässig 
matt beim Reiben geleuchtet, sei beim Reiben des grösseren Stückes 
Bernstein mit Wolle ein erstaunlich mannigfaltiges Knistern oder Krachen 
gehört und bei jedem Krachen noch eine kleine Flamme, ein kleiner 
Lichtblitz, gesehen worden. Wenn man nur einen Finger in geringer 
Entfernung an den stark geriebenen Bernstein gehalten, so habe man einen 
starken Lichtblitz gesehen, dem ein starkes Krachen gefolgt sei; und was 
ihn am meisten verwundert, der Finger sei dabei wie von einem Stosse 
oder Windhauche ziemlich bemerkbar getroffen worden. Ja als zuletzt ein 
noch längeres und grösseres Stück Bernstein erkaufb und mit vieler Sorgfalt 
gerieben worden sei, habe das Krachen und das Licht eine solche Stärke 
erlangt, dass man es sehr wohl mit Donner und Blitz habe vergleichen 
können. 

Dr. Wall, viel kühner als Hawksbee, stellt diese Lichterscheinungen 
ohne weiteres mit den elektrischen Kräften zusammen und hält sich ohne 
weitere beweisende Versuche für überzeugt, dass alle oder doch die meisten 
Körper, welche durch Reiben elektrisch geworden sind, auch Licht- 
erscheinungen zeigen müssen, weil eben nach seiner Meinung nichts anderes 
die Ursache der elektrischen Wirkungen sein kann als die in allen 
Körpern enthaltene Licht- oder Feuermaterie selbst. 

Hawksbee strebte wohl sichtlich demselben Ziele zu, hielt es aber 
noch nicht an der Zeit die wesentliche Identität der elektrischen Licht- 
und Anziehuugserscheinungen schon als sicher auszusprechen und bemühte 
sich durch immer neue Versuche wenigstens die zeitlichen Zusammen- 
hänge beider nachzuweisen. Für die geriebene Glasröhre, deren elektrische 
Kräfte längst bekannt, waren diese Zusammenhänge nach der Demonstration 
der Lichterscheinungen innerhalb und ausserhalb derselben genügend klar; 
für die geriebene rotirende Glaskugel, für die neue Hawksbee'sche Licht- 
maschine, aber musste die elektrische Natur der auftretenden £r- 
scheinungen erst noch weiter nachgewiesen werdea Zu diesem Zwecke 
brachte Hawksbee über und neben der rotirenden Glaskugel, oder auch in 
derselben, an Metalldrähten frei herabhängende Baumwollfäden an, die dann 
immer, so wie die trockene Hand an die rotirende Kugel gehalten wurde 
und die Lichter in der Kugel sich zeigten, direkt nach der geriebenen 
Glasfläche, auch der Schwere entgegen, hingezogen wurden. 
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Dabei kam er am Schlüsse seiner Untersuchungen nochmals zu einer 
neuen Entdeckung, welche wieder auf einen ganz neuen Zusammenhang 
zwischen Elektricität und Licht hindeutete, die aber zu ihrer Zeit fast 
ganz ohne Beachtung blieb und die bis auf unsere Zeit nicht wieder discntirt 
worden ist. Er überzog nämlich seine Glaskugel im Innern zu beiden Seiten 
des Aequators mit einer dünnen Schicht Siegellack, machte dann die Kugel 
möglichst luftleer und berührte dieselbe, während sie rotirte, Yon aussen 
wie gewöhnlich leicht mit der Hand. Dann bemerkte er in der Dunkelheit, 
wenn er von den Polen her in die Kugel hineinsah, auf der inneren Seite 
des Siegellacks deutlich die Umrisse der aussen auf dem Glase liegenden 
Hand, ganz so, als ob das Siegellack wie das Glas durchsichtig wäre. Eine 
geringe Menge von Luft aber, die in die Kugel eingelassen wurde, zerstörte 
die ganze Erscheinung und machte das Siegellack wie gewöhnlich un- 
durchsichtig. Hawksbee wusste auch diese wunderbare Erscheinung, die 
an die modernen Röntgenstrahlen erinnert, noch ganz plausibel zu erklären. 
Die Elektricität und das Licht, sagt er, seien nach dem allgemeinen Daftir- 
halten beide durch körperliche Ausflüsse aus den elektrischen bezüglich 
leuchtenden Körpern bedingt. Wenn man nun zuzugeben vermöge, was 
an sich nicht unwahrscheinlich sei, dass ähnliche elektrische Körper, wie 
Glas und Siegellack, auch gleiche körperliche Ausflüsse hätten und wechsel- 
seitig einer die Ausflüsse des andern aufzunehmen und wieder auszusenden 
vermöge, so sei es ganz von selbst klar und durch die Natur der Sache 
gefordert, dass auch ein undurchsichtiger Körper, wie Siegellack, sich den 
Ausflüssen eines elektrisch ähnlichen, aber durchsichtigen Körpers, wie 
Glas, gegenüber ganz wie dieser verhalten und also für die Strahlen, die 
durch den letzteren hindurch gegangen, selbst eine gewisse Durchsichtigkeit 
zeigen könne. 

Auch Hawksbee*s schöne Entdeckungen fanden ihrer Zeit aus äussern 
und innern Gründen nicht die gebührende Beachtung. Zuerst wohl darum 
nicht, weil man die neuen Beobachtungsresultate noch nicht recht in dem 
System der physikalischen Disciplinen unteraubringen wusste und danun 
auch die Beschäftigung mit solchen Dingen noch nicht für voll be- 
rechtigt in der Wissenschaft anerkannte. Dann aber auch, weil die 
Interessen der damaligen Physiker in England vor allem der Ausbildung 
der Newton'schen mathematischen Physik zugewandt waren und jene 
elektrischen Erscheinungen nicht recht in das Spiel der Newton'schen 
Kräfte passen woUtea Vielleicht spricht für die starke Wirksamkeit dieser 
Ursache auch das geringe Interesse, das man zur Zeit an den Personen 
der elektrischen Arbeiter nahm. Hawksbee war Experimentator der Bojal 
Society und also eines der bekanntesten Glieder dieser Gesellschaft, aber 
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von seinen LebenBumständen ist kaum etwas, nicht einmal eine ganz 
sichere Angabe seines Todesjahres, auf ans gekommen. Seine sehr zahl- 
reichen Abhandlungen, die in den Philosophical Transactions von 1704 
bis 1713 erschienen waren, wurden bei dem abgekürzten Wiederabdruck 
der Transactions mit nur ein paar Ausnahmen weggelassen, darunter auch 
diejenigen, die Hawksbee erst nach dem Erscheinen seines Sammelwerkes 
von 1709 veröffentlicht hatte. Von dem eben erwähnten Dr. Wall, der 
zuerst Funken hervorbrachte, die er mit dem Blitze verglich, und dessen 
Abhandlung ebenfalls in den Philosophical Transactions abgedruckt 
wurde, ist uns gar kein anderes Datum seines Lebens, nicht einmal sein 
Vorname erhalten. Selbst der gleich zu erwähnende Stephen Gray, 
dessen elektrischen Arbeiten nun nicht bloss das Interesse, sondern auch die 
Arbeit hervorragender Physiker in England wie in andern Ländern lebhaft 
anregten, wie auch sein Freund und Mitarbeiter Granville W heier, 
konnten, obgleich beide Mitglieder der Royal Society waren, von persön- 
lichen Nachrichten nichts weiter als Tag und Jahr ihres Todes auf die 
Nachwelt bringen. Der Elektricität fehlte damals in der Wissenschaft noch 
durchaus die Hoffähigkeit, die sie allerdings nach einigen Jahrzehnten 
schon um so schneller und günstiger erlangte. 

Dabei darf man nicht verkennen, dass auch in den Arbeiten Hawksbee's 
selbst Gründe für die geringe Wirkung lagen, die sie ihrerzeit ausübten. 
Die Versuche Hawksbee's waren zum grössten Theile keineswegs einfach und 
Hessen sich nur mit ziemlich complicirten maschinellen Vorkehrungen und 
darum auch nur mit ziemlichen Kosten wiederholen. Zur Aufwendung 
der erforderlichen Kosten und der grossen Mühen, die sie nöthig machten, 
reizten aber die zarten, nur im Dunklen zu beobachtenden Lichterscheinungen 
um so weniger an, als Hawksbee grade auf die erstaunlichsten Phänomene, 
die elektrischen Funken, das geringste Gewicht legte. Jedenfalls waren 
alle die hervorgebrachten elektrischen Lichter nicht so stark, dass sie sich 
ein Literesse, welches man ihnen nicht mit freiwilligem Verständnisse entgegen- 
brachte, hätten erzwingen können. Auch die grosse theoretische Be- 
deutung seiner Entdeckungen verbarg Hawksbee eher, als dass er sie klar 
stellte, indem er jeden kühneren Schluss aus seinen Erfahrungen entweder 
ganz vermied oder nur mit vorsichtigster Verklausulirung aussprach und 
stetig bemüht war, die neue Erscheinung in hergebrachter Weise zu er- 
kl^en. So hielt Hawksbee bis zuletzt an den alten Vorstellungen fest, 
nach denen die elektrischen Kräfte geriebener Körper nur durch die Aus- 
flüsse feiner Materien aus den Körpern zu erklären seien, die durch das 
Reiben herausgetrieben, in krummen Linien auch alsobald wieder in den 
Körper zurückkehrten, wodurch, wie das nach damaligen Erfahrungen 
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wahrscheinlich war, die durch das Beiben erregten elektrischen Eigenschaften 
in kurzer Zeit von selbst wieder verschwanden. Nach diesen Yorstellnngen, 
die um den elektrisirten Körper Wirbelbewegungen annahmen, in deren 
Wirkungskreis nahe Körper leicht hineingezogen werden konnten, die aber 
doch, ohne auf andere Körper überzugehen, bald von selbst erlöschen 
mussten, war eine Mittheilung von Elektricität zwischen den Körpern, 
eine Bewegung von Elektricität. in denselben, eine Ladung imd 
Entladung, endlich eine Vermehrung der Elektricität über den ge- 
ringen Grad der durch Beibung erzeugten hinaus niemals möglich, und ein 
bestimmter weiterer Fortschritt in der Entwickelung in keiner Weise an- 
gezeigt In entsprechender Weise wurden die Lichterscheinungen aus 
dem Mitgerissen- und dadurch äusserlich Sichtbarwerden des Lichtstoffes 
durch die elektrischen Ausflüsse erklärt und für die weitertreibende Frage, 
nach dem Verhältnis zwischen dem Wesen der elektrischen Ausflüsse und 
dem Lichtstoff, verweigerte Hawksbee ausdrücklich eine sichere Antwort 
lind unterschied bis zuletzt sorgfältig zwischen den elektrischen Kräften 
lind den sie begleitenden Lichterscheinungen. 

So blieben die Arbeiten Hawksbee's mehr als zwanzig Jahre ohne weitere 
Folgen, dann aber knüpfte der folgende rasche Fortschritt doch wieder direkt 
IUI diese Arbeiten an, und gerade die von Hawksbee entdeckte aber nicht 
recht gewürdigte Fankenentladung wurde, wie es auch natürlich war, 
die Ursache für die Entdeckung der Fortpflanzung der Elektricität ausser- 
halb und innerhalb der Körper. 

Stephen Gray hatte schon im Jahre 1720 bei elektrischen Versuchen, 

die sonst nichts Neues zu Tage förderten, eine leise Ahnung Yon der 

Möglichkeit einer Mittheilung von Elektricität zwischen verschiedenen 

Körpern erlangt Bei seinen Versuchen mit Glasröhren und Flaumenfedem, 

Bequemlichkeit an dünnen Stäben befestigt waren, habe er, so 

er damals, oft bemei'kt, dass die Fibern der Feder, wenn sie nach 

(hem Anziehen durch die Glasröhre von derselben wieder abgestossen 

dann zu dem Stab sich hinbogen, als ob dieser elektrisch geworden 

ob dem Stab oder auch der Feder Elektricität mitgetheilt worden 

r habe daim versucht die Feder selbst durch leises Beiben elektrisch 

en und dabei auch vollen Erfolg gehabt. 

iter aber konunt er hier nicht; zehn Jahre später dagegen knflpft 
st an Hawksbee's Beobachtungen von dem Uebergange der 



hil. Trans., no. 366, p. 104; Sept. 1720, auch Phil. Trans, abridg., 
pt. II, p. 4: as if it had been an electric body, or as if there had been 
[^tricity communicatcd to the stick or feather. 
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elektrischen Lichter zwischen verschiedenen Körpern an und constatirt 
dann glücklich die Bewegang der Elektricität in geeigneten Stoffen 
durch direkte Versuche. Er habe, so sagt er in einer ersten Abhandlung 
vom Januar 1731^), zunächst einige Versuche mit Metallen gemacht, um 
zu erkunden, ob nicht auch diese auf irgend eine Weise, durch Beiben, 
HSmmem oder Erhitzen, elektrisch werden könnten, doch ohne allen Erfolg. 
Danach habe er wieder zur Glasröhre gegriffen, um mit Hilfe dieser Neues 
zn entdecken. Ihm sei nämlich eine Idee, die er schon einige Jahre vorher 
gehabt, wieder in den Sinn gekommen, ob denn nicht die geriebene Glas- 
röhre, ebenso wie Licht, den Körpern auch Elektricität mittheilen könne, 
wenn er auch damals nicht geahnt habe, dass die Anziehung der Röhre 
auf so weite Entfernungen so stark wirken könne, wie sich das nachher 
wirklich gezeigt. Gray ging dann in der Prtifung dieser Idee mit aller 
Sorgsamkeit zu Werke. Er nahm zum Elektrisiren eine Glasröhre von 
3 Fuss 5 Zoll Länge und ungefähr I^^q Zoll Durchmesser, die er zum 
Abhalten des Staubes an beiden Enden durch Korke verschloss, und unter- 
suchte zuerst, ob dieser Verschluss irgend einen Einfluss auf die Elektrisation 
der Eöhre habe. Im Verhalten der Röhre konnte er dabei, ob sie offen 
oder geschlossen, keinen Unterschied finden; dagegen bemerkte er zu seinem 
grossen Erstaunen, dass beim Reiben der Körper nicht bloss diese, sondern 
auch die Korke die Probefedem angezogen und dass also den Korken Elektricität 
mitgetheilt werden musste.^) Zur weiteren Prüfung dieser Idee steckte 
er in den Kork an dem einen Ende nach der Reihe dünne Stäbchen von 
vier, dann acht und endlich zwanzig Zoll Länge, an welche vermittelst 
dünner BaumwoUenfUden eine Elfenbeinkugel gehängt wurde, auch ersetzte 
er die Stäbchen durch Drähte aus verschiedenen Metallen und fand immer, 
dass mit dem Reiben der Glasröhre auch die Elfenbeinkugel die Fähigkeit 
des Anziehens und Abstossens erlangte. Damit hielt er dieFortpflanzungs- 
fähigkeit der Elektricität in Körpern ftir erwiesen und ging dann 
dazu über die verschiedenen Stoffe in der angegebenen Weise 
auf ihre Leitungsfähigkeit für Elektricität systematisch zu prüfen. Dabei 
entdeckte er nicht bloss sehr bald das Verfahren einen leitenden Körper 
in nichtleitenden Schnüren isolirt aufzuhängen, sondern konnte auch auf 
diese Weise sehr leicht den thierischen und sogar den menschlichen 
Körper als leitend nachweisen und Elektricität in denselben aufsammeln. 
Er legte einen Knaben von acht bis neun Jahren horizontal auf isolirende 

1) Phil. Trans., no. 417, p. 18; Phil. Trans, abr., vol. VI, pt. 11, p. 6. 

2) 9,1 was much surprized, and concladed tbat there was certaiuly an electric 
virtue communicated to it by the excited tobe." Nach Gray's eigener Datirung 
stammen diese Arbeiten noch aus dem Anfange des Jahres 1729. 
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Seile und berührte die Fttsse desselben mit der geriebenen Glasröhre; dann 
zog der Kopf des Knaben sogleich leichte Gegenstände, die auf einem 
Tischchen in seiner Nähe lagen, an, und vielfach yarürte Versuche ergaben 
immer entsprechende Resultate. 

Diese Thatsache, dass auch der menschliche Körper ohne jede Un- 
bequemlichkeit die geheimnissYolle Kraft der Elektricität aufnehmen könne, 
eiTCgte allgemeines Aufsehen^); doch wurde dieses sogleich durch weitere 
üeberraschungen noch übertroffen, und damit eigentlich erst erlangte die 
Elektricität als wissenschaftliches Object die allgemeine Anerkennung. Die 
Versuche Graj's wurden überall, besonders auch in Frankreich, sogleich 
wiederholt. Der Aufseher der königlichen Gärten, Charles du Faj in 
Paris, legte sich selbst, weil er den Knaben etwaigen unvorhersehbaren 
Fährlichkeiten nicht aussetzen wollte, in die isolirenden Schnüre, oder setzte 
sich auch auf ein Brett, das über diese Schnüre gelegt war, und liess sich 
so mit einem langen Glasstabe die Fähigkeit elektrischer Anziehungen mit- 
theilen. Als dann einer seiner Gehülfeu einmal ein Goldblättchen, das sich 
zufällig an den Fuss du Fay's angehangen hatte, ahnungslos wegnehmen 
wollte, hörte er in dem Momente, wo er dem Fusse mit der Hand nahe 
kam, ein eigenthümliches Knistern dem gleich, welches von dem geriebenen 
Glasrohr selbst beim Annähern der Hand ausgeht, nur stärker, in dem ge- 
näherten Finger aber yerspürte er einen kleinen stechenden Schmers, 
den ähnlich auch du Fay in denselben Augenblicken an der entsprechenden 
Stelle des Fusses empfand. Dufay wiederholte den Versuch auch im Dunkeln 
und fand, was er ausdrücklich für leicht voraussehbar erklärt'), dass jedem 
knackenden oder knisternden Geräusch ein Lichtblitz, also ein üebergang 
von Lichtmaterie aus dem elektrischen in den unelektrischen Körper, 
entsprach. 

Dufay hatte damit drei neue Erscheinungen mit einander und der 
Elektricität verknüpft und diese Verknüpfung sogar für leicht denkbar 
erklärt, das waren der Lichtblitz, das hörbare Knistern und die 
stechende Empfindung auf der Haut Alle drei Erscheinungen wiesen 
auf einen Üebergang von elektrischer Materie aus einem Körper in den 



1) Prof. Böse sagt in seinem Lehrgedicht „Die Elektricität'* S. V: 

„Verwegener Brite Gray, kennst Du genug die Kraft 
Von der unglaublichen und neuen Wissenschaft? 
Und darfst Du Dich also, Verwegner, nnterwinden, 
Dein Elektricität mit Menschen zu verbinden." 

2) Uebersetzung der Abhandlang Du Fay'e in den Phil. Trans, no. 431, 
p. 258. Phil. Trans, abr., vol. VIII, p. 896: „And in the Dark, these Snappingi 
are, as may be easily imagined, so many Sparks of Fire." 
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andern hin und mussten nothwendig zu dem Begriff der elektrischen 
Entladung fuhren. Dufay selbst aber verfolgte diesen Weg nicht weiter. 
Er beobachtete zwar^ dass man aus dem elektrisirten menschlichen Körper 
ebenso wie durch einen andern organischen Körper Funken durph Metalle, 
aber nicht durch Wolle etc., also doch wohl nur durch Leiter, ziehen könne; 
aber er hielt doch an einer mechanischen Anschauung hier nicht fest, denn 
er meinte, dass man die Funken nur aus lebendigen Körpern erhalten 
könne und dass todte organische Körper keine Lichtblitze, sondern nur 
ein mattes Glimmlicht bei der Elektrisation geben könnten. Dagegen yer* 
folgte nun Gray nach dem Bekanntwerden diese Eichtung der Versuche 
direkt weiter, und ihm ist danach der Nachweis der elektrischen Ladung 
und Entladung voll und ganz, wenn wir den beliebten Ausdruck gebrauchen 
wollen, zuzuschreiben. 

Bisher hatte man einzig und allein Nichtleiter durch Eeiben elektrisch 
gemacht, die ihre Elektricität nur allmählich abgaben; Gray aber zeigte nun 
an Leitern experimentell, dass mit dem Herausbrechen von Licht aus 
elektrisirten Körpern auch immer die Elektricität derselben ganz oder zum 
Theil schwindet. Dufay hatte wohl aus dem üeberspringen des Lichts 
auch auf den Fortgang von elektrischen Materien geschlossen; Gray aber 
wies nun die Erschöpfung des elektrischen Körpers bei der Mittheilung 
an andere experimentell nach.^) Er hing dazu seinen Knaben wie ge- 
wöhnlich in Seidenschnüren auf und elektrisirte denselben mit dem geriebenen 
Glasstabe. Auf die eine Seite des Knaben stellte sich dann ein Herr mit 
einem Fendelfaden in der Hand, mit welchem er den elektrischen Zustand 
des Knaben untersuchte, und der also als Elektroskop diente. Auf der 
anderen Seite des Knaben stellte sich auf eine Harzplatte ein andrer Herr, 
der als zweiter Conduktor gebraucht wurde. Liess man dann den Knaben 
seine Hand der des isolirten Herrn so weit nähern, sodass ein Funke 
zwischen beiden übersprang, so war mit dem Fadenpendel eine Yermindqrung 
der Elektricität des Knaben, ebenso wie ein Elektrisch werden des isolirten 
Mannes sicher zu constatiren, und nach drei- bis viermaligem Ueberschlagen 
von Funken zwischen den beiden zeigte sich alle Elektricität von dem Knaben 
auf den isolirten Mann übergegangen, sogar ohne dass die beiden sich direkt 
berührt hätten. Auf ganz dieselbe Weise konnte Gray auch die Elektricität 
des Knaben auf drei und mehr isolirte Personen, die sich die Hände gereicht 
hatten, gleichmässig vertheilen. 

Trotz aller Schwierigkeiten, welche die Ausbildung des Begriffs der 



1) Pbil. Trans, no. 439, p. 166, June 12, 1736; Phil. Trans, abr., vol. VIII, 
pt. U, p. 401. 
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elektrischen EnüadiuigserscheinungeD den Physikern gemacht hatte and 
noch längere Zeit machte, konnte man diesem Begriffe theoretisch doch leicht 
ohne zu grosse Umwälzung der alten Vorstellungen gerecht werden. Unter 
dem Einflüsse der Newtonschen Schule hatte sich die Meinung ausgebildet, i 
dass alle besonderen physikalischen Kräfte an besondere Materien, wie 
die allgemeine Attraction an die ponderable Materie, die Leucht- 
kraft an den Lichtstoff u. s. w. gebunden wären. Diese Ansicht Hess 
sich nun leicht auch bei den elektrischen Erscheinungen entsprechen, wenn 
man nur die bisher angenommenen wirbelnden elektrischen Ausflüsse 
aus den elektrischen Körpern nicht wieder in diese zurückkehren, sondern 
von ihnen frei auf andere unelektrische Körper übergehen liess. 
Freilich durfte man dann diese elektrische Materie nicht mehr als besonders 
an einzelne Körper gebunden ansehen, sondern musste sie als eine neue 
physikalische Materie, gleichberechtigt und unabhängig, wie Licht und 
Wärme etc. anerkennen. Aber das entsprach auch vollständig den damaligen 
Anschauungen; und als man nach den Erfindungen der Elektrisirmaschine 
und der Yerstärkungsflasche die Entladungserscheinungen immer 
mächtiger hervorrufen lernte, zweifelte niemand mehr an der Existenz des 
neuen imponderablen Stoffs, der Elektricität Dieser Stoff hatte 
als Grundeigenthümlichkeit die Kräfte der elektrischen Anziehungen und 
Abstossungen, vermochte aber bei starken Entladungserscheinungen auch 
die andern imponderablen Materien mit sich zu bewegen und in Erregung 
zu bringen. Dass das Herausströmen der Elektricität aus einem Körper 
in einen andern sich dem Gefühl in verschiedener Weise als Druck, Schlag, 
Wind, Geruch u. s. w. bemerkbar machen musste, war leicht erklärlich; und 
dass, wenn die Entladung besonders heftig, die Wärme oder Feuermaterie 
u. a. mit ausgetrieben und in Action gesetzt werden konnten, war an sich 
wahrscheinlich. Die merkwürdige Thatsache aber, dass durch Reiben die 
Körper einmal vorwiegend elektrisch, ein andres Mal vorwiegend 
erwärmt würden, führte man auf die verschiedene Natur der geriebenen 
Stoffe, wie die besonderen Arten des Beibens, zurück; und Professor Böse 
kam sogar zu der ganz modernen Erkenntniss, dass inmier Wärme und 
Elektricität gleichzeitig entwickelt würden, nur dass dabei die Mengen 
derselben in umgekehrten Verhältnissen stünden. 

So zeigten sich die Entladungserscheinungen der Elektricität von ebenso 
grosser theoretischer wie praktischer Wichtigkeit für die weitere 
Fortbildung der elektrischen Disciplinen. Welchen Enthusiasmus dieselben, 
besonders die Funkenentladungen aus menschlichen Körpern, auch in sonst 
nüchternen wissenschaftlichen Kreisen hervorriefen, ersieht man deutlich 
aus der folgenden Beschreibung von der Elektrisation eines jungen Mädchens, 
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die der gelehrte Prof. Böse in seinem Lehrgedichte „Die Elektricitftt^^ 
Yom Jalure 1744 giebt*): 

„Ein Engel, dessen Blick sofort das Herze raubt, 
Wenn seine Schönheit nar das blosse Seh'n erlaubt, 
Und der, wofern das Glflck sich noch Verdienste achte 
Zum allerwenigttens noch Kronen glücklich machte. 
Des Taille Venus gleicht, wo auf den Lippen Gluth, 
Und Ros* und Lilie auf keuschen Wangen ruht 
In dessen Augenblau die helle Sonne blickt 
Und was die sammtne Hand berührt auch gleich entzückt. 
Des weisser Schwanenhals selbst Stoens Härte droht 

Und wo der Philosoph erstarrt, wird blass und roth, 

Der unschuldsvolle Schnee der blntgekrönten Brüste, 

Der schönsten Menschlichkeit ein ewig Prunkger üete. 

Ein solch bezauberndes, anbetungswürdges Kind 

Wird elektrificirt so schnell als wie der Wind, 

Und stetig wird hierdurch mein wunderbares Feuer 

Viel Millionen mal so edel, werth und theuer. 

Berührt ein Sterblicher etwa mit seiner Hand 

Von solchem Götter- Kind auch sonst nur das Gewand, 

So brennt der Funken gleich und das durch alle Glieder. 

So schmerzhaft als es that, versucht er*8 dennoch wieder. 

Berührt, halbzittemd noch, den Alabaster- Arm. 

Von weitem fühlt er schon, hier werd ihm bang und warm. 

Und kommt er näher hin, gleich senkt die helle Flamme: 

Er findet, dass ihn die zur Sklaverei verdamme. 

Doch nicht nur durchs Gewand, durch den geschnürten Leib, 

Wirkt dieser Funken durch. Ich rathe, Werther, bleib, 

Noch ist es Zeit, zurück. Es noch einmal zu wagen 

Wird ohne Hülf und Rath Dich in die Ketten schlagen. 

Vom stolzen Fischbeinrock ist hier der tiefste Beif. 

Hast Du noch so viel Herz? So wag' es. Aber greif 

Gar sehr behutsam dran. Er sticht. Was ist es Wunder, 

Wofern du Feuer fängst, indem du wie von Zunder. 

Ein ausser einzig mal versucht' ich es und nahm 

Der Venus einen Kuss. Doch Himmel, wie bekam 

Mir solcher Frevel- Muth. Es schien ein schmerzhaft Stechen 

Verdrehte fast den Mund, die Zähne wollten brechen.** 

Solchem Enthusiasmus gegenüber erscheint die etwas sarkastische 
Bemerkung, die der um die Erforschung der elektrischen Entladungs- 
erscheinungen ebenfalls sehr verdiente Benedictinermönch Gordon in 



1) Die Elektricität nach ihrer Entdeckung und Fortgang mit Poe- 
tischer Feder entworfen von G. M. Böse. (Die Widmung ist datirt von 
Wittenberg, den 20. Juli 1744.) S. XXIX. 
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Erfurt an diese Art der Versuche knüpft, nicht ungerechtfertigt. ,4)er- 
gleichen Licht, sagt er in einem 1745 erschienenen Buche'), zeigt sich 
an den Kleidern eines elektrischen Menschen, auch an denen vom Leibe 
entferntesten Theilen derselbigen. Dieses kann man sehr wohl und ohne die 
geringste Verletzung der Ehrbarkeit an einem elektrisirten Beifrock zeigen. 
Doch diese Versuche will ich gern andern überlassen, bei denen es für 
eine anständige Höflichkeit angesehen wird, wenn sie dem schönen Ge- 
schlecht zu gefallen suchen. Ich habe fast das Nämliche mit meinem 
Mantel (Benedictinerkutte) gezeigt.^' 

Die rein materielle Auffassung der Entladougserscheinungen, als 
eines wirklichen Ueberganges von Materie aus einem Körper in den andern, 
hatte den Vortheil, dass man leicht die Erregung auch anderer feiner 
Materien durch die strömende Elektricität erklären konnte, verfflhrte aber 
andererseits auch dazu den Zusammenhang der imponderablen und ponderablen 
Materien zu weit zu fassen und auf Zusammenhänge zu schliessen, wo die 
Erfahrung bald das Nichtvorhandensein derselben mit aller Deutlichkeit 
zeigte. 

Ein charakteristisches Beispiel fUi* solch eine verfehlte Idee, die sich 
übrigens trotz aller Fehlschläge noch immer von Zeit zu Zeit wiederholt, 
können hierfür angeführt werden. Der Venetianer Pivati hatte in der Mitte 
der vierziger Jahre, geleitet von dem Gedanken einer Transportation ponderabler 
Materie durch das elektrische Imponderabile, peruanischen Balsam in einen 
gläsernen Cylinder gebracht, den Cjlinder sorgfältig verschlossen und hierauf 
stark elektrisirt. Wann dann die Cjlinder in die Nähe von andern Personen 
gebracht wurden, so bemerkten diese den Geruch des Balsams, ohne dass 
die Cjlinder geöffnet wurden, und wer mit den Cjlindem in Berührung 
gekonmien, duftete noch längere Zeit nach dem Balsam. Diese Versuche 
griff Professor Winkler in Leipzig mit Eifer auf. Er füllte eine Glas- 
kugel mit Schwefel und verstopfte sie so fest, dass man keinen Schwefel- 
geruch bemerkte, selbst wenn der Schwefel geschmolzen wurde. Als dann 
Winkler die Kugel elektrisirte, wurde der Geruch so heftig, dass ein 
Freund Winkler's, Professor Hauboldt, durch den Schwefelgeruch vertrieben 
wurde. Mit peruanischem Balsam aber gelangen die Experimente so gut, 
dass Winkler vermittelst eines langen Drahtes durch die Entladung einer 
Verstärkungsflasche den Balsamgeruch aus einem Zimmer in ein anderes 
gewissermassen telegraphiren konnte. Leider verschwand mit dem ersten 



1) Versuch einer Erklärung der Elektricität, heransgegeben TOn 
Andreas Gordon, Prof. der Philosophie Erfurt. (Die Widmung ist daiirt 
Erfurt, April, den 17., 1745.) S. 46. 
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Enthusiasmus auch die Geruchsempfindung und weitere Versuche gaben 
keinerlei Bestätigung dieser Geruchsübertragung durch den elektrischen 
Strom. Pivati hatte gehofft, seine Idee werde sich auch medecinisch 
nützlich erweisen und man werde nach ihr die Medicamente vermittelst 
des elektrischen Fluidums besonders schnell und besonders kräftig in den 
kranken Körper einführen können. Schon ein paar Jahre Yor ihm aber hatte 
ein deutscher Arzt, Kratzenstein, dieselbe Idee nur in entgegengesetzter 
Richtung yerwenden wollen, indem er vorschlug, die Ausscheidung der 
Erankheitsstoffie aus dem kranken, menschlichen Körper mit Hilfe elektrischer 
Entladungen zu bewirken. In einer Abhandlung über den Nutzen der 
Elektricität in der Arzneiwissenschaft von 1745^) sagt er darüber ganz 
bestimmt: „Nach unserm Stahlianischen Lehrgebäude ist die Yollblütigkeit 
die Mutter der mehresten Krankheiten. Wenn m^n dieselbe vermindern 
will, so muss man das überflüssige Blut dui'ch den Schweiss oder Aderlassen 
herausjagen. Jenes ist am mehrsten beschwerlich, und dieses fürchterlich. 
Beides aber kann man durch die Elektrification überhoben werden. 
Durch diese werden eine grosse Menge schwefliger und salziger Theilchen 
ans unserm Körper herausgetrieben. Weil nun das Blut meistens aus 
schwefligen Theilchen, welche mit einem alkalischen Salze vermischt sind, 
besteht, so muss auch die Menge des Blutes nothwendig durch die Elektri- 
fication vermindert werden Man kann also die Elektrification anstatt 

der Motionsmaschinen gebrauchen, indem man ebenden Nutzen dabei erhält, 
und diese mehr Incommodidät mit sich führen. Man wird auch in der 
That durch die Elektrification müde gemacht; es ist einem eben, als wenn 
man eine grosse Arbeit gethan hätte und man kann überaus wohl danach 
schlafen. ... Es wird also nicht allein bei phjsicalischen, sondern auch bei 
moralischen Patienten gute Dienste thun, denen ihr Beichthum, Sorgen und 
Bekümmemiss die Augen des Nachts nicht zufallen lassen. Weil auch das 
Blut durch die geschwindere Circulation flüssiger und danner gemacht 
wird, so muss auch die Elektrification wider die Dickblütigkeit und das 
jetzt so gemeine Malum hypochondriacum, bei einem Frauenzimmer aber 
wider die hysterischen Beschwerden ein fürtreflPliches Mittel abgeben." 

Trotz dieser so enthusiastischen und sichern Worte aber wollte sich 
m Wirklichkeit eine Ausscheidung schädlicher Stoffe aus dem menschlichen 
Körper ebenso wenig als eine Einführung von Medicamenten in denselben 
durch die elektrischen Entladungen der Elektrisirmaschine oder der Ver- 



1) Abhandlang über den Nutzen der Elektricität in der Arznei- 
wissenschaft von Christian Gottlieb Kratzenstein. 2. Auflage. 
Halle 1745. 
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Btftrkungsflasche constatiren lassen. Der Praktiker Franklin fertigte schon 
im Jahre 1749^) diese Pläne ftürs Erste mit der sehr drastischen Bemeiknng 
ab, dass er versachsweise den Entladnngsstrom einer Lejdener Flasche 
mehreremals erst durch eine stark pnrgirende Flüssigkeit und dann dnrch 
seinen Körper geleitet, aber niemals auch nur die geringste medicinische 
Wirkung von demselben verspürt habe. 



1) Des Herrn Benj. Franklins Briefe Ton der Elektricität Ueber- 
setzt von J. C. Wilcke. Leipzig 1768. S. 113. 
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Eine Geschichte der Infinitesimalrechnmig hat mit den Pythagoräem 
zu beginnen, welche in der irrationalen Zahl einem unbegrenzt fortsetz- 
baren Process einen Abschluss gaben. Einen Markstein bildet der Eleat 
Zeno, der in den bekannten Beispielen des fliegenden Pfeiles und Achilleus 
mit der Schildkröte die Schwierigkeit des Continuitätsbegriffes aufdeckte. 
Z. wies auch zuerst auf den Widerspruch hin: das Continuum aus seinen 
(ihm gleichartigen) kleinsten Theilen zusammenzusetzen, denn entweder 
haben die Theile keine Grösse, dann hat ihre Summe auch keine Grösse; 
oder sie haben Grösse, dann giebt ihre unendliche Wiederholung eine un- 
endliche Grösse. Erst Aristoteles gab für die Paradoxien eine zufrieden- 
stellende Erklänmg, bei ihm findet sich auch eine wirkliche Definition 
des Continuums: „Stetig sei ein Ding, wenn die Grenze eines jeden zweier 
nächstfolgenden Theile, an welcher sich diese Theile berühren, eine und 
dieselbe wird". Die Paradoxien aber widerlegte er mit Hilfe des Mäch- 
tigkeitsbegriffes, der hier zuerst auftritt: die Zeit und die Baumstrecke 
sind von gleicher Mächtigkeit, d. h. es lässt sich jedem Baumpunkt ein 
Zeitpunkt eindeutig zuordnen. Im Gegensatz zu den Eleaten kamen Leucipp 
und Demokrit zu dem Hilfsbegriff, den Physik und Chemie bis heute nicht 
entbehren können, dem der Atome. Die Fassung, in der der Grenzbegriff 
hier auftritt, ist zwar an sich fehlerhaft, und von Aristoteles wurde der 
falsche Grenzbegriff letzter Theil in einer eignen Schrift zurückgewiesen, 
aber es vollzog sich doch ein wichtiger Fortschritt dadurch, dass die Noth- 
wendigkeit des Abschlusses einer an sich unbegrenzten Yorstellungsreihe 
anerkannt wurde. In der Schule Piatos und mehr noch in der des Eudoxos 
ist dann die eigentliche Differentialrechnung des Alterthums geschaffen worden 
in der sogenannten Exhaustionsmethode. Ihr Wesen besteht darin, die zu 
bestimmende Grenzgrösse, deren Existenz, und dies kann gar nicht genug 
betont werden, bereits feststeht, — so die der Quadratwurzel aus dem 
Pythagoras, des Flächeninhalts und Volumens aus der Anschauung, des 
Schwerpunkts aus der Erfahrung, — in zwei Beihen einzuschliessen, von 
denen die eine beständig fallend, die andere beständig wachsend sich der 
Grenze unbeschränkt nähert. Das bekannteste Beispiel ist die Berechnung 
des Kreises durch die Beihe der ein- und umgeschriebenen Polygone. Die 
Methode stützt sich auf die bekannte Propos. 1 des X. Buches des Euclid: 

8* 
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Nimmt man von einer Grösse mehr als die Hälfte, von dem Best wieder 
mehr als die Hölfte and so fort in infinitum, so wird der Best zuletzt 
anendlich klein, d. h. also schon ein Conyergenzkriterium eines nnendlichen 
Produktes. Zu Orunde liegt dem Satz das sogenannte Axiom des An^hi- 
medes: Wenn zwei Orössen verschieden sind, so kann ihre Differenz, be- 
liebig oft vervielfältigt, zuletzt jede andere Grösse übertreffen. Schon bei 
Euclid findet sich z. B. der Inhalt der Pyramide im Xu. ßncfa als Grenze 

der convergenten Beihe ^^ —j^ and Archimedes hat zor Berechnung der 

Schwerpunkte, Flächen und Volumina, nicht nur integnrt, sondern er hat 
auch die Integrale gegeben, an die die Integralrechnung Eepler's, Cavalieri's 
und besonders Fermat's und Wallis' angeknüpft hat: fxdx und fx^dx\ er 
kennt bereits Sätze wie: f(f'\'(p)dx ^= ffdx-^-ffpdx^ er kennt Integration 
durch Substitution, er hat durch Differentiation die Tangente an seine 
Spirale gefunden, deren Gleichung in Polarcoordinaten ihm wohl bekannt 
war. Sehr wahr hebt Zeuthen hervor, dass die Beweise, welche Euclid, 
Archimedes, Pappus etc. geben, an sich durchaus nicht abschreckender sind, 
als sie es in denjenigen unserer Lehrbücher sind, welche die Sätze über 
Grenzen etc. streng begründen wollen, nur dass die Alten in jedem einzelnen 
Falle die Begründung immer wieder aufs Neue durchführten. Man mnss 
nach den Arbeiten Z. und C. es als feststehende Thatsache hinnehmen, dass 
die Alten in der Exhaustionsmethode bereits einen feststehenden Algorithmns 
der Differentialrechnung hatten. Noch Pappus, den Cantor an das Ende 
des 3. Saecul. nach Chr. setzt, handhabt die Integrationsmethode des Archi- 
medes mit vollem Yerständniss. Sieht man ab von der Ausbildung, welche 
die Scholastiker, vom theologischen Gedankenkreis ausgehend, dem Be- 
griffe des Unendlichen gaben, besonders von Nicolaus v. Cusa, der, wie es 
scheint, in der Auffassung des Grenzbegriffes sich sehr dem heutigen Stand- 
punkt nähert, so erheben sich zur selbstständigen Bedeutung auf dem Ge- 
biet der Integralrechnung im direktesten Anschluss an Archimedes erst 
wieder Kepler und Galilei. G's. Leistung ist bei C. wenig gewürdigt*) 
Wie alle Physiker geht er vom Atom aus, aber mit vollster Schärfe spricht 
er sich über den Differentialcharakter desselben aus. „Nicht 2, nicht 10, 
nicht 100, nicht 1000 „indivisibilia^^ können das Continuum bilden, sed 
bene inünita, d. h. wahrhaft unendlich viel/^ Und er sagt ferner: „Die 
Auflösung der Linie in ihre unendlich vielen „Punkte^^ — es ist dies 
derselbe Begriff des Punktes, der sich bei Bolzano in den Paradoxien des 
Unendlichen wiederfindet — bietet nicht mehr Schwierigkeit als ihre 
Theilung in eine endliche Anzahl Theile unter Einer Bedingung, dass man 

1} Vgl. H. Cohen, Das Princip der Infinitesimalmethode. 
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nicht von ihm fordere, diese Punkte von einander zu trennen, und sie hier 
auf dem Papier einzeln zu zeigen/^ Auch diese Stelle hat ihre Analogie 
bei Bolzano. „und weil diese Theile unendlich viele sind, so sind sie non 
qnantae, haben keine Grösse, denn, wie Zeno, eine unendliche Anzahl 
Yon Quantitäten giebt ein unendliches Quantum. Also gerade weil die 
Theilung des Continuums in's Unendliche fortgesetzt werden kann, folgt 
die Noth wendigkeit der Zusammensetzung aus partes non quantae, aus 
Theilen ohne Grösse. Wie G. dann Geschwindigkeit und Beschleunigung 
mittelst der Differentialrechnung definiii, ist bekannt. Man sieht, er ist 
der wahre Vorgänger Bolzano's, er weiss wie jener, dass die Indivisibilität 
eine Denknoth wendigkeit bildet, und wie Bolzano weiss er auch, dass 
die Unmöglichkeit, die Punkte einzeln abzuzählen, mit ihrer Gesammt- 
vorsteUung als Continuum gar nichts zu thun hat. Erwähnt sei noch die 
vielleicht merkwürdigste Aeusserung Galilei's: „Wenn irgend eine Zahl 
(Grösse) unendlich genannt werden kann, so ist es die Einheit", und er 
schliesst: „ausser der Einheit giebt es keine unendliche Zahl". Hierin liegt 
eigentlich alles, was über das Messen von Helmholtz, Klein u. A. neuerdings 
gesagt ist. Knüpft Galilei an die Mechanik des Archimedes an, so Kepler 
in seiner „Stereometria doliorum" an die Inhaltsbestimmungen; Kepler hat, 
wie Lacroix hervorgehoben, zuerst von den Neueren das Integriren wieder 
aufgenommen, und C. nennt die Doliometrie die Quelle aller späteren 
Kubaturen. Der 2. Abschnitt ist fast ganz von Maximum saufgaben 
angeMLt, in denen K. von dem Nachweis ausgeht, dass die in Oesterreich 
gebräuchliche Form der Fässer zugleich die zweckmässigste sei. Er spricht 
zuerst die kennzeichnende Eigenschaft der extremen Werthe klar aus, dass 
in ihrer Nähe die Veränderung der Funktion zu Null werde (Montucla) 
K. und 6. haben dann auf Cavalieri eingewirkt, den man als direkten 
Vorläufer Barrow's, Newton's und Leibniz' ansehen muss; die „geometria 
indivisibilibus continuorum nova quadam ratione prömota" erschien 1635, 
in zweiter verbesserter Auflage 1653. K. hatte seine Methode, die im 
Grunde mit der von Cavalieri sich deckt, und die darin besteht, die un- 
endliche Anzahl der partes minutissimae der Körper, welche einfacheren 
Charakter zeigen als die zu bestinmienden Körper selbst, zu addiren nicht 
ausdrücklich angegeben, wie dies Cav. thut. Cantor scheint sich Marie 
anzuschliessen, welcher sagt: Das Werk verdiene den Preis der Dunkelheit, 
aber doch nur für Jemanden, dem Galileis Begriff des „Punktes" oder 
„indivisibile" nicht geläufig ist. So hat sich der Wahn bilden können, 
Cav. habe den Körper aus Flächen, die Fläche aus Linien zusammengesetzt. 
Und doch sagt Cav. ausdrücklich, dass er auf seine Methode, die Körper, 
bez. die Fläche als Gesammtheit „omnia" (planorum bez. linearum) aufzu- 
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fassen, gekommen sei, als er bei Botationskörpem erkannt, dass das Yer- 
hältniss des Erzeugten von dem des Erzeugenden völlig verschieden sei, 
so dass es falsch wäre, z. B. den Cylinder aus unzähligen durch die Axe 
gehenden Parallelogrammen veluti compactum bestehend zu denken. Die 
Anlehnung an Galilei ist ganz deutlich ausgedrückt in der berühmten Stelle, 
wo er die einzelne Schicht als Spur der continuirlich gleichmässig vom 
Grund zur Deckfläche fliessenden Ebene bezeichnet. Diese Spur ist der 
Galileische pars non quanta, das Differential des Baumes erzeugt in dem 
pars non quanta der Zeit. Newton und Leibniz haben Cav. richtig ver- 
standen; aus dem Manuscript Leibniz' vom 26. Oct 1675 (Gerhardt, die 
Entdeckung der höheren Analysis), wo das / zuerst vorkonmit, sehen wir, 
dass der Integralbegriff L.'s direkt aus den „omnia^^ Cav.'s hervorgegangen 
ist. Da Cav. sich des Widerspruchs bewusst war, den seine „compositlo 
continui ex indivisibilibus^^ flnden würde (derselbe Ausdruck findet sich 
wiederholt und als Citat bei Leibniz wieder), so giebt er als Satz 1 des 
Vir. Buches, das noch heute nach ihm genannte, im Unterricht der Mittel- 
schulen fast unentbehrliche Princip: Körper, bez. Flächen sind gleich, wemi 
in gleicher Höhe durch parallele Ebenen geführte Schnitte gleich sind. 
Cav. wirkte zunächst auf Descartes, der das 3. constituirende Motiv f^ 
die Differentialrechnung in Fluss gebracht hat, das Tangentenproblem. 
Seine Methode ist allerdings rein algebraisch und wird noch heute in den 
Elementarlehrbüchem der analytischen Geometrie meistens bevorzugt; der 
differentiale Kern ist implicite darin, dass die Coordinaten der Schnittpunkte 
gleich werden. Auch hat Descartes bei Gelegenheit der Construktion der 
Tangente an die Cycloide (Galilei 1590) das Grundgesetz der Kinematik 
schon benutzt. Um so bewusster bediente sich Frankreichs grösster Mathe- 
matiker infinitesimaler Betrachtungen. Es war stets bekannt, dass Format 
zuerst geläufig differentirt habe, Cantor und Zeuthen (1. Heft der Eopenh 
Akad. Berichte von 1895) haben hervorgehoben, in welchem Umfang F. 
bereits integrirt hat. Zeuthen sagt, dass F. zuerst die Parabeln beliebig 
hoher Grade integrirt habe. . Es ist sehr schwer bei der Scheu F.'s Tor 
Publikation durch den Druck Prioritätsfragen über ihn zu entscheiden. 
Z. weist nach, dass F. 1636 fx^dx gehabt, Cavalieri hat die Quadrator 
schon 1639 gedruckt und giebt an, dass er sie 1615 gefunden; den Be- 
weis hat er aber nur bis n = 4 gekannt. Das Continuitätsgesetz, das 
Leibniz als seine „grösste Entdeckung" immer wieder betont und das in 
der That die Begründung seines „infiniment petit" enthält, hat F. in vollem 
Umfang besessen, wie übrigens Galilei und Newton auch. Den Beweis liefiBrt 
F.'s Methode für Maxima und Minima und Tangentenconstruktion. Ab 
1. Beispiel wählt F. die älteste bekannte Maximalaufgabe Euclid VI, 27: 
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Ä(B — ä). f. setzt a? = -i und o? = -4 -f- ^ und die beiden Werthe gleich: 
Ä{B — A)^={Ä + E)(B -—Ä — E\ woraus, wenn E^ gegen E vernach- 
lässigt wird, bezw. E nach Division der Gleichung mit E gleich gesetzt 
wird, A ^=^ \ B folgt, d. h. also, P. setzte f{x) = 0. Die Passung, in 
der die Methode in den Schulen noch heute sehr gebräuchlich ist, gab 
Huygens. Die Tangentenmethode ist ganz analog. P. hat den Zusammen- 
bang mit dem Maximalproblem erkannt und ausgesprochen. Sei M ein 
Curvenpunkt zur Abscisse 2), sei PT die Subtangente A^ dx ^^^ E^ ^i^y) 
die Curvengleichung ihre „proprietas specifica'', M' der Punkt, der zu 
X -]- dx — (D + i?) — gehört, so kann M' auch als auf der Tan- 
gente MT liegend angesehen werden, so dass TMPro T'M'P\ 
d. h. also, er bestimmte wie wir A »» y/f'ix). Die Methode ist ganz die 
heutige. Der Schritt zum charakteristischen Dreieck Barrow's und Leibniz' 
ein sehr kleiner. F. hat schon Rectifikationen auf Quadraturen zurück- 
geführt und bei einer Schwerpunktsbestimmung die Integration durch 
Differentiation ersetzt. Er war, was besonders zu betonen ist, schon zu 
einem ganz bestimmten Algorithmus gelangt, der ihn auch vor Irrationali- 
täten nicht im Stich Hess, immer wird dx mit E^ die Subtangente mit 
Ä, die Ordinate B, die Abscisse D genannt. Seine Bezeichnung schliesst 
an Vieta an, der bis Pascal incl. für die französischen Mathematiker darin 
massgebend war. P. hatte auch bereits in ähnlicher Weise wie später 

Riemann den Begriff des bestimmten Integrals erfasst bei der Berechnung 
p 

von jx ^ dx. Hier ist Grenzübergang, hier ist Bestinunung des Werthes %, 
hier ist völliges Bewusstsein des Continuitätsgesetzes, das ganz allein das 
Heben mit 1 — ß rechtfertigt. Zahlreiche Anwendungen macht er von der 
Integration durch Substitution und ebenso benutzt er die theilweise Inte- 
gration in der natürlichen Form von Yertauschung der Coordinatenaxen. 
Was Zeuthen im 2. Heft der Eopenh. Berichte von 1895 als das 
Hauptverdienst Newton's hervorhebt, dass N. den Zusammenhang aller 
grossen Probleme erkannt habe, welche zusammen die Differentialrechnung 
erzeugten, das gilt, wie schon C. andeutet, gewiss auch von P. Um die- 
selbe Zeit, etwa um 1641, jedenfalls, wie C. bewiesen, nicht vor April 1639, 
fand Koberval und vielleicht noch früher Toricelli, die dynamische Tan- 
gentenmethode. Sie betrachten die Tangente als die Diagonale der die Curve 
erzeugenden Kraft; wieder eine Vorstufe für Barrow und Newton. Als Beispiel 
diene die Tangente an die Parabel. Sei (Fig. auf S. 120) F der Focus, BA 
^e Leitlinie; da Pa und PF gleich, so wird die Curve dadurch erzeugt, 
dass gleiche Kräfte in P nach a und F wirken, also ist die Tangente als 
I^iagonale des Kräfteparallelogrammes die Winkelhalbirende von aPF, 
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Ebenso einfacli ist die CoDstruktion der Tangente an die Cycloide. Die 
Unabhängigkeit Toricelli's von Roberval ist durch C. unwidermflich nach- 
gewiesen. Zu erwähnen ist auch Gregorius a St. Vincentio, dessen opus 
geometricum 1647 Kubaturen mittelst des Ductus (d. h. Multiplication in 
der Sprache Vieta's) plani in planum ausführt, ebenfalls eine Art IntegratioE. 
Die unmittelbarsten Vorgänger von Newton und Leibniz sind Wallis uni 
Pascal, denn auf Barrow's lectiones opticae et geometricae 1669 hat schon 
N. selbst Einfluss. 

Wallis' Hauptwerk ist die 1655 erschienene arithmetica infinitomm, 
ihr Inhalt Quadraturen und Kubaturen. Die Methode schliesst an Kepler 
(der nicht genannt wird) und Cayalieri an, ist aber rein arithmetisch, ein 
ganz bewusstes Rechnen mit unendlichen Reihen, die eyent. durch Interpolation 
hergestellt werden. Dieser Kunstausdruck, der Name hjpergeometrische 
Reihe, das Zeichen oc für unendlich rühren von W. her. Aus W. hat 

Newton die Bedeutung der unendlichen 
Reihe für die Darstellung von Zahlen 
entnommen. W. gab unabhängig von 
Format /x^ "da; und darauf gestützt auch 
eine Reihe von Integralen irrationaler 
Integranden. Noch Weiter ging Pascal. 
Max. Marie hebt hervor, dass P. bereits 
ganz geläufig mit mehrfachen Integralen 
operirt hat und auch eine Reihe von Inte- 
gralen trigonometrischer Integranden be- 
sass. Das schon von Fermat zur Trans- 
formation von Integralen angewandte Mittel: dieselben Körper auf verschiedene 
Weise in Elementartheile zu zerlegen, sowie die partielle Integration waren 
Pascal ganz geläufig. Er ging aus von den BinomialcoefQzienten, bezw. 
den Potenzen der natürlichen Zahlen, deren Zusammenhang mit den Quadra- 
und Kubaturen damals schon allgemein bekannt war; er bemerkt, was auch 
für Leibniz (vergl. die historia et origo oalculi differ.) wichtig wurde, dass 
jede folgende Reihe als Integral der vorigen erscheint, und im Zusammen- 
hange damit hat er 1654 das Grundprincip der Differentialrechnung aus- 
gesprochen: In continua quantitate quodlibet quantitates c^jusvis generis 
quantitati superioris generis additas, nihil ei superaddere. Sein Zusatz 
lässt auch nicht den leisesten Zweifel, dass es sich um den Satz: u 4- ^du » ti, 
wenn k endlich, handelt. 1669 erschienen dann Barrow's lectiones etc. 
und da tritt schon Newton auf. Die Zeit von 1615 — 1668 ist nach C. 
das Zeitalter der Erfindung der Infinitesimalrechnung. Die genaue Kennt- 
niss Leonardo da Yinci^s wird die untere Grenze wohl his 1600 herabdrücken. 
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Es Bind eine Reihe bestimmter Probleme, deren Zasammenhang allmählig 
deutlich wird und die ihrer Natur nach infinitesimale Betrachtungen er- 
fordern. Erwähnt sind schon l) das mechanische Motiv in Dynamik (Ge- 
schwindigkeit, Beschleunigong) und Statik (Schwerpunktsbestimmung), 
2) die Maximalaufgaben, auf welche schon die quadratischen Gleichungen mit 
Noth wendigkeit fahrten, 3) die Körper- und Flächenausmessung, zu der 
etwa um 1650 die Längenausmessung oder Bectifikation der Kurven kam. 
Zeuthen hat Becht, wenn er C. gegenüber das Verfahren von Wallis, Format, 
Pascal, van Heuraet als naturgemäss bezeichnet, welche Bectifikation auf 
Quadraturen zurückftlhrten, obwohl ihnen die Beziehung ds^ '= dx^ -}- äy^ 
nicht entgangen war, denn das hiess damals integriren. Das Problem der 
Raumbestimmung ist von solchem Einfluss auf die Entwickelung von Integral- 
Rechnung und -Begriff, dass Cournot nach 1841 diese Bechnung als calcul 
des quadratures bezeichnet; 4) das Tangentenproblem, dessen Geschichte, 
wenn man von ApoUonius' Construktionen für die Kegelschnitte und der 
Methode von de Sluse absieht, schon erzählt ist. Letztere ist von Huygens 
1693 verbessert, der im Grunde f\x) als — dxf(x, y) : dyf(x, y) bestimmte. 
Die Belation f'(x) ^^ dy : dx ist (indirekt) von Barrow in den „lectiones" 
gegeben, so wie sie hier aus dem Dreieck PF^ im § 13 abgeleitet ist, dem 
Dreieck, welches Barrow und Leibniz das charakteristische nennen. Barrow 
hat zuerst, vielleicht von Boberval beeinflusst, die Continuität des Baumes 
aus der der Zeit abgeleitet. Die Zeit wird als Unabhängige zur Abscisse, 
die Geschwindigkeit zur Ordinate, der von der Totalität der Ordinaten 
erfüllte Baum zum Bild der Bewegung. In enger Verbindung mit Nr. 4 
steht als fünftes Problem der Contingenzwinkel (Name von Jordanus), der 
aber nicht wie heute den Winkel zwischen zwei unendlich nahen Tangenten 
bedeutet, sondern im Sinne Euclid's den Winkel zwischen der Gurve und 
ihrer Tangente. In der Propos. XVI Buch 3 beweist Euclid, dass die 
Tangente (linea contingens) sich dichter an den Kreis schmiegt als jede 
andere Gerade, und dass der Winkel zwischen ihnen kleiner ist als jeder 
geradlinige Winkel. Der Satz enthält den Keim zur Lehre von Osculation 
und Krümmung. Ueber die Natur des Winkels erhob sich ein Streit, der 
namentlich im 16. und 17. Jahrh. äusserst lebhaft wurde und beständig 
zu Infinitesimalbetrachtangen zwang. Es betheiligten sich die hervorragend- 
sten Mathematiker wie Cardanus, Clavius, Vieta, Wallis; schliesslich drang 
die Ansicht von Vieta und Wallis durch, dass der Contingenzwinkel 0, 
d. h., dass die Curve am Berührungspunkt die Bichtung der Tangente 
hat, aber auch die Argumente des Gegners fanden ihre Würdigung, in- 
dem N. und nach ihm L. und Jacob Bemoulli (vorher vielleicht Format) 
als das Vergleich- und Messbare die Krümmung erkannten, sowie den Grad 
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der Anschmiegung (letzterer bei N. schon in den Principien). Schliesslicli 
mnss als Nr. 6 das Auftreten und Häufigerwerden der unendlichen Processe 
genannt werden, wie sie sich z. B. in den Eettenbrüchen Lord Brovmker's 
und der Arithmetica Wallis' finden und dann von N. geradezu zum Fundament 
gemacht wurden, das einen immer breiteren Platz einnimmt, so dass die 
Lehre von den unendlichen Eeihen fast identisch mit der IntegraJrechnmig 
geworden ist. So war die Infinitesimalrechnung von allen Seiten vorbereitet, 
als N. 1665 und 10 Jahre später L. den letzten Schritt thaten und eine 
Grammatik schufen za einer Sprache, welche bereits eine blühende Litterator 
hatte. L. selbst sagt mit grösster Deutlichkeit, worin seine Leistung be- 
stand; „sie ermöglichte der Mittelmäsaigkeit, die Probleme anzugreifen, welche 
bis dahin nur den Hochbegabten zugänglich gewesen wie die Tangenten- 
probleme, die der Mechanik und die Quadraturen", üebrigens gilt dasselbe 
von allen grossen Fortschritten in der Methode. Was N. betrifft, so ist 
eine Würdigung seiner Leistungen dadurch sehr erschwert, dass keine einzige 
rein mathematische Schrift von ihm selbst veröffentlicht ist, und dass in 
Folge des erbitterten Streites zwischen N. und L., bezw. ihren Anhängern 
sowohl die englischen als die deutschen Quellen mit Vorsicht zu gebrauchen 
sind; selbst C. gegenüber hat Z. (II. Heft der Eopenh. Berichte von 1895) 
in vielen Punkten Recht. N. selbst hat als seine grösste Entdeckung die 
Binomialreibe, d. h. die Erweiterung des Binoms auf beliebige (reelle) 
Exponenten angesehen und sie ziert mit vollem Recht sein Grabmal. Sie 
findet sich in demManuscript: „De analysi per aequationes numero terminorum 
infinitas^^, das 1665 entstanden und 1669 Barrow und Collins vorlag, der 
eine Abschrift nahm, welche L., wenn nicht schon 1673, dann jedenfalls 
1676 excerpirte; völlig gedruckt ist das Werk erst 1711, sein wesentlicher 
Theil macht unter dem Titel: „De quadratura curvarum*^ einen Anhang der 
Optik von 1704 aus. Von 1665 also datirt die moderne Mathematik, 
nicht so sehr, dass N. den Zusammenhang der Quellprobleme als der Erste 
einsah, wie Z. sagt, sondern dass er die unendliche convergente Potenzreihe 
als fundamentales Entwickelungsinstrument der Zahlgrössen erkannte, ist 
sein Hauptverdienst. Wie die Binomialreibe durch Interpolation geftmden 
wurde, hat N. selbst in dem berühmten 2. Brief an L. vom 24. Oct. 1676 
erzählt, die Analysis enthielt auch die Reihe für Log. (1 -f* ^)} clie N. vor 
Mercator gefanden hatte, sowie die ftLr sin cc und cos x, und als erstes 
Beispiel für die Umkehrung von Reihen, die für ef^ welche N. also vor 
Euler gefunden, allerdings ohne die Bedeutung dieser Funktion zu erkennen. 
Die Analysis enthält auch den Beweis, dass N. schon 1665 über die 
Elemente der Differential- und Integralrechnung gebot, von ihm Fluxions* 
rechnung genannt. Das älteste Denkmal ist ein Manusciipt vom 28. Mai 
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1665, schon am 13. Nov. d. J. hestimmt er mittelst Flimonen (Differential- 
quotienten) die Tangente und den ErümmungsradiuB ganz allgemein. 
Bereits 1671 war sein grosses Manuscript: „Methodus flnxionam et seriemm 
infinitomm^^ fertig, Collins wollte 63 1680 drucken, aber es ist erst 1736 
englisch von Colson edirt worden, als es nichts Neues mehr enthielt. C. 
hat nachgewiesen, dass es inzwischen mehrfach Überarbeitet wurde, aber C. 
berichtet auch, dass N. bereits in dem Brief vom 24. Oct. 1676 einen 
Hauptfall des sogen, binomischen Integrals fas^(e -f- fe'^Ydz erledigt (den 
wenn (J^ -{- 1) : X eine ganze Zahl ist) , das konnte doch nur Jemand, der 
sehr tief in den Algorithmus eingedrungen war. Newton ging wie sein 
Lehrer Barrow von der Bewegung ans, er betrachtete die gewöhnlichen 
Grössen als im gleichmässigen Flass der unabhängig variablen Zeit erzeugt, 
die Zeit wächst um unendlich kleine Grössen (Momente), die mit bezeichnet 
werden und den Charakter als Null haben; die abhängigen Grössen wachsen 
in Folge dessen ebenfalls mit mehr oder minderer Geschwindigkeit um un- 
endlich kleine Theilchen, ebenfalls Momente genannt. Sind x^ y, z gewöhnliche 
Grössen, welche als von der Zeit abhängig fliessende „Fluentes" heissen, 
x\ y\ z ihre Geschwindigkeiten oder Fluxionen, so sind OXj Oy", Oz ihre 
Momente, so dass „post momentum temporis" die Grössen übergehen in 
X -f Oa:*, etc. Lagrange sagt: Tout le monde a ou croit avoir une id6e de 
la vitesse; für N. stand dieser Begriff durchaus fest, und er hatte damit 
die üeberzeugung von der Existenz eines ersten Verhältnisses der ent- 
stehenden endlichen Grössen, welches auch, wenn man rückwärts von den 
gewordenen Grössen ausgeht, als das letzte Yerhältniss aufgefasst werden 
kann, mit welchem sie verschwinden. Die Klarheit, mit welcher N. z. B. 
in den Briefen an Wallis von 1692 und in den 12 Sätzen des 1. Buches 
der „principia" 1684 die Grundgedanken dargestellt hat, ist von C. unter- 
schätzt. N. ist in der Tiefe der Auffassung, in der vis mathematica des 
Geistes L. über, Gauss hat nie einem Andern das Prädikat „summus" zu- 
gestanden. Dagegen übertrifft er N. in dem, was seine Stärke überhaupt 
bildet, in der Form; dass L. als der Erste die Bedeutung des Zeichens 
fär die Mathematik erkannte, dass er ihr innerstes Wesen als Symbolik 
erfasste, darin liegt L's höchste Bedeutung. L. hat sich zuerst 1673 mit 
Inflnitesimalbetrachtungen befasst, und zwar ganz sicher nach seinem ersten 
Aufenthalt in London, wo er Barrow's „lectiones^^ an sich brachte, und vom 
Tangentenproblem ging er aus. Er selbst giebt wiederholt und fast gleich- 
lautend an, dass ihn PascaVs Arbeiten auf die Erfindung gebracht haben; 
und wer seine Entwickelung betrachtet, die von der Combinatorik ausgeht 
und damit von den Differenzenreihen des Pascarschen Dreiecks, bezw. der 
Binomialcoeffizienten, dem wird dies einleuchten. Aber ebenso sicher ist 
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es auch, dass ihm, der ohne gründliche mathematische Bildung 1673 nach 
London kam, ,,Suggestionen^\ wie Z. sagt, von N.'s Erfindung zuflössen, 
und ich mache in dieser Hinsicht auf ein Fragment eines Briefes an Olden- 
hurg Yom 30. März 1675 aufmerksam. Es ist sehr möglich, dass L. den 
sogen. Tangentenbrief N.'s bei Tschimhausen gelesen, sicher war er yor 
seiner ersten Publikation von 1684 im Besitz der Briefe N's. von 1676. 
C. hat nun zwar ausgeftlhrt, dass L. aus alle dem nicht viel hätte lernen 
können, dagegen ist aber das Beispiel der Bemoulli's anzuführen. Die 
erste Publikation L's. in den „Acta eruditorum" von 1684 und die erste, 
in der der Algorithmus der Differentialrechnung gedruckt ist, trägt den 
Titel: Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, qnae 
nee fractas nee irrationales quantitates moratur et singulare pro illis cal- 
culi genus; sie war absichtlich so dunkel als irgend möglich, und doch 
gelang es den BernouUi's und zwar zunächst Jacob in 2 Jahren sich nickt 
nur der Differentialrechnung, sondern auch der nur ganz versteckt als in- 
verses Tangentenproblem an der Beaune'schen Aufgabe angedeuteten Inte- 
gralrechnung völlig zu bemächtigen. Sollte man L. weniger zutrauen? 
Aber alles dies schmälert L's. Verdienst nicht, dessen Differentialrechnung, 
was Brauchbarkeit und Zugänglichkeit betrifft, thurmhoch über N's. Fluxions- 
rechnung stand. Die Bezeichnungs- und Ausdrucksweise von L. hat sich 
unverändert bis heute gehalten und alle Versuche, wie sie z. B. von Cauchy 
und Jacobi gemacht sind, daran zu rütteln, sind erfolglos geblieben. Fast 
aile Kunstausdrücke wie Differential-, Infinitesimalrechnung, Differential- 
gleichung, Analysis, Funktion, transcendent, die Indexbezeichnung etc. stammen 
von L. Nur das Wort „Integral^^ stammt von Jacob B.j doch macht schon 
in einem Brief an L. vom 12. Febr. 1695 Johann auf die Erfindung An- 
spruch, der übrigens dei U. nicht gerade mit Liebe behandelt ist. Dass 
Johann z. B. Recht hatte, als er die Berechnung der Werthe % für sein 
Eigenthum erklärte, hat Eneström nachgewiesen. Vor allem aber hat L, 
der ja Menschenbeglücker von Profession war, die Bedeutung seiner Er- 
findung für die gewöhnliche Menschheit sofort voll erkannt, während N. 
die seine zunächst nur für den eigenen Hausgebrauch benutzt. N. konnte 
jeden Algorithmus entbehren, wie das Genie überhaupt, wie denn z. B. 
Huygens sich sein Lebenlang ablehnend gegen den neuen Calcul verhielt 
und doch alles leistete, was die Differentirer forderten und noch einiges 
mehr. Erst als die Journale, die gerade zu jener Zeit aufkamen, die Acta 
eruditorum, die Nouvelles de la republique des Lettres, die Akademieberichte 
sich mit Schriften der Leibnizianer füllten, wurde N. oder vielmehr seine 
Landsleute, die sich überflügelt sahen, gereizt, und so machte sich 1699 
Fatio de Duiliot zum Sprachrohr ihres Aergers. Es begann damit der 



Digitized by VjOOQIC 



Zar Geschiebte and Philosophie der Differeiitialrechnung. 125 

hässliche PrioritUtsstreit, der L. die letzten ohnehin so trüben Lebensjahre 
verbitterte und der noch beute, cf. Zeuthen contra Cantor, nicht ruht. 
Man findet die ausführliche Schilderung bei C; er ist so recht ein Muster 
solcher Fehden, beide Theile haben Recht und Unrecht, beide gehen be- 
schädigt aus dem Kampfe hervor. L. fälschte, K log. Das Facit zog 
Biot dahin: „Die Differentialrechnung von L. wäre noch heute eine be- 
wundemswerthe Schöpfung, wenn nur der Fluxionscalcul in der Weise 
existirte, wie ihn N's. Werke geben." In der That, L. und kein Anderer 
hat das Unendlich-kleine sans phrase als berechtigtes mathematisches Ge- 
bilde eingeführt Von L. rührt die Formel Nr. 29 für die allgemeine 
Differentiation eines Produkts, Nr. 22 für die Differenzirung des Logarith- 
mus. Die Probleme der Brachystochrone — Isochrone — Kettenlinie — 
Florentiner (Viviani) löste er. Was die Integralrechnung betrifft, so wird 
ofb angegeben, dass sie von den BemouUi's erfunden sei, und Jacob B. hat 
sie in der That ganz selbständig gefunden, aber lange nach L. und N., 
und der Briefwechsel beweist, dass L. die Methoden jener vielfach schon 
besass. Ein sehr wichtiger Fortschritt ist unbestritten sein Eigenthum, 
die Differentiation unter dem / nach einem veränderlichen Parameter, wo- 
durch er wieder neue Wege bahnte, so für die Variationsrechnung, deren 
erste Keime in einem Brief an Johann B. vom 24. Juni 1695 liegen, und 
ebenso für die Auffindung bestimmter Integrale. Mit Johann B. gleichzeitig 
(Job. B. an L. d. 10. Juni 1702, L. an B. 24. Juni 1702) fand er die 
Integration rationaler Integrale durch Zerlegung in Partialbrüche: (L.: Acta 
erud. 1702, Job. B. Abhandl. der Par. Akad.); gemeinsam haben sie auch 
die Integration quadratischer Irrationalitäten erledigt. Die Verdienste der 
Bernoulli um die Ausbildung und die Verbreitung der neuen Rechnung 
hat L. selbst auf das dankbarste anerkannt, cf seinen Brief v. 7. Juli 1694 
an Job. B. Das „erste Lehrbuch der Differentialrechnung^^ lange Zeit das 
einzige und fast noch längere Zeit das am leichtesten lesbare, (C.) ist nach 
Joh.'s Lektionen von Marquis de THospital geschrieben: „Analyse des in- 
finiment petits pour Tintelligence des lignes courbes. Par. 1696;^' Job. selbst 
hat zum Gebrauch desselben Marquis das erste Lehrbuch der Integralrechnung 
verfasst. (De methodo integraliura. Op. 3.) 

Die BemouUi's in Basel lasen zuerst über Differentialrechnung (Christian 
V. Wolf zuerst in Deutschland). Ueber die Begründung der Variations- 
rechnung durch den noch immer nicht genügend aufgeklärten Bruderkrieg 
zwischen Jacob I. und Jobann I. vgl. man das Programm von Oiesel, Torgau 
1857. Es mögen sich einige Einzelheiten über Bezeichnung, Kunstausdrücke 
etc. anschliessen. Das dx findet sich schriftlich zuerst bei L« 11. Nov. 1675, 
gedruckt 1684 in der Methodus nova, während das am 29. Oct. 1675 ein- 
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gefOhrte/erst 1686 in der „De geometria revindicata" gedruckt ist. üebrigens 
haben L. und Job. B. nach 1695 und 96 das / als gewöbnlicbes Summen- 
zeichen gebraucht, wie denn L. die Integralrechnung, Calc. sununatohus 
nannte: Das Wort „Integral'^ zuerst gedruckt bei Jacob B. in den Acta 
erud. 1690 (Isochrone), später einigten sich Job. und L. die Bechnnng 
Integralrechnung zu nennen, das Zeichen J beizubehalten; unsere jetzige 
Schreibweise bestimmter Integrale /' rührt von Fourier her. Calcnlus 
differentiaüs L. 1684, Differentialgleichung (lat.) zuerst im Brief von L. an 
Oldenburg (Newton) von 1677, eben dort zuerst derivare (ableiten), woraus 
dann bei Lagrange 1772 Ableitung. Die Bezeichnung f{x) oder vielmehr 
^'{x) für dtp(ir) : dx bei Lagrange in der „Nouvelle möthode 1770", das l 
für die partielle Ableitung, die auch noch oft durch Klammern bezeichnet 
wird, bei Jacobi, Grelle Bd. 32 p. 4. 1842, Cauchy: I)^i{x\j) (Nonv. 
exerc. T. 11). Das Differenzzeichen A bei Job. B. 1701 (C. S. 437). Ein- 
hüllende Curven (Enveloppen) zuerst bei L. Act. erud. 1692: De linea 

ex lineis , wo auch zuerst krummlinige Coordinaten erwähnt werden 

und das Wort Parameter vorkommt, L. weist darauf hin, dass die Evoluten 
(die Erümmungsmittelpunktscurven) Huygens aus dem grossartigen horolo- 
gium osciUatorium 1673 ein specieller Fall. Brennlinien (Rata- und Dia- 
kaustiken) hat Tschirnhausen 1682 behandelt (C), ihre Theorie gab Jac. 
und Job. Von Job. sind die Trajectorien, sowohl die orthogonalen als 
die andern eingeführt. (Job. B. Op. L Gerhard, L. III. 469, 539.) Job. 
hat auch die Theorie der kürzesten Linie geschaffen, wie er die Theorie 
der Exponentialgrössen (der Name rührt von L. her) in den Act. erud. Man 
1697 begründet und lange vor Euler, deren Zusammenhang mit den trigo- 
nometrischen Funktionen gekannt (Acad. des scienc. 1702), die vollständige 
Theorie gab dann Euler in der Introductio, d. h. die erste einigermassen 
„strenge" Ableitung von c* gab Cauchy im cours d'analyse 1821. Was die 
Curvenlehre betrifft, so kommt das Wort Subtangente zuerst bei Huygens 
vor (C. S. 142). Die Inflexionspunkte hat zuerst de Sluse betrachtet 1668 
(C). Schnabel und Spitze de THospital unterschieden 1696; Rttckkehrpunkte 
(Points de rebroussements) als Punkte, in denen die Tangente imbestimmt 
wird. Joh.'8 Brief an L. 18. Juni 1695 und 17. Juli. Die Lehre von 
den singul&ren Punkten, wie sie jetzt üblich, rührt vou Saurin her. 

Metaphysisch war die Grundvorstellung bei N., wenn auch verschleiert, 
offen trat sie als solche auf bei L. Am klarsten hat sich L. in der Ant- 
wort auf die Angriffe Nieuwentiits ausgesprochen: Besponsio etc. in den 
Acta erud. 1695 (Oerhard Bd. 5, S. 320), er streift hier ganz das, was 
man heute „Orenzbegriff^' nennt, allerdings greift er dann auch zur Mechanik 
und zeigt eine auffallende Uebereinstimmung mit N. Unklarer sind seine 
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Briefe an Yarignon, dessen Commentar zu de FHospital sehr wichtig ist. 
Dieser schreibt sub 28. Not. 1701 : „Ich nenne infiniment petit oder Differenial 
einer Grösse das, woran sie unerschöpflich ist und diese Grösse selbst un- 
endlich gross in Bezug auf jene/' Diese Auffassung erleichtert besonders 
das Verständniss der höheren Differentiale, welches in jener Zeit die meiste 
Schwierigeit machte. L. antwortet auch hier wie so oft sonst mit dem 
Hinweis auf „sein" Gesetz der Continuität, dem zu Folge Buhe Grenzfall 
der Bewegung, die Parabel Grenzfall der Ellipse etc. und die Gesetze, welche 
im Endlichen gelten, auch im Unendlichen giltig bleiben. L. selbst hat 
„sein" Gesetz wiederholt und stets schwerfällig formulirt, besser ist es von 
rHuilier gefasst, in der Preisschrift „Exposition 6l6mentaire des principes 
des calculs sup^rieurs (1786). Am einfachsten formulirt man: Eine Eigen* 
Schaft, welche jedem Glied einer infinit fortsetzbaren Reihe zukommt, kommt 
auch ihrer Grenze zu. Aber dass das Differential, das die endliche Grösse 
Erzeugende (prima ratio), also der von der Grösse selbst der Art nach 
Yerschiedene Grössenkeim sei, das entging L. so wenig wie „aemulo^' (N.). 
Es ist das Verdienst H. Cohen's dies erwiesen zu haben in: „Das Princip 
der Infinitesimal-Methode und seine Geschichte 1883'\ einer gedanken- 
reichen Schrift, welche wohl verdiente aus dem Eantischen in's Deutsche 
übersetzt zu werden. Es sei auch hier gleich auf das llfelder Programm 
1883 von Freyer: „Studien zur Metaphysik der Differentialrechnung" hin- 
gewiesen, das sich durch Klarheit auszeichnet und vielfach mit Cohen zu- 
sammentrifft Herr Yivanti hat, wenigstens nach dem Ueberblick im Enneström, 
beide Schriften nicht erwähnt. Da es L., weil er das Differential mit seinen 
Monaden verquickt, nicht gelang, das Fundament seines Calculs klarzustellen, 
so erhoben sich von allen Seiten Widersprüche, die alle znsammengefasst 
und begründet sind in Berkeley's Analytiker (1734) und die, wie Freyer 
treffend sagt, immer dieselben blieben bis auf den heutigen Tag; er weist 
dabei auf P. du Bois-Reymond^s Funktionentheorie hin, eine Schrift, die ganz 
von vergeblichem Ringen nach Klarheit über den Grenzbegriff erfüllt ist. 
Preyer hat die 4 wesentlichen Einwände Berkeley's (und D'Alembert's) zu- 
sammengestellt. 

1) Eine unendlich kloine Quantität, ein Ding zwischen der Null und 
einer endlichen Grösse sich befindend, sei nicht vorzustellen (dasselbe ist 
oft genug von der nnendliclj j^^gsen Quantit&t gesagt). 

2) Das Identitätsgeset^ .^ T/Ogik Bei verletzt^ fti^\,\iaben die Momente 
oder Differentiale QrösBo, ^ ^^ ^eder Vf^i^e 
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4) Dass die Resultate richtig seien (beim Rechnen nait unendlich kleinen 
Grössen), rühre von wiederholten Fehlem her, die sich ausgleichen. Der 
Einwand von 4 ist oft wiederholt, von L'Huilier, Lagrange, Camot, seihst 
von Euler. N., der eine krankhafte Scheu vor allen Diskussionen hatte, 
hat in seinem Hauptwerk sich fast ganz an die Qrenzmethode der Alten 
gehalten. Das bedeutendste Lehrbuch, das aus seiner Schule hervorging, 
Maclaurins' „Treatise of fluxions*^ (1742), trug den Berkeley^schen Einwftnden 
möglichst Rechnung, die Newton'sche Richtung überwog völlig, das ünend- 
lichkleine war geächtet, bis Cauchy den Bann brach und „die Strenge der 
einen Methode mit der Einfachheit der anderen zu versöhnen suchte" (Le^ons 
sur le calc. diff. 1829) und 1841 Cournot das ünendlichkleine in sein Recht 
einsetzta Die Einleitung zu CournoVs Lehrbuch (90 S.) enthält die klarste 
Philosophie der Differentialrechnung, die bis jetzt geschrieben. Neuerdings 
ist das Vorurtheil wieder in Au&ahme, als ob die Grenzmethode strenger 
sei (vergl. z. B. Stolz); dazu ist zu bemerken, dass nur durch Vermittelang 
des ünendlichkleinen als eines bereits feststehenden uns gegebenen B^pciffs 
überhaupt von einer Annäherung an die Grenze gesprochen werden kann. 

Die Grenze z. B. 1 als lim^^ -y steht a priori fest, und dass der un- 
endliche Process sie erreicht, dass man ^ —^ gleich 1 setzt, wird eben 

durch den Begriff des unendlich kleinen du erzwungen, nur darf es nicht 
negativ definirt werden als die Grösse, welche kleiner als jede noch so kleine, — 
da würde Einwand I statthaben — , sondern positiv durch die Gleichung 
tt -|- A;(2u «» u, wenn Je endlich. Dabei bleibt noch zu eröiiem, wie man 
auf das du kommt. Seit Galilei und Kepler ist fortwährend mehr oder 
minder deutlich auf die eigentliche Bedeutung des dx hingewiesen als das, 
wie Cohen sagt, realisirende, d. h. die intensive Grösse, bezw. der Grössen- 
keim, der durch einen unendlichen Process die endliche, d. h. mit unseren 
eigenen körperlichen Abmessungen vergleichbare Grösse erzeugt Diese 
realisirende Bedeutung des dx hat im bestimmten Litegral niemals völlig 
unterdrückt werden können. Nur weil wir uns der einzelnen differentialen 
Stufen, durch welche unser Yorstellungsvermögen in Momenten N.'S hindurch- 
geht, nicht bewusst sind, gehen wir von der endlichen Grösse aus und kommen 
so auf das dx rückwärts durch einen unendlichen Theilungsprocess als 
dessen Grenzabschluss. Dass wir im Grenzabschluss oder Grenzbegriff eine 
Kategorie der Vernunft besitzen, welche den rastlosen Fortgang der nach 
dem Trägheitsgesetz an sich unbegrenzten Vorstellungsreihe hemmt, ist in 
neuester Zeit des öfteren betont werden. Derselbe infinite Process, der aus 
dem X das dx erzeugt, erzeugt aus dem dx das d^a:, eta Dass das ünendlich- 
kleine und das mit ihm stets verbundene Unendlichgrosse wohldefinirte B^riffs 
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sind, ist zuerst von Bolzano in seinen Paradoxien des Unendlichen (1847 
und 48) nachgewiesen. Dort findet sich die Bemerkung, dass die Vor< 
Stellung des Ganzen keineswegs durch die aller Theile der Reihe nach durch- 
zugehen braucht, dort die Stelle: „Eine Menge ist unendlich, heisst: „es 
ist eine Vielheit, die sich durch eine blosse Zahl nicht bestimmen lässt", 
daraus folgt aber noch gar nicht,' dass diese Vielheit etwa auf keine Art 
zu bestimmen sei, z. B. die Menge der E^inkte zwischen Ä und B [als welche 
ja angeschaut, bezw. gemessen werden kann]. Nächst Bolzano ist Kerry 
zu nennen, der im „System einer Theorie der Grenzbegriffe 1890" die richtige 
Bemerkung macht, dass der Begriff einer unendlichen Zahl keineswegs selbst 
etwas unendliches ist und der, was sehr wesentlich, nachweist, dass dieser 
Begriff in die weite Klasse der indirekten (d. h. durch Beziehungen zu fest- 
stehenden gegebenen) gehOrt, wie jedes x in einer Gleichung. Zu bemerken 
ist, dass eigentlich jeder Beziehungsbegriff seiner Natur nach auf einen 
unendlichen Prozess führt, z. B. die Gleichung ^ = y + y ^ führt unmittelbar 
auf die Beihe a; = -i- + -^ -|- • • • • Die Kunst des Mathematikers besteht 
gerade darin, durch Subtraktion und Multiplikation die direkte klare Vor- 
stellung der 1 für o; zu erwecken. Man sieht, wie treffend Dedekind die 
unendliche Menge als die ursprünglichgegebene auffasst. Wie nichtssagend 
die negative Definition des ünendlichkleinen ist, geht am besten aus der 
Fassung hervor, die ihr Cauchy in dem klassischen „cours d^analyse" von 
1821 gegeben: „eine Grösse wird unendlich klein, wenn ihr Zahlenwerth 
bis in's unendliche abnimmt, so dass er sich der Grenze nähert", dagegen 
hatte Berkeley völlig Becht mit Nr. 1; es muss heissen: Eine Grösse ist 
onendiich klein, wenn durch ihre unendlichfache Wiederholung eine endliche 
Grösse erzeugt werden kann. Auch auf die Einwände sub 2 und 3 muss 
eingegangen werden. Der Nullcharakter des Differentials ist nie verkannt 
worden, und Euler hat dx oder u geradezu mit Null bezeichnet, aber Null 
ist ein äusserst komplizirter Begriff, noch mehr als selbst 1, und die Mathe- 
matiker haben die Gewohnheit die verschiedensten Begriffe, wie z. B. die in 
a' mit demselben Zeichen zu bezeichnen. Die Null der Subtraktion ist u. a. 
Zeichen für einen Begriff, der Umfang ohne Inhalt hat, für einen Complex, 
der leer ist, und leer ist wohl die Grundbedeutung von sifr] die Null der 
Division ist ein Zeichen für einen Begriff, der Inhalt ohne Umfang hat, bezw. 
aus dessen Merkmalen ein Einzelnes, der Grösse nach Abstufbares verschwindet, 
wie das schon N. im lenuna 8 der Prinzipien am Beispiel des Dreiecks, 
das seine Form bewahrt, wenn die Seiten unendlich klein werden, klar ge- 
macht hat. Die Unterscheidung der beiden Hauptarten Null findet sich bei 
Euler in der Einleitung zu seiner Differentialrechnung, die weit tiefsinniger 

Abh. lor Oesoh. der Mathem. Vm. 9 
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ist, als sie den Zeitgenossen, die sie nicht verstanden, und daher nicht würdigten, 
erschien, wie schon Cohen betont hat; spotteten doch Johann B. und L. 
darüber, dass Nienwentiit 2m und m2 unterschied, wenn m nnendlicb. 
Kein Bild macht das Wesen der unendlich kleinen Grössen klarer als das 
von Berkeley im Spott gebrauchte; Gespenster der entschwundenen Grössen 
nennt er sie, es sind die Geister der werdenden Grössen. Unter sich sind 
die Differentiale gleicher Ordnung, d. h. die, welche durch gleich oft wieder- 
holten infiniten Prozess die endliche Grösse erzeugen, völlig homogen und 
vergleichbar und können alle Beziehungen von Grössen haben. 

Die weitere Fortsetzung der Geschichte der Differentialrechnung wflrde 
zu einer Geschichte der Mathematik des 18. und 19. Jahrh. werden müssen 
und ist eignen Werken zu überlassen. Ein sehr wichtiger Theil der Arbeit 
ist bereits geleistet durch die Geschichte der unendlichen Beihen von Beiff 
Tüb. 1889 und hier soll nur noch auf Cauchy eingegangen werden, der 
vielfach als Neubegründer der Analjsis angesehen wird. Z. hat im 2. Heft 
der Eopenh. Berichte von 1895 hervorgehoben, dass das 17. Jahrh. incL 
Huygens und Newton das Gefühl für die Strenge der Alten durchaus noch 
besass; das Geftlhl ging im Laufe des 18. Jahrh. verloren, bewies doch L. 
mittelst Wahrscheinlichkeitsrechnung, dass 1 — 1 + 1 — 1 •••• *=Ti 
wenn auch der geniale Instinkt Eulers ihn selten irren liess. Erst bei 
d'Alembert und besonders Lagrange beginnt die Gegenströmung. Lagrange 
hat zunächst die Differentialrechnung frei von aller Metaphysik begründen 
wollen; zuerst in der Abhandlung von 1772, dann in der so berühmt ge- 
wordenen „th6orie des fonctions analytiques 1796'^ 

Sein Grundirrthum, dass sich f(x -}~ ^) stets nach Potenzen von h 
entwickeln lasse, ist bekannt. Die Ableitung f(x) wird definirt als Koef- 
fizient von h, Lagrange geht also von der Taylor'schen Reihe aus. Sie 
findet sich zuerst in der Methodus incrementorum Brook Taylors von 1715, 
den Namen gab ihr L'Huilier 1786 in der Berliner Preisschrift, die Metho- 
dus incrementorum enthält auch die Vertauschung der unabhängigen Variabein 
zuerst (Kiepert-Formel 93). Die Reihe ist in derselben naiven Weise ab- 
geleitet, wie dies heute noch in den Schulen unter der Annahme geschieht, dass 
ic + £ wirklich der x benachbarte Werth ist, also f(x + *™ fi^) 4" ^f'i^) 
sei und ^ «= ne. Maclaurin leitete dann die nach ihm genannte Reihe 
mittelst der Methode der unbestimmten Koeffizienten ab. Joh. Bemonlli 
reklamirte die Taylor'sche Reihe als sein Eigenthum, und in der That ist 
sie im Grunde von der Bemoulli'schen Reihe, die Joh. bereits 1694 gegeben, 
nicht verschieden. Lagrange dehnte in der erwähnten Abhandlung von 1772 
die Reihe auf Funktionen beliebig vieler Yariabeln aus und gab in der 
Th6orie des fonctions, die nach ihm genannte Form des Restes (K.) nod 



Digitized by VjOOQIC 



Zur Geschichte and Philosophie der Diiferentialrechnang. 131 

damit zugleich auch eigentlich den sog. ersten Mittelwerthsatz der Integral- 
rechnung, wenigstens in dem speziellen Fall, wenn h (x) gleich 1 ist. Cauchj's 
hedeutendste Leistungen knüpfen an die Taylor 'sehe Reihe an, er gab 1826 
die nach ihm benannte Form des Restes, Kiepert-Formel Nr. 49b, die 
in der Anmerkung gegebene Erweiterung rtihrt von Boche her (Montpellier 
1858, bezw. Scblömilch, Handbuch der Diff. und Integr. 1847). Von Cauchy 

ist das erste „Monstrum" die Funktion e~^ behandelt, deren sämmÜiche 
endliche Ableitungen yerschwinden, deren Maclaurin'sche Entwickelung also 
ftlr jedes x convergirt, ohne f(x) dai-zustellen. 

Cauchy hat zuerst die Nothwendigkeit allgemein plausibel gemacht, die 
- Grundbegriffe der Analyse, das ünendlichkleine, die Eontinuitttt, die Con- 
yergenz genau zu unterscheiden und zu definiren, wenngleich ihm Gauss 
und Bolzano vorangingen und ihn an Strenge übertrafen, so drangen sie 
doch nicht in die Oeffentlichkeit. Cauchy hat auch die Theorie der Funk- 
tionen complexer Variabein, wenn auch nicht geschaffen, das hat auch Gauss 
vor ihm gethan, aber als neuen wichtigen Zweig in die wissenschaftliche 
Welt eingeführt. Zu bemerken ist, dass Cauchy die komplexen Zahlen 
nie als Zahlen anerkannt hat, wie dies Gauss, cf. die Anzeigen zur Theorie 
der biquadratischen Beste, gethan hat. Cauchy hat 1814 (Memoire sur les 
integrales d^finies) gezeigt, dass die Yertauschbarkeit der Beihenfolge der 
Integration nur gestattet ist, wenn keine innere Divergenz stattfindet; er hat 
die entsprechende Bedingung für die Differentiation unter dem / angegeben 
(Anc. exerc. Tom. II), die einfache Ableitung der Taylor'schen Reihe durch 
Integralrechnung gegeben und 1831 (M6m. sur le calc. des limites) den ent- 
scheidenden Satz gegeben: Dass die Taylor'sche Beihe convergirt im Innern 
eines Convergenzkreises, der durch den dem Entwicklungscentrum nächsten 
singulären Punkt geht Dass die Reihe weiter convergiren kann, dann aber 
nicht die erzeugende Funktion, sondern die von der hebbaren Unstetigkeit 
befreite darstellt, hat wohl zuerst Biemann ausgesprochen. Abschliessend 
sind die Arbeiten von Pringsheim in den Berichten der Math. -Vereinigung 
von 1893. Als bedeutendste Leistung Cauchy's gilt das Memoire von 
1825 sur les integrales d^finies prises entre des limites imaginaires, in 
welchem er die Abhängigkeit des bestimmten Integrales vom Integrations- 
weg nachwies (also komplexe Werthe der Yariabeln zuliess) und damit den 
eigentlichen Grund für die Periodicität der aus den Integralen algebraischer 
Integranden entspringenden Funktionen aufdeckte. Sofort nach dem Er- 
scheinen des Briefwechsels zwischen Gauss und Bessel wurde in der deutschen 
Litter.-Zeii von 1881 Nr. 37 darauf hingewieseu, dass Gauss im Brief 
vom 18. Dez. 1811 sich bereits mit der komplexen Integration als Quelle 
der Periodicität völlig vertraut zeigt. Gauss hat auch den Beweis, dass 

9* 
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das geschlossene Integral um einen synektischen Bereich ist, durch Trans- 
formation auf ein Doppelintegral, das über sämmtliche Elemente der be- 
treffenden Fläche summirt wird, gegeben. Das nimmt dem Verdienste 
Cauchy's nichts, der ja auch das grandlegende Theorem der Determinanten, 
das Multiplikationsgesetz zuerst mit Beweis yeröffentlicht hat. Wohl sind 
in den 789 Memoiren viele Irrthümer, manche Einschränkungen sind 
seinen Sätzen über Stetigkeit etc. zuzufügen, aber die Theorie der Con- 
vergenz der Beihen nicht nur, sondern unsere ganze heutige Analysis geht 
auf Cauchy zurück, an den Weierstrass ganz unmittelbar anknüpft 
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K K. HAUPTMANN IM OENIEGOBPS (180S— 1860). 
VON 
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1) Ein Auszug dieser Biographie ist in ungarischer Sprache auf 8. XX—XX VIII 
der neuen Ausgabe des Appendix erschienen: „J. Boljai: Scientia spatii absolute 
yera." Mit Vorwort, ungarischer üebersetzung und Erläuterungen von J. Sut&k 
sowie J. Boljais Biographie von F. Schmidt. Budapest 1897. 
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Als ich Yor dreissig Jahren mit J. HoüeP) in Bordeaux bekannt wurde, 
ersuchte mich dieser ihm nähere Mittheilungen über das Leben und die 
Werke der beiden ungarischen Mathematiker Wolfgang und Johann Bolyai 
zu machen, üeber Wolfgang Bolyai war in Wurzbachers Biographischem 
Lexicon (2. Band, Wien 1857) eine Lebensgeschichte erschienen. Weitere 
Mittheilungen yerdankte ich dem Herrn Prof. Samuel 8zab6, gegenwärtig in 
Klausenburg, welcher auch die Güte hatte mir zwei Exemplare des Ten- 
tarnen^) (sammt den übrigen ungarischen und deutschen Werken Wolfgang 
Bolyais) zu übersenden. Eines der Exemplare des Tentamen erhielt Prof. 
Hoüel in Bordeaux. 

Die Nachrichten über Johann Bolyai beschränkten sich darauf^ dass 
dieser k. k. Hauptmann im Genie-Corps war, viele Duelle hatte, den Appen- 
dix schrieb, 1833 in den Buhestand trat — und 1860 starb. 

Bestrebt nähere Aufschlüsse über das Leben und Wirken dieses genialen 
Mannes zu erhalten, dessen einzige Abhandlung nach einander in allen Cultur- 
sprachen und 1895 sogar japanisch erschienen ist, wandte ich mich an die 
konigl. Gesellschaft der Wissenschaften in Göttingen, um eine Abschrift 
des Briefwechsels zwischen Wolfgang Bolyai und C. F. Gktuss zu erlangen, 
denn W. Bolyai und Gauss waren Jugendfreunde, besuchten von 1796 — 1798 
die Universität in Göttingen und blieben bis 1853 in Correspondenz. Meinem < 
Ansuchen wurde im Dezember 1896 in dankenswerther Weise entsprochen 
und mit Benützung dieser Briefe, einer fragmentarischen Selbstbiographie 
Johanns und eines an seinen Vater gerichteten Briefes, der sich in seinen 
Papieren vorgefunden hat, kann ich die folgende Lebensbeschreibung geben. 

Johann Bolyai de Bolya ist am 15. Dez. 1802 zu Elausenburg ge- 
boren. Sein Vater, Wolfgang, war 1804 — 1851 Professor der Mathematik 



1) Jules Hoüel, Prof. an der Facult^ des Sciences in Bordeaux, geboren 
7. April 1828, gestorben 14. Juni 1886. 

2) Unter Tentamen wird das zu Marcs Väsärbely ohne Angabe des Ver- 
fassers 1832—83 erschienene und lateinisch verfasste Lehrbuch Wolfgang Bolyais 
in 2 Bänden verstanden. — Der Appendix zum ersten Band ist jene berühmte 
Abbandlang Ton Jobann Bolyai über Nicht-Euklidische Geometrie, die kurz als 
„Appendix^* bezeichnet wird. 
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und Physik am ey.-ref. Collegium zu Maros V&sÄrhelj und ist 81 Jahre 
alt am 20. November 1856 gestorben. Seine Mutter, Susanna Benko de 
Arkos, war eine schöne Erscheinung mit vorzüglichen F&higkeiten, aber 
hysterischer Natur; die letzten vier Jahre verlebte sie in Wahnsinn. 
Trotz des bescheidenen Einkommens eines damaligen Professors in Sieben- 
bürgen liess der Yater seinem Sohne eine sorgföltige Erziehung zu Theil 
werden. Den ersten Unterricht erhielt der sehr aufgeweckte Sohn im elter- 
lichen Hause. Die besten Studenten waren seine Hauslehrer. Den Unterricht 
in der Mathematik behielt der Yater für sich. Johanns Fortschritte in 
der Mathematik waren so schnell, dass er — wie sein Yater öfter er- 
zählte — den Beweis des Theoremes gar nicht abwartete und die Lösung 
des Problemes selber gab. „Wie ein Teufel sprang er vor mich" — sind 
die Worte seines Yaters, „und bat mich weiter zu gehen." Im Alter von 
zwölf Jahren legte er das „Eigorosum" (die Prüfung über sechs Gymnasial- 
klassen) ab, und wurde nach der Sitte jener Zeit „Student". Seine Ueber- 
Setzung aus dem Ungarischen ins Lateinische (bei dem Bigorosum) war im 
Stile des Tacitus geschrieben, so dass die Professoren die Arbeit nicht 
genug loben konnten. Student war er zwei Jahre lang, oder besser ge- 
sagt, zwei Jahre ging er in das Collegium Damen-Brett spielen. Die Vor- 
lesungen besuchte er selten. Als die Zeit der Prüfungen herankam, klagten 
ihn die Professoren bei seinem Yater an, der dem leichtsinnigen Sohn einen 
Yerweis ertheilte. Nach zweimaligem Durchlesen der Yorlesungen ging er 
zur Prüfimg und antwortete vorzüglich; woraus man ihn auch fragen mochte, 
er war vollkommen vorbereitet. 

Wenn der Yater krank war, schickte er den Sohn in die Schule, 
damit dieser den bärtigen Schülern jener Zeit Yorträge halte, und die 
Schüler hörten den 13jährigen Sohn lieber an, als den Yater, weil sie ihn 
besser verstanden. 

Schon im zwölften Jahre war er ein vorzüglicher Yiolinspieler, so 
dass er die schwersten Stücke vom Blatte spielen konnte. In seiner Selbst- 
biographie findet sich über seine Einderjahre folgende Stelle: „Schon mit 
3 — 4 Jahren hatte ich Neigung zum Nach- und Selbstdenken und zur Mathe- 
matik, indem ich den Boden mit mathematischen Figuren vollschrieb, die fünf 
regelmässigen Körper kannte und auch ihre Namen. Auch über die Gestalt 
der Erde, des Himmels und das Wesen Gottes dachte ich nacL" . . . 

Diese selbstbiographischen Notizen werden ergänzt durch einen Brie^ 
den sein Yater am 18. Dezember 1807 über seine Familie an Gauss schrieb: 
„Dieselbe besteht aus meinem Erstgebornen (eine Tochter ist mir gestorben), 
der ist ein geistvoller, schöner Bub und von festem Körper, er ist fünf- 
jährig, ich lehre ihn noch nicht, doch im Spiele hat er viele Gestirne am 
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Himmel kennen gelernt und die gewöhnlichen geometrischen Gestalten u. dgL ; 
er macht Yon seinen Begriffen auch schickliche Anwendungen, z. B. er 
zeichnet von sich selbst die Lage der Sterne in den Gestirnen mit Kreide 
aus. Einmal noch im yorigen Winter schnitt er ein Eartoffel-Sinns eines 
Kartoffel-Bogens, and so war es; wieder als er auf dem Lande den Jupiter 
erblickte, sagte er: Wie ist es, dass man den auch von der Stadt, auch 
von da sieht, — er muss weit sein. — Wieder drei entlegene Oerter, wo 
er gewesen ist, verlangt er, ich sollte es ihm mit einem Worte bezeichnen; 
ich wusste es nicht, nun fragte er, ob das eine mit dem anderen in einer 
Linie wäre, und so alle nach der Reihe, nun sagte er, also ist es ein 
Triangel u. dgl. viele. Er hat eine grosse Lust am Papierschneiden mit 
der Scheere; einmal schneidet er ein A, es war rechtwinkelig; nun wie- 
wohl ich ihm nichts von den Arten der Triangel jemals sagte, sprach er, 
dies sei so ein Dreieck, wie ein halbes Bechtangel. — Seinen Körper übe 
ich vorzüglich; kann mit seiner kleinen Haue in der Erde gut arbeiten. 

— Es kann die Blüthe fallen ohne Frucht zu lassen. Soll die Hoffiiung 
nicht täuschen, so soll er nach 15 Jahren zu Euch reisen, und Dein Schüler 
sein; wenn ich gesund bin dazumal, begleite ich ihn zu Dir." 

In Johannas Selbstbiographie findet sich femer folgende Stelle: „Mit 
neun Jahren lernte ich dui*ch Daniel Yajda die sechs Bücher des Euklid, 
später nach Yega's Vorlesungen. Er (= der Yater) machte mich auf die 
grosse Lücke und ünvoUkommenheit der Parallelentheorie aufmerksam, be- 
deutete mich weit besseres als seine Vorgänger geleistet, vollständige und ge- 
bührende Befriedigung aber dennoch nicht gefunden zu haben, — insofeme als 
keines seiner Axiome den geforderten Grad geometrischer Evidenz besitze, 
obschon jedes zum strengen Beweis des XL Axioms hinreiche und, so sehr 
auch jedes von ihnen auf den ersten Blick, und voreilig geurtheilt annehm- 
bar scheine. Er behauptet jedoch ohne Beweis, es sei unmöglich das 
XL Axiom zu beweisen. — Er suchte mich, nicht ohne Grund besorgt, 
ich könnte damit mein ganzes Leben umsonst oder vergeblich zubringen, 
auf alle mögliche und erdenkliche Art von allen weiteren Untersuchungen 
dieses Gegenstandes gänzlich abzuhalten und abzuschrecken. — Mit seiner 
gütigen Erlaubnis sei es gestattet, um seine Ideen darüber einigermassen 
zu schildern, einen Auszug aus einem Briefe von ihm einzurücken.'' (Fehlt) 

— Dieser Brief ist vom Vater an den Sohn in der Ingenieur- Akademie ge- 
richtet gewesen. 

Am 10. April 1816 schreibt W. Bolyai an seinen Freund Gauss über 
seinen Sohn und über dessen weitere Ausbildung: 

„Höre meinen Plan: Mein IdV^ Jahre alter Sohn konnte, als er das 
9. Jahr erreichte, nichts als deutsch und ungarisch sprechen und schreiben, 
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und ziemlich ans Noten Violin spielen; er wnsste sogar zu addieren nielii; 
ich fing zuerst mit Euklid an, nachdem wnrde er mit Enler bekannt; jetzt 
weiss er von Yega (welcher mein Manual ist im Collegio) nicht nur die 
ersten zwei Bände überall, sondern ist auch im dritten und vierten Band 
bewandert, liebt Differential- und Integral-Rechnungen, und rechnet dann 
mit ausserordentlicher Fertigkeit und Leichtigkeit, so wie er in Violin- 
Concerten den Bogen in schweren Läufen leicht führen kann . . . jetzt endigt 
er bald meine Physik- und Chemie-Vorlesungen; einmal hat er auch hier- 
Yon mit meinen erwachsenen Schülern ein Öffentliches, sehr löbliches Examen 
gegeben in lateinischer Sprache, theils wo ihn andere ad aperturam fragten, 
theils bei Gelegenheit Hess ich ihm einige Beweise in der Mechanik mit 
Integral-Rechnung fahren, wie veränderliche Bewegung, der Cjcloide u. dgL 
Nichts war mehr zu wünschen, edle Einfiachheit, Klarheit, Schnelligkeit und 
Leichtigkeit waren auch für Fremde hinreissend, er hat einen schnell und 
vielfassenden Kopf, und manchmal Blitze von Genie, die mehrere (GreisteB-) 
Riesen auf einmal mit einem Blicke findend durchsehen; er liebt reine, tiefe 
Theorien und Astronomie; ist schön und ziemlich fest gebaut, und sieht sonst 
still aus; ausgenonmien, dass er sehr gern und feuervoll mit andern Cndem 
spielt; sein Charakter wird, insofern man urtheilen kann, fest und edel; ich 
habe ihn zum Opfer der Mathematik bestimmt, er hat sich auch dazu gewidmet 
und verlangt nach zwei Jahren zu Dir, wenn Du auch verlangst einen echten 
Apostel der Wahrheit in einem fernen Lande zu bilden; ich wollte ihn 3 Jahre 
lang bei Dir halten, und wenn es möglich wäre (wir wollen treu und offen- 
herzig alle Umstände erwägen) in Deinem Hause, denn allein kann man einen 
15 jährigen Jüngling nicht lassen, und einen Hofmeister mitzuschicken über- 
steigt meine, durch viele Processe geschwächten Kräfte; — indessen einem 
Studenten, der von hier hinaufginge, könnte ich ihn doch anvertrauen, und 
würde ihm ein Honorarium geben, wenn ich nur dann einen bekäme, dem 
ich soviel trauen könnte, — Deiner Frau Gemahlin Unkosten würde ich, 
versteht sichs, schon entschädigen. . . . Wir würden aUes anordnen, wenn 
ich mit ihm zu Dir hinaufginge. . . . Einige haben gerathen ihn zu Pasquich 
(Ofher Astronom) • . zu geben; andere haben zum Bugge gerathen in Wien; 
ich und er verlangen in jeder Rücksicht zu Dir!'' . . . 

Auf diesen Brief Boljais kam von Gauss keine Antwort Nachdem 
der Wunsch des Vaters, seinen Sohn nach Göttingen zu bringen, nicht in 
Erfüllung gegangen war, kam Johann 1817 nach Wien in die k. k. Genie- 
Akademie, ein Entschluss, der mit grossen Opfern verbunden war. — In 
der Genie-Akademie war Johann der beste Schüler seiner E[la8se. — Sein 
Lehrer für Mathematik war Johann Wolter von Eckwehr, k. k. Hauptmann 
im Genie-Corps. Bei der Inspizirung der Schule durch den Chef des G^nie- 
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Corps, den Erzherzog Johann, hatte Johann Gelegenheit Proben seines Talentes 
zu geben. 

Schon aas der Genie-Akademie berichtete er seinem Vater: „Er habe zu 
einem möglichen Beweise des XI. Axioms znerst den Weg eingeschlagen, 
za beweisen, dass eine mit einer Geraden gleichlaufende d. i. davon in einer 
Ebene überall gleichweit abstehende Linie, auch eine Gerade sei, — und 
habe zu diesem Zweck die Eigenschaft einer solchen Linie ftLr den Gegen- 
fall zu entwickeln angefiemgen. — Da antwortete dieser 1820 in einem 
denkwUrdigen Schreiben folgendermassen." (Dieser Brief fehlt.) 

Aus den Akten des k. und k. Reichs -Kriegs -Ministeriums stammen 
folgende Daten: 

Boljai, Johann de Bolja, — Land: Siebenbürgen. — Geboren: 1802, Reli- 
gion: reformirt. — Assentirt und eingetheilt am 7. September 1822. Vom 
Zögling der 7. Classe der Ingenieur-Akademie zum Cadetten des Ingeiiieur- 
Gorps. — Ernannt: unter lieutenant: 1. Sepb 1823 bei der Fortification- 
Localdirektion in Temesvar. — Ernannt: Oberlieutenant den 8. Sept. 
1827. — Transferirt 2. September 1830 nach Lemberg. — Ernannt: 
Capit. Lieutenant 14. März 1832. — Uebersetzt 29. April 1832 zur 
Fortification-Localdirektion nach Olmütz. — Pensionirt 16. Juni 1833. — 
Gestorben 1860. 

Die Reise in seine erste Garnison von Wien nach Temesyar, 72 Meilen, 
bat er vom 17. bis 30. September 1823 zurückgelegt, und dafür 36 fl. 
Cony. Münze Vorspann-Gebühren bezahlt. 

In seinem Corps war er der erste Mathematiker, der beste Yiolinspieler, 
aber auch der erste Fechter. 

In Temesvar scheint Johann dem Wesen nach sein Problem erfasst 
za haben. In seinen Papieren hat mein Sohn, Prof. Dr. Martin Schmidt, 
einen in ungarischer Sprache geschriebenen Brief Johanns an seinen Vater 
Torgefonden, der wie folgt lautet: 

„Temesvar^ 3. November 1823, — Lieber, guter Vater! Ich habe über 
meine Entdeckung so übermässig viel zu schreiben, dass ich mir gerade 
jetzt nicht anders zu helfen weiss, als dass ich mich in Nichts einlasse 
und blos auf einen Quartbogen schreibe; ich erwarte Antwort auf meinen 
zwei Bogen starken Brief .... Zuerst antworte ich auf das Binomium: • . . ." 

Das Ende des Briefes lautet: 

„Mein Entscliluss steht fest ein Werk über die Parallelen herauszu- 
geben, sobald ich den Stoff geordnet habe und es die Umstände erlauben; 
gegenwärtig hab' ich es noch nicht entdeckt, aber der Weg, welchen ich 
befolgt habe, verspricht beinahe sicher die Erreichung des Zieles, wenn es 
überhaupt möglich ist; ich habe das Ziel noch nicht, aber ich habe so 
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grossartige Sachen herausgebracht, dass ich selbst verblüfft war, und es 
ewig Schade wäre, sollten sie verloren gehen; wenn Sie sie sehen werden, 
werden Sie es auch erkennen; jetzt kann ich nur soviel sagen, dass ich 
aus Nichts eine neue andere Welt geschaffen habe; — alles, was ich 
bisher geschickt habe, ist ein Kartenhaus im Vergleich zu einem Thurme. 
Ich bin überzeugt, dass es mir nicht minder zur Ehre gereichen wird, als 
ob ich es schon entdeckt hätte/' 

Dieser Brief stimmt überein mit seinen selbstbiographischen Notizen, 
wo er sich folgendermassen äussert: 

„Erst im Jahre 1823 hatte er dem Wesen nach sein Problem durch- 
drungen, obschon auch nachher noch Vervollkommnungen hinsichtlich der 
Materie und Form hinzukamen. — Diese Arbeit, worin bereits der Grund 
zum Ganzen gelegt war, teilte er seinem Vater und anderen Personen, 
auch seinem einstmaligen Lehrer J. Wolter von Eckwehr im Jahre 1825 
mit, und das betreffende Schriftstück dürfte sich in des Letzteren Nach- 
lasse befinden." 

Meine zur Auffindung dieser Mittheilung unternommenen Schritte bei 
der Familie Wolters, von der nur noch ein Sohn am Leben ist, sind erfolglos 
geblieben. — In den nachgelassenen Aufzeichnungen Johann Boljais befindet 
sich ein zwei Bogen umfassendes Manuscript des Appendix in deutscher 
Sprache, an vielen Stellen überschrieben und ausgebessert; das dazu ver- 
wendete Papier ist jenem des Briefes von 1823 ähnlich, vielleicht noch älter. 

Der Appendix war also ursprünglich in deutscher Sprache geschrieben. 
Bei einem Zusammentreffen mit seinem Vater veranlasste dieser ihn die 
Arbeit in's Lateinische zu übersetzen. Johann übergab sie dem Vater zur 
Drucklegung und trug 104 fl. 64 Kr. zu den Kosten bei. — 

Sie erschien als Appendix zum ersten Band in seines Vaters Werk: 

Tentamen juventutem studiosam 1832^). Vom Appendix waren schon 

1831 Separat- Abdrücke fertig gestellt. 

Das Erscheinen dieser Abhandlung veranlasst Wolfgang Boljai den 
15 Jahre hindurch unterbrochenen Briefvrechsel mit Gauss wieder auf- 
zunehmen. — üeber seinen Sohn schreibt W. Bolyai an Gauss am J^, Juni 1831 
aus M. V&s&rhely: 



1) Der volle Titel des Appendix, dem anch eine Tafel beigefügt ist, lautet: 
Appendix, Scientiam Spatii absolute veram exhibens; a veritate ant lalsitatB 
axiomatis XI Eaclidei (a priori haud unquam decidenda) independentem ; adject» 
ad casum falsitatis quadratura circuli geometrica. Auetore Johanne Boljai de 
Eadem, Geometrarum in Exercitu Caesareo Regio Austriaco Castrenaium Capi* 
taneo, — Marcs -VäÄ&rhelyini, 1832. Typis Collegii Beform, per Josephum et 
Simeonem Kali de Felsö-Vist. 
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^er ist schon Oberlientenant im Gtenie- Corps und wird schon bald 
Hauptmann, ein schöner Jüngling, virtuos anf der Yiolin, guter Fechter 
und brav, aber hat oft duellirt^) und ist überhaupt noch ein zu wilder 
Soldat — aber auch sehr fein — Licht in Finsternis — und Finsternis 
im Lichte — und ein passionirter Mathematiker mit sehr seltenen Geistes- 
fUhigkeiten — itzt ist er in Lemberg in Garnison — ein grosser Verehrer 
von Dir — Dich zu verstehen und zu schätzen fähig. — Auf seine Bitte 
schicke ich dieses sein Werkchen zu Dir: habe die Güte es mit Deinem 
scharfen, durchdringenden Auge zu beurtheilen und Dein hohes ürtheil ohne 
Schonung in Deiner Antwort, anf die ich sehnsuchtsvoll warte, zu schreiben. 
Es ist der erste Anfang von meinem Werke, welches unter der Presse ist, 
ich war Willens den ersten Band itzt mitzuschicken, es ist aber noch nicht 
heraus. . . . Mein Soh^ hält mehr von Deinem ürtheil, als von ganz 
Europa — ... Der üebergeber dieses Briefes, Sohn des damals in Göttingen 
gewesenen Daniel v. Zeyk, war in Paris, und ist aus London zu Euch 
gekommen, — einer meiner liebsten und besten Schüler". (Zeyk hat weder 
den Brief von 1831, noch die darin erwähnte Arbeit persönlich übergeben, 
sondern wie Gauss in seinem Brief vom 6. März 1832 erwähnt, sie nur 
zugestellt. Anm. von F. Schmidt) 

Nachdem auch auf diesen Brief keine Antwort gekommen war, schrieb 
W. Boljai an Gauss abermals: am 16. Jäner 1832: 

„Dieses Werkchen hatte ich zu gleicher Zeit mit dem ersten Briefe 
abgeschickt und wusste lange nicht, wo es in den fatalen Cholera-Ümständen 
hingekommen sey — nun schicke ich es durch Post unter Becepisse zum 
H. Joseph von Zeyk mit der Bitte, dass er einen Weg ausfindig mache, 
mein Werk (sobald es herauskömmt) Dir kostenfrei einzuhändigen. — 
Wegen der Choleraumstände habe ich aus Ungarn kein Papier bekommen 
können. . . . Mein Sohn war nicht gegenwärtig, wie sein Werkchen gedruckt 
wurde: er Hess die Errata (die hinten sind) drucken; ich habe die meisten, 
um Dir weniger lästig zu sein, mit Feder corrigirt. — Er schreibt aus 
Lemberg, dass er nachdem manches vereinfacht und eleganter gemacht, 
und die Unmöglichkeit, a priori zu bestimmen, ob das Ax. XI wahr sey 
oder nicht, bewiesen habe. Verzeihe mir dieser Angelegenheit wegen — 
mein Sohn hält mehr von Deinem Urtheile, als von ganz Em-opa — und 
harret allein darauf. Ich bitte Dich innigst mich bald von Deinem Urtheile 
zu benachrichtigen, welchem gemäss ich ihm nach Lemberg schreiben soll.'' 



1) In einer Gamieon forderten ihn 13 Cavallerie-Officiere; er nahm die Forde- 
rungen an, mit der Bedingung, dass ihm gestattet werde, nach je zwei Duellen 
ein Stück anf der Yiolin zu spielen. — Er blieb Sieger über Alle. 
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Nach einer Pause von 24 Jahren schreibt Gauss am 6. Märe 1832^)-. 

„Dorch Deine beiden, mir durch Herrn Zejk zugestellten 
Briefe hast Du mein alter, mir unyergesslicher Freund mich sehr er- 
freut. Ich zögei-te nach Empfang des ersten. Dir sogleich zu antworten, 
weil ich erst die Ankunft der yersprochenen kleinen Schrift erwarten 
wollte. . . . 

Jetzt Einiges über die Arbeit Deines Sohnes. 

Wenn ich damit anfange „dass ich solche nicht loben darf^ so 
wirst Du wohl einen Augenblick stutzen: aber ich kann nicht anders; sie 
loben, hiesse mich selbst loben: denn der ganze Inhalt der Schrift, der 
Weg, den Dein Sohn eingeschlagen hat, und die Resultate, zu denen er 
geführt ist, kommen fast durchgehende mit meinen eigenen, zum Tfaeü 
schon seit 30 — 35 Jahren angestellten Meditationen, ftberein. In der That 
bin ich dadurch auf das Aeasserste überrascht. Mein Vorsatz war, Ton 
meiner eigenen Arbeit, von der übrigens bis jetzt wenig zu Papier gebracht 
war, bei meinen Lebzeiten gar nichts bekannt werden zu lassen. Die meisten 
Menschen haben gar nicht den rechten Sinn für das, worauf es dabei an- 
kommt, und ich habe nur wenig Menschen gefunden, die das, was ich ihnen 
mittheilte, mit besonderem Interesse aufnahmen. Um das zu können, muss 
man erst recht lebendig gefühlt haben, was eigentlich fehlt, und darüber 
sind die meisten Menschen ganz unklar. 

Dagegen war meine Absicht mit der Zeit alles so zu Papier zu bringen, 
dass es wenigstens mit mir dereinst nicht unterginge. 

Sehr bin ich also überrascht, dass diese Bemühung mir nun erspart 
werden kann und höchst erfreulich ist es mir, dass gerade der Sohn meines 
alten Freundes es ist, der mir auf eine so merkwürdige Art zuvor- 
gekommen ist. 

Sehr prägnant und abkürzend finde ich die Bezeichnungen: doch glaube 
ich, dass es gut sein wird für manche Hauptbegriffe nicht bloss Zeichen 
oder Buchstaben, sondern bestimmte Namen festzusetzen, und ich habe be- 
reits vor langer Zeit an Einige solcher Namen gedacht — So lange man 
die Sache nur in unmittelbarer Anschauung durchdenkt, braucht man keine 
Namen oder Zeichen; die werden erst nöthig, wenn man sich mit Anderen 
verstSndigen will. — So könnte z. B. die Fläche, die dein Sohn F. nennt, 
eine Parasphäre, die Linie L ein Paracjkel genannt werden: es ist im Gmnde 
Eugelfläche oder Kreislinie Yon unendlichem Radius. Hypercjkel könnte 
der Complexus aller Punkte heissen, die von einer Geraden, mit der sie 
in einer Ebene liegen, gleiche Distanz haben; ebenso Hypersphäre. Doch 



1) Gauss letzter Brief war ans dem Jahre 1808. 
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das sind alles nur unbedeutende Nebensachen: die Hauptsache ist der 
Stoff, nicht die Form. 

In manchem Theile der Untersuchung habe ich etwas andere Wege 
eingeschlagen. • . . 

(Hier folgt ein geometrischer Beweis Ton Gauss, den Herr Prof. Dr. 
Paul Stftckel in Kiel in den Qöttinger Nachrichten 1897 heraus- 
gegeben hat.) 

... Es steht Dir frei es Deinem Sohne mitzutheilen: jedenfalls bitte 
ich Dich, ihn herzlich yon mir zu grüssen und ihm meiner besonderen 
Hochachtung zu yersichem, — fordere ihn aber doch zugleich auf sich mit 
der Aufgabe zu beschäftigen: 

Den Kubikinhalt des Tetraeders (yon vier Ebenen begrenzten Baumes) 
zu berechnen. Da der Flftcheninhalt eines Dreiecks sich so einfach angeben 
Iftsst, so h&tte man erwarten sollen, dass es auch ftlr diesen Kubikinhalt 
einen eben so einfachen Ausdruck geben werde: aber diese Erwartung wird, 
wie es BcheiQt, getäuscht. 

Um die Oeometrie yom Anfange an ordentlich zu behandeln, ist es 
nnerlftsslich die Möglichkeit eines Plannums zu beweisen; die gewöhnliche 
Definition enthält zu yiel und implicirt eigentlich subreptiye schon ein 
Theorem. Man muss sich wundern, dass alle Schriftsteller yon Euklid bis 
auf die neusten Zeiten so nachlässig dabei zu Werk gegangen sind: allein 
diese Schwierigkeit ist yon durchaus yerschiedener mit der Schwierigkeit 
zwischen £ und 8 zu entscheiden, und jene ist nicht gar schwer zu heben. 
— Gerade in der Unmöglichkeit, zwischen £ und S a priori zu entscheiden. 
Hegt der klarste Beweis, dass Kant unrecht hatte zu behaupten, der Baum 
Bei nur Form unserer Anschauung. Einen anderen eben so starken Grund 
habe ich in einem kleinen Aufsatz angedeutet, der in den Göttingischen 
Gelehrten Anzeigen 1831 steht, Stück Seite 625 " 

Im Besitze eines Exemplars des Appendix, welches handschriftliche 
Au&eichnungen yon Johann und Wolfgang Bolyai enthält, theile ich die 
Wesentlichsten hier mit 

Dieses Exemplar scheint yom Vater an den Sohn nach Lemberg wegen 
Feststellung des Titels und der Figurentafel gesendet worden zu sein. 

Die Innenseite des Umschlages ist yon Johann Boljai beschrieben und 
enthält folgende: 

j^Anmerkung. Des Verfassers Schuld könnte es doch offenbar nie 
Bein, wenn allenfalls ein ürtheil hierüber bloss deshalb schief und gering- 
schätzend ausfiele, weil betreffender Becensent nicht gehörig Meister der 
Sache geworden ist. 

Zur Erleichterung der Beurtheilung und Vorbereitung wird es gut 
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sein, den mit dem Wesen der Sache noch nicht Vertranten, das yom k. 
k. Oberstlientnant FreiheiT von Yega am Ende des 2. Bandes seiner hoch- 
geschätzten Vorlesungen über die Mathematik anempfohlene Werk unter 
dem Titel: Kritik der Parallel-Theorie von Job. Jos. Jg. Hofimann, Jena 
1807, fleissig lesen; indem selbst sonst berühmte Mathematiker hinsichtlich 
dieses Gegenstandes nicht nur ganz befangen und im Dunkeln, sondern An- 
fangs sogar unempfänglich und gleichgültig sind — die sich jedoch dann 
niemals zur Classe der Geometer vom ersten Range bekennen dürfen." 

Es folgen dann zwei Blatt Schreibpapier: Auf dem ersten ist der 
Titel des Appendix, genau wie im Tentamen abgedruckt, von Johann Boljai 
geschrieben. — Das nächste Blatt mit anderer Tinte von Wolfgang Boljai 
geschrieben, enthält einen Titel lautend: Appendix prima. Scientia spatii 
absolute yera, nulli quoad parallelas supposito Axiomati (Euclideo yel alii 
simili) inniza. Auetore Johanne Boljai de eadem Geometrarum in Exercitn 
Cesareo Regio Austriaco Gastrensium Locumtenente Primario. Auctoris 
Filio; es scheint der vom Vater gewählte Titel zu sein. — Die Figuren- 
tafel ist gezeichnet und Fig. 23 bloss in Bleistift skizziert. — Im Texte sind 
am Rande meist unleserliche Bemerkungen gemacht. Das Exemplar scheint 
eine Art Correkturexemplar gewesen zu sein; dasselbe ist mehrfach durch- 
stochen, wie diess bei Sendungen vorkommt, die aus mit Epidemien verseuchten 
Gegenden anlangen. 

Am 20. April 1835 schreibt Boljai gelegentlich der üebersendung der 
zwei Bände seines Tentamens an Gauss: „. . . Am Ende des 2. Bandes ist nebst 
der Erleuchtung mancher im ersten gegebenen Begriffe, auch eine gewisse 
Einigkeit bei der Trigonometrie nach dem Gedanken meines Sohnes. — Gerne 
hätte ich die Auflösung des Tetraeders drucken lassen, welche mein Sohn 
noch ein Jahr vor der Herausgabe seines Appendix fand, aber die Formeln, 
die ich sah, waren zu verwickelt, und ich weiss sie nicht. — Und über 
alles hätte ich den Beweis davon drucken lassen, dass es absolut unmöglich 
sei, dem menschlichen Auge es einzusehen, ob das XI. Axiom wahr sei, oder 
nicht: mein Sohn behauptet, den evidenten Beweis davon zu haben, — icli 
kann sonst nichts beweisen, als dass sowohl das Sein, als das Nichtsein 
dieses Satzes mit den übrigen euklidischen Axiomen gleich bestehen könne, 
und dadurch zwei verschiedene Sjsteme (jedes für sich insofern gleichbe- 
stehend) seien, welches ich schon seit vielen Jahren her weiss." .... Schon 
am Ende dieses Briefes klagt Boljai seinem Freunde über die Herzlosigkeit 
seines Sohnes. 

Weiter findet sich im Briefwechsel zwischen Gauss und Boljai nichts, 
ausser, dass das Verhältnis zwischen Vater und Sohn unleidlich wurde 
und soweit ausartete, dass der Sohn den Vater zum Duell forderte. 
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Im Jahre 1838 betheiligte sich Johann, sowie auch dessen Vater an 
einer Preisanfgabe der Fürstlich Jablonowsky'schen Gesellschaft der Wissen- 
schaften in Leipzig, über die Theorie des Imaginären, — Beide ohne einen 
Erfolg zu erringen. 

Manchmal versnchte er, sich ans den sinnlichen Genüssen herausznreissen 
und sich der Mathematik wieder zuzuwenden« — unter seinen Papieren 
hat sich der Titel gefanden: „Principia doctrinae novae quantitatum ima- 
ginariarum perfecte unique satisfacientis, aliaeque disquisitiones analyticae 
et analyiico-geometricae cardinales gravissimaeqae: auctore Johanne Bolyai 
de eadem etc. Vindobonae vel Marcs- V&särhelyini 1853. Doch war ausser 
dem Titelblatt nichts vorhanden. 

Ferner versprach er ein Buch herauszugeben unter dem Titel: Lehre 
der Lehre (ungarisch: Tan-Tan), das alle Bücher entbehrlich machen sollte. 

— Mit diesen und ähnlichen Gegenständen, die gar keinen Sinn haben, 
sind viele Bogen vollgeschrieben. 

J. Bolyai war verheiratet. — Von Statur mittelgross, hatte er auch 
in späteren Zeiten, trotz der fast bäuerlichen Kleidung, eine militärische 
Haltung. Seine materiellen Verhältnisse waren stets sehr ungünstig, was 
die mehrfachen Bittgesuche an seine Behörde um Unterstützung bezeugen. 

Ein eigener Cynismus ergriff sein ganzes Wesen, und so starb er, 
mit sich und der Welt zerfallen, am 27. Januar 1860. 

Im Jahre 1894 wurde sein fast vergessenes Grab von der ungarischen 
Mathematisch-Physikalischen Gesellschaft durch einen Grabstein geziert. 

Bolyais epochemachende Abhandlung ist, wie erwähnt, 1832 erschienen, 

— war aber bis 1866 fast ganz vergessen, bis Prof. Richard Baltzer in 
der zweiten Auflage seiner Elemente der Mathematik 1867 auf dieses Kleinod 
mathematischen Scharfsinns aufmerksam machte. — Durch diesen angeregt 
wandte sich 

1867 J. Hoüel an mich um Nachrichten über das Leben und die Werke 
der beiden Bolyai, und veranlasste mich zur Herausgabe einer Bio- 
graphie beider, die in Grunerts Archiv für Math. u. Phys erschienen 
ist (48. Band, S. 217). 

1868 übersetzte J. Hoüel den Appendix und die Biographie ins Französische. 
Er war es auch, der den Minister Baron Joseph Eötvös veranlasste, 
die Schriften der beiden Bolyai vom ev. ref. Collegium in M. V. zu ver- 
langen, um sie der ungarischen Akademie zur Durchsicht zu übergeben. 

Im selben Jahre wurde der Appendix von Battaglini, sowie 
die Biographie von Angelo Forti italienisch herausgegeben. 
1872 bearbeitete J. Frischauf den Appendix in deutscher Sprache (bei 
Teubner, Leipzig). 

Abb. sur 0«iob. d«r M»tbeiii. yrrr 10 
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1884 veröffentlichte Prof- K Szily in den Schriften der ung. Akademie 
eine Biographie Wolfgang Boljais, in der auch der Sohn Erwähnung 
findet. 

1891 Juni erschien von Dr. George Bruce Halsted zu Austin in Texas die 
erste englische üebersetzung. 

1895 wurde der Appendix in Tokio ins Japanische übersetzt. 

1896 erschien die vierte Auflage der englischen üebersetzung. — Im Juli 
unternahm Herr Prof. Halsted eine Reise nach Maros V&sÄrhelj, um 
nähere Daten über Johann Bolyai zu sammeln, bei welcher Gelegen- 
heit er mich mit seinem Besuche beehrte. 

1897 im Februar legte Herr Prof. Julius König den ersten Band der neuen 
Ausgabe (den arithmetischen Theil) des Tentamen der ungarischen 
Akademie vor. — In dieser Ausgabe wird der Appendix erst im 
2. Bande erscheinen. 

In demselben Jahr hat Herr Prof. Dr. Josef Sutak auf meine 
Aufforderung den Appendix ins Ungarische übersetzt und mit einer 
Einleitung und Erläuterungen versehen. Dieser Ausgabe ist auch 
der lateinische Original-Text des Appendix vorgedruckt. Sie ist auf 
meine Kosten erschienen. Die einzige materielle Unterstützung, die 
mir bei der Herausgabe zu Theil geworden ist, verdanke ich Herrn 
Fabrik-Director P. Müller, wofür ich ihm hier meinen Dank ausspreche. 
Da sich durch diese Ausgabe ein von mir seit dreissig Jahren gehegter 
Wunsch erfdUt hat: dass die Leistung eines der besten Söhne seines Vater- 
landes in der engeren Heimat jene Verbreitung und Anerkennung finde, die 
ihm die übrigen Kulturvölker bedingungslos zollen — kann ich nicht umhin 
Herrn Prof. J. Sut&k meinen aufrichtigsten Dank dafür auszusprechen. 

Ausser den schon erwähnten Quellen habe ich noch die Biographien 
W. Bolyais von den Herren J. Koncz und Kol. Szily theilweise benützt. 
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Drei wesentlich verschiedene Methoden sind vor der Erfindung der 
Logarithmen zur angenäherten Berechnung irrationaler Quadratwurzeln ge- 
geben -worden. Die erste besteht darin, dass man die vorgelegte Zahl 
N mit einer grossen Quadratzahl q* multiplicirt, aus Nq^ mittels der 
Formel ya* +2a6 + fe^ = a + & die Wurzel zieht und den Rest, der 
Bich dabei ergiebt, vernachlässigt. Der erhaltene Wurzelwerth wird sodann 
durch q dividirt, und der Quotient ist ein Nftherungswerth der Wurzel aus 
N^ um 80 genauer, je grösser q* war. So verfahren z. B. der Marokkaner 
Ibn Albanna ^), der italienische Mathematiker Maurolycus^) u. a. Wird 
für q eine Potenz von 10 genommen, was zuerst in der durch Johannes 
Hispalensis aus dem Arabischen ins Lateinische übersetzten Schrift 
Liber Algorismi de pratica arismetrice^) (noch unbekannten Ver- 
fassers) geschehen ist, so läuffc diese Methode im Wesentlichen auf die 
jetzt allgemein angewandte hinaus. 

Eine zweite Methode ist von Nicolas Chuquet erfunden worden. 
In dem Abschnitt „La rigle des nombres moyens'^ p. 101 seiner 
„Triparty en la science des nombres^' bemerkt er, dass von dem 
Bruch Y zwei Bruchreihen ausgehen, eine fallende y, y, Y) 5 t '" ^^^ 
eine steigende y, |-, —, y, ••• Weiter giebt er den Satz, dass der Bruch 
. I , stets zwischen den Brüchen -r und j liegt. Das setzt ihn in den 

Stand, zwischen zwei beliebigen Zahlen einen Mittelwerth einzuschieben, und 
mittels dieser Betrachtung zieht er auf S. 111 des genannten Werks die 
Quadrat?mrzel aus 6. Da dieselbe zwischen 2 und 3 liegt, so nimmt 
er zunächst 2j an. Das Quadrat von 2y ist 6^, also zu gross; daher 
musB für Yq eine kleinere Zahl 2y genommen werden. Da sich diese als 
zu klein erweist, indem (2yj =* 5y < 6 ist, so ist ein Mittelwerth zwischen 
2y und 2j zu wählen; ein solcher ist 2^^ «* 2y * Das Quadrat dieser 



1) Le TalkbjB, S. 28. 

2) Franciflci Mauroljci Aritbmeticoram libri dno, Venetiis 1676, p. 112. 

3) Trattati d'Aritmetica, pnbblicati da Boncompagni. II, p. 86. 



Digitized by VjOOQIC 



150 G. Wertheim: 

8 1 • * 

Zahl erweist sich als zn klein, folglich ist ein zwischen 2y nnd 2^ liegender 
Werth zu versuchen; ein solcher ist 2y' In dieser Weise fthrt Chuqnet 
fort, bis sich ihm 2^^^ als hinlänglich genauer Werth von ]/6 ergiebi 

Chuquet's Verfahren hat Estienne de la Roche*) wörtlich seiner 
Arithmetik einverleibt, und aus diesem Buche hat es wohl der spanische 
Mathematiker Joan Perez de Moya^) gelernt, der es in seiner 
Arithmetik auseinander setzt. Die Langwierigkeit des Verfahrens er- 
klärt es zur Genüge, dafs Chuquet's Methode keinen sonderlichen 
Beifall gefunden hat und bald in Vergessenheit gerathen ist; wenigstens 
habe ich dieselbe bei keinem Schriftsteller aufser den genannten erwähnt 
gefunden. 

Um die dritte Methode darzustellen, denken wir uns die vorgelegte 
Zahl N auf die Form a^ -^ r gebracht, wo a* die grösste in N enthaltene 

Qiiadratzahl, also r < 2a + 1 sei. Setzen wir dann ya* + *" ===*« + -^j 
so ergiebt sich durch Quadrirung und Vernachlässigung des Gliedes x\ 

dass r > 2ax, also a; < 77- ist. Daher ist a + ^— eine obere Grenze des 

gesuchten Wurzel werths. Wird 0+0 = «' gesetzt, so kann man N 

auf die Form a'* — r bringen; dann ist a' «= a' — —, ein zweiter 

oberer Grenzwerth, der dem gesuchten Wurzelwerth näher als a liegt, da 

—,\ unterscheidet, während «'* — 'S 

>» (2^) i^^* ^^ fortfahrend findet man eine Reihe von Zahlen, die, 

sämmtlich grösser als die gesuchte Wurzel, sich dem Werthe derselben un- 
begrenzt nähern. 

Auf ähnliche Weise lassen sich untere Grenzen für die irrationalen 
Quadratwurzeln angeben. Der nächstliegende untere Grenzwerth von ^Js 
= Yd* + r ist a + - — .— • Es ergiebt sich nämlich 

« et "j- 1 

= «* + »•- 2^1 + (2^1)*=- «* + »-- 2^-1 (1 - 2«-Vl)' 
und da r < 2a 4~ 1 vorausgesetzt wird, so ist der erhaltene Ausdmck 
<a^ -]- r, d. i. < iV, also a '=^ a + g— xi < V^- ^^^ ^' ausgehend 

1) Larismetbique noavellement composöe par maitre Estienne de la reche etc. 
Lyon, 1620, fol. 32. 

2) Arithmetica, practica 7 speculativa. Granada 1590, fol. 227. 
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kann man andere Grenzwerthe ermitteln, die, sämmtlich < }/^, sich dem 
Werthe von YN unbegrenzt nahem. ^) 

Diese Methode ist schon von Heron von Alexandrien^) angewandt 

worden. Heron setzt |^a* + r = y (^ "1 ~^7» ^öI^^^ö*" Ausdruck mit 

a -|- - — identisch ist, und fügt hinzu, dass man von dem so erhaltenen 

Näherungswerthe ausgehend durch dieselbe Formel einen zweiten, dritten u. s. w. 
erhalte. Nach den Darlegungen von Friedrich Hultsch^) ist es sogar 
wahrscheinlich, dass sich schon Archimedes dieser Methode bedient hat, 
um }/3 zwischen zwei Grenzen einzuschliessen. Im dritten Satze seiner 
Ereismessung giebt er nftmlich als untere Grenze ^^ als obere ^^ fttr 
"|/3 an. Wie er zu diesen Werthen gelangt ist, darüber lassen sich bei 
dem Fehlen jeder direkten Mittheilung nur Yermuthungen anstellen. 
Hultsch legt dar, dass zunächst die obere Grenze bestimmt sei; Archi- 
medes habe die Ungleichung ya^ — r <^a — — auf den Fall = 5- 
ange wendet; dadurch ergiebt sich die obere Grenze j^, und für diesen 
Werth von a liefert dieselbe Ungleichung weiter ^^ • Diese obere Grenze, 
meint nun Hultsch, habe dann zur Bestimmung der unteren dienen müssen, 
und zwar habe Archimedes die Ungleichung y«* — r > a — ~ — ^j- 
auf den Fall a = 26, r = 1^) angewandt. Die Eechnung ergiebt für diese 
Annahme "/eTÖ > 26 — g\, und daraus folgt ~ VöTö, d. i. l/s > ^^ — ^ , 
also 1/3 > ^* Es ist möglich, dass Archimedes so gerechnet hat, ob- 
wohl der Weg ziemlich verschlungen ist, indem statt 3 erst 15^ * 3 gesetzt 
und dann die Wurzel durch 15 diyidirt ist. Vielleicht ist Archimedes 
bei seiner Berechnung der unteren Grenze gleichfalls von y ausgegangen 
und hat eich zur Auffindung eines genaueren unteren Grenz wertbes der 



1) Da es hier nicht auf eine vollständige Theorie des Verfahrens ankommt, so 
bleibt der Fall N^a^ — r^ in welchem die Grenzwerthe a— ^ und a- 



2a 2a — 1 

sein würden, nnberacksichtigt. 

2) Paul Tanne ry, ün fragment des mdtriques de Heron. Scblömilchs Zeit- 
echrifb f. Mathematik u. Physik. Bd. S9. 

8) Die Näherungs werthe irrationaler Quadratwurzeln bei Archimedes. Nach- 
richten von der Eönigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 28. Juni 1893. 

4) Eine direkte Anwendung der Formel auf den Fall a — ^g, r = ^^^ würde 



V^>"-M— .<»-•V»>'>'««^-• 



16-' 
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Ungleichung |/a* + r > a + , oder vielmehr der hier geltenden Un- 
gleichung ya*-^r>a'] — .. ^ , ^ bedient, wo [a] die grösste in a ent- 
haltene ganze Zahl bezeichnet. Er hätte dann 



erstens |/(|)' + |: > | + ^.JL_^, d. i. V^ä > |?, 
zweitens /fifT^x > H + .jf^^ d-- ^3 > ll 

11 "t" * T * 



11 

2 



drittens Vgl)' + i^i > 11 + n^^, . d. i. ^3 > 



71 
41« 



15S 



41 

erhalten. 

Die meisten Schriftsteller, welche die Methode besprochen haben, haben 
sich auf die Berechnung einer Grenze, meist der oberen, beschränkt, was 
für praktische Zwecke ja genügt. 

Von den Griechen ist die oben in ihren Grundzügen beschriebene 
Methode zu den Arabern^) und von diesen zu den Italienern^ übergegangen. 
Die auf dieselbe bezüglichen Stellen aus den Werken verschiedener ita- 
lienischer Autoren hat Favaro in seiner Arbeit: Notizie storiche sulle 
frazioni continue') wörtlich abgedruckt. 

Mit ganz besonderer Sorgfalt hat Pietro Antonio Cataldi in seinem 
Trattato del modo brevissimo di trovare la Eadice qnadra delli 
numeri (Bologna, 1613) die Methode auseinander gesetzt und an zahl- 
reichen Beispielen erläutert. Mit theoretischen Betrachtungen giebt er sich 
nicht ab; die verspricht er zu einer passenderen Zeit zu geben, wo er sieh 
der Hülfe intelligenter Schreiber werde bedienen können; denn er sei sehr 
schwach und könne nur wenig und unvollkommen schreiben. Diese Schwäche 
hindert ihn aber nicht, die mühseligsten Rechnungen, zuweilen mit 15 bis 
20 stelligen Zahlen durchzuführen und die Beispiele so zu häufen, dass 
man merkt, dass er nicht bloss ein Bechner von seltener Gewandtheit und 
Furchtlosigkeit ist, sondern thatsächlich auch Freude am Rechnen selbst 



1) Alkarkhi, Eäfi fil fliB&b, Deutsch von Hochheim. II, S. U. Ibn AI- 
bannä, Le Talkhys, S. 21. Beha-eddin, Ausgabe von Nesselmann, 8. 15. 
Alkal9ädi, Atti deir Accademia Pontificia de* Nuovi Lincei XII, S. 402. 

2) Leonardo Pisano, Bd. I, S. 363. Lucas Paciuolo, Summa etc. Beide 
Ausgaben Carta 46 recto. Hieronimo Cardano, Practica Arithmetice, Cap. S3. 
Francesco Qhaligai, Pratica d'Arithmetica, Carta 21 in allen 3 Ausgaben. 
Nicolo Tartaglia, General trattato, Parte II, foL 25 verso. Ginseppe Uni- 
com o, Arithmetica universalis etc. Bombelli erwähnt die Methode nicht. 

3) Bullettino Boncompagni, T. YII (1874). 
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empfindet. Er hat die Bestimmung der oberen und der unteren Orenz- 
werthe der irrationalen Quadratwurzeln auf Grund dieser Beispiele nach 
allen Bichtxmgen untersucht, auch gezeigt, wie man aus einem oberen Grenz- 
werth nach Belieben einen oberen oder einen unteren und ebenso aus einem 
unteren einen oberen oder einen unteren von grösserer Genauigkeit herleiten 
kann. Genug, er hat der Methode, die uns hier beschäftigt, etwa die Hälfte 
seiner aus 140 engbedruckten Folioseiten bestehenden Arbeit gewidmet. 

1 / — i ^Y 

Durch die Erwägung, dass K 21y weniger als 4 & -g-, aber mehr 

ßi_ 

als 4 & — beträgt, dass man also sich dem wahren Werthe von r 21— 

nähern wird, wenn man dem Zähler bj eine zwischen 8 und 9 liegende 

Zahl, etwa 8 & -^- als Nenner giebt, wird dann Cataldi naturgemäfs 
dazu geftlhrt, die irrationale Quadratwurzel ^ a^ -|~ ^ durch den Kettenbruch 
ci + ^ . , wofttr er et &- — ^ oder, des bequemeren 

Drucks wegen, a&z — :&ö — ; schreibt, auszudrücken.^) 

Cataldi verfährt in dem zweiten, der Eettenbruch-Entwicklung be- 
stimmten Theil seiner Arbeit mit derselben Gründlichkeit wie im ersten. 
Ohne theoretische Betrachtungen, lediglich auf Beispiele gestützt, zeigt er'), 
dass die Näherungswerthe ungerader Ordnung eine steigende Eeihe bilden 
und sämmtlich kleiner als der gesuchte Wurzelwerth sind, während die 
Näherungswerthe gerader Ordnung eine fallende Beihe bilden und sämmtlich 
grösser als der Wurzelwerth sind, auch dass die Wurzel, die immer zwischen 
zwei aufeinander folgenden Näherungswerthen enthalten ist, dem folgenden 
näher liegt als dem vorhergehenden. Ebenso deckt er den Zusammenhang 
auf, in welchem die durch das Heronische Verfahren gelieferten Näherungs- 
werthe zu denjenigen stehen, welche die Kettenbruch -Entwicklung liefert. 

Bezeichnet man nämlich die Näherungswerthe des Kettenbruchs 

a+ 2J+ r °^*S'£'ä' "*' ^^ dannp, = 1, go — 0,ft = a, 

20 + ..^ 



1} Aehnlich wie Cataldi durch einen Punkt ausdrückt, dass alles Folgende 
zu der mit dem Punkt verBehenen Zahl gehöre, setzt Christoff Rudolff einen 
Punkt hinter das Wurzelzeichen, um auszudrücken, dass dasselbe sich auf alles 

Folgende beziehe. Er schreibt S, 141 seiner Co ss >/. 12 + ]/l4Ö för yi2 -f yTÜi- 
2) 1. c. S. 76if. 
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(7i <=» 1 , und allgemein 

ist, und werden ferner die Näherungswerthe, welche die Heronische Methode 
liefert, mit N^^ N^^ N^, . . . bezeichnet, wo also -^^1 = 0, -^2 ^'^ 4" ;i~j 

( -)* 

(r \ \2a' 
a -j- -—) z — T , • • • ist, so besteht der Zusanunenhang 

K- + Ü 



AT = ^1 TV = ^* N =^ TNT -= ^ ... N. — ?^ 



*-l 



Ebenso lässt sich ein Zusammenhang zwischen den unteren Grenzwerthen 
beider Methoden herleiten, und alle diese Beziehungen werden von Cataldi 
an Beispielen behandelt. 

Trotzdem nun aber die Näherungswerthe der älteren Methode sich 
unter denjenigen des Kettenbruchs vorfinden, kann man von einer Erfindung 
der Kettenbrüche erst bei einem Schriftsteller sprechen, der wirklich ein 
solches Gebilde in seinem ganzen Verlauf im Geiste vor eich hatte, der 
also, — wenn es sich um Näherungswerthe handelt — diese Werthe 
sämmtlich in richtiger Beihenfolge nach dem Bildungsgesetz des Ketten* 
bruchs berechnet hat. Ob er für den Kettenbruch eine bestimmte, etwa 
eine der heutigen ähnliche Form yorgeschlagen hat, kommt erst in zweiter 
Linie in Betracht. 

Als Erfinder der Kettenbrüche wird jetzt allgemein Cataldi angesehen, 
dessen Leistungen in der Sache ich oben kurz geschildert habe. Dass 
später unabhängig von ihm der Nürnberger Daniel Schwenter in seiner 
Geometria practica nova^)^ deren erste Auflage 1618 erschienen ist, sich 
der Kettenbrüche bediente, um irreducibele Brüche durch Näherungswerthe 
in kleineren Zahlen auszudrücken, und dass noch später der Engländer 
Brouncker die Kettenbrüche zum dritten Male erfunden hat, als er das 

von Wallis gefundene unendliche Product für — in einen Kettenbruch 

verwandelte, das Alles würde den Ruhm des Cataldi, wenn er wirklich 
der erste Erfinder wäre, nicht schmälern. 

Für die Ansprüche des Cataldi ist zuerst Libri^) in schwungvollen 
Worten aufgetreten; er ninmit sogar die ältere, schon von Heron ange- 
wandte Methode für Cataldi in Anspruch. Ihm hat sich, was die Frage 
der Erfindung der Kettenbrüche betrifft, Favaro in der oben erwähnten 



1) Traktat n, 8. 68. 

2) Histoire des Sciences mathdmatiqnes en Italic. T. IV, p. 92. 
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Arbeit angeschlossen, ebenso S. Otlnther^), und seitdem ist der Ansprach 
Cataldis nicht bestritten worden.^) Ich werde aber zeigen, dass Born- 
belli schon im Jahre 1572, also 41 Jahre Mher als Cataldi sich der 
unendlichen Kettenbrttche bedient hat, um dem Werthe einer irrationalen 
Quadratwurzel beliebig nahe zu kommen. 

Das berühmte Werk „L'Algebra" des Bafaele Bombelli, das 
in erster Auflage 1572, in zweiter Auflage^ 1579 in Bologna er- 
schienen ist, besteht bekanntlich aus drei Büchern, von denen das erste 
die Operationen mit Wurzelgrössen, besonders die Ausziehung von Wurzeln, 
das zweite die Auflösung der Gleichungen der ersten vier Qrade behandelt, 
während das dritte eine Sammlung von 274 Aufgaben ist, von denen 146 
aus Diophants Arithmetik entnommen sind. Die grossen Verdienste 
Bombeliis auf dem Gebiete der Theorie der Gleichungen dritten und vierten 
Grades haben naturgemäss die Aufmerksamkeit der Leser auf das zweite 
Buch eoncentrirt, und so erklärt es sich vielleicht, dass eine Stelle des 
ersten Buches bis jetzt wenig beachtet ist, in welcher Bombelli lehrt, 
wie Quadratwurzeln mittels unendlicher Eettenbrüche ausgezogen werden, 
und in welcher er, zwar an einem bestimmten Zahlenbeispiel aber doch 
allgemein, die Richtigkeit des Verfahrens auch beweist. Favaro hat die 
Stelle in seiner mehrfach erwähnten Arbeit abgedi-uckt, seltsamer Weise 
ohne sie nach Gebühr zu würdigen. Er stellt Bombelli mit seinen Vor- 
gängern, die nur eine Darstellung der Heronischen Methode gegeben 
haben, in eine Beihe. Favaro merkt nicht, dass schon Bombelli das 
alte Verfahren durch die Kettenbruch-Entwicklung ersetzt hat, er meint, 
erst Cataldi habe diesen wichtigen Schritt gethan. 

Bei der Wichtigkeit der Sache scheint es angemessen, die betreffende 
Stelle von Bombellis Algebra im Wortlaut und mit beigefügter Uebersetzung 
zu geben. Seite 35 heisst es: 

Modo di formare il rotte lieber die Art, den Bruch bei der Aus- 

nella estrattione delle Badici ziehung der Quadratwurzeln zu bilden, 
quadrate. 

Molti modi sono stati scritti Viele Methoden sind von den anderen 

da gli altri autori de V uso di Schriftstellern über die Bildungsweise des 

formare il rotto; Tuno tassando Bruchs angegeben worden, und der eine 

e accusando V altro (al mio tadelt den andern und hat an ihm etwas 



1) Beiträge zur ErfinduDgageschichte der Eettenbrüche. 1872. 

2) M. Cantor, VorleLungen. Bd. 11, S. 694 ff. 

3) Vgl. eine Note von Favaro in der Bibliotheca mathematica 1893, 
S. 15 und eine Bemerkung von P. Riccardi ebenda S. 64. 
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giadicio) senza alcan proposito^ 
perche tntü mirano ad un fine; 
£ ben vero che V ima h piü 
breve dell' altra, ma basta 
che tutte suppliscono, e quella 
ch' ^ piü facile, non ö dubbio 
ch' essa sarä accettata da gli 
huomini, e eara poata in nso 
senza tassare alcnno; perche 
potria essere, che hoggi io 
insegnassi una regola, la quäle 
piaoerebbe piü dell' altre date 
per il passato, e poi venisse 
an altro, e ne trovasse nna 
piü vaga, e facile, e cosi sa- 
rebbe all' hora qnella accettata, 
e la mia confutata, perche 
(come si dice) la esperienza 
ci d maestra, e V opra loda 
V artefice. 

Perö metterö quella che piu 
k me piace per hora, e sarll 
in arbitrio de gli hnomini pi- 
gliare quäl voranno: 

Dunque venendo al fatto dico. 
Che presuposto, che si TOgUa 
il prossimo lato di 13, che 
sarä 3, e avanzer^ 4, il quäle 
si partir4 per 6 (doppio del 3 
sudetto) ne viene y, e questo 
6 il primo rotto, che si hk da 
giongere al 3, che fä 3y, ch' 
e il prossimo lato di 13, perche 
il suo quadrato ö 13|-, ch' ö 
superfiuo j, ma yolendosi piü 
approssimare, al 6, doppio del 
3 se gli aggionga il rotto, ciod 
li V, e sara 6-5-1 per esso 



8» 



's» 



auszusetzen, nach meiner Ansicht ganz 
ohne Grund, da alle denselben Zweck yer- 
folgen. Wenn auch die eine Methode 
kürzer als die andere ist, so genügt es 
doch, dass alle ihren Zweck erfüllen, und 
diejenige, welche die leichtere ist, wird 
ohne Zweifel von den Menschen angenommen 
und, ohne einen andern zu tadeln, gebraucht 
werden. Denn es könnte sein, dass ich 
heute eine Regel lehre, welche mehr als 
die von meinem Yorg&nger gegebenen ge- 
föllt, und dass sodann ein anderer kommt 
und eine schönere und leichtere findet, 
und so würde dann diese letztere ange- 
nommen und die meinige verworfen werden, 
weil (wie man sagt) die Erfahrung unsere 
Lehrerin ist und das Werk den Meister lobt 



Ich werde darum jene darlegen, welche 
mir jetzt am besten gefällt, und es wird 
von den Leuten abhftngen zu nehmen, 
welche sie wollen werden. 

Um nun zur Sache zu kommen, sage 
ich, es werde vorausgesetzt, man wolle an- 
näherungsweise die Quadratwurzel aus 13 
ziehen. Dieselbe ist 3, und es bleibt der 
Best 4, welcher bei der Division durch 6 
(dem Doppelten der oben genannten 3) j 
liefert, und dies ist der erste Bruch. Diesen 
hat man zu 3 zu addiren, was dj giebt, 
und das ist der erste Näherungswerth der 
Wurzel aus 13, weil sein Quadrat 13 j ist, 
was um j zu viel ist. Wollen wir uns 
dem gesuchten Werth noch mehr nähern, 
so addiren wir zu 6, dem Doppelten von 
3, den erhaltenen Bruch, d. L -, , was 6y 
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partendosi U 4, che avanza dal 9 
sino al 13, ne yiene y, e que- 
8to si gionge al 3, che fä 3y, 
ch' d il lato prossimo di 13, 
di cni il qoadrato d 12^, ch' 



con 



ergiebt, und hierdurch diyidiren wir 4, 
die Differenz zwischen 9 und 13; wir er- 
halten g ; dies zu 3 addirt, giebt 3y, und das 
ist der Näher ungswerth def Wurzel aus 13; 
sein Quadrat ist 12^, er liegt also dem 
ö piü prossimo di 3y, ma vo- gesuchten Werthe naher als 3^ • Um eine 
lendo piü prossimo, si aggionga Jioch grössere Annäherung zu erhalten, ad- 

diren wir den gefundenen Bruch zu 6, 
das giebt 6y, und damit diyidiren wir 
in 4. Es ergiebt sich ^, und wenn wir 

dies, wie es oben geschehen ist, zu 3 ad- ^ 

so 
diren, so erhalten wir 3^] dies ist die 

andere der Wurzel aus 13 noch näher 

liegende Zahl; denn ihr Quadrat ist 13^089) 

was um JÖ89 2U viel ist. Wenn wir eine 

noch grössere Annäherung wollen, so divi- 

so 
diren wir 4 durch 633, u. s. w. u. s. w. 

und so fortfahrend können wir dem Werthe 
der Wurzel aus 13 bis auf einen ver- 
schwindend kleinen Betrag nahe kommen. 
Ich habe es nicht für nöthig gehalten, die zwei weiteren Näherungs- 
werthe, welche Bombelli auf 3^, noch folgen lässt (in die sich übrigens 
ein verhängnissvoller Bechenfehler eingeschlichen hat), noch mitzutheilen, 
da das Angeführte hinlänglich zeigt, dass Bombellis Verfahren auf eine 
Anwendung der Formel 

2a -| 

hinausläuft. Wenn die vorgelegte Zahl von der Form a* — 1 ist, so würde 
das Verfahren zunächst 

liefern. Diesen Fall behandelt Bombelli besonders; er fährt nämlich fort: 
Ma solo bisogna avertire, di Ich muss aber darauf aufmerksam machen, 

formare il rotto tre volte, dass man den Bruch dreimal zu bilden 
quando il numero, di cui se hat, wenn die Zahl, deren Quadratwurzel 
ne hk da pigliare il lato, d genommen werden soll, um 1 kleiner als 



il rotto al 6, fä 6^, e 

esso si parta pur il 4, ne viene 

so X • • 

^, e questo si aggionga, come 

si d fatto di sopra al 3, fk 3^, 
eh' e r altro numero piü pros- 
simo, perchd il suo quadrato h 

^^1^91 ^^' ^ ^'^PP® 10*89» « ho- 
lende piü prossimo, partasi 4 

per 6jj, etc. etc. e cosi pro- 
cedendo si pu6 approssimare k 
una cosa insensibile. 
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un manco di numero quadrato 
(come sarebbe 8), che per tro- 
vare ü sno lato, si cayar^ 4 
maggior numero quadrato, e 
resterä 4, che partito per il 
doppio di 2, lato del numero 
quadrato, ne verrä -^ , che sa- 
rebbe 1, il quäle gionto col 2 
f a 3 e in questo caso quadrisi 
il 3 fa 9, del quäle cayatone 
8 numero, di cui se ne h^ k 
* pigliare il lato, resta 1, e 
questo si parte per 6, doppio 
del 3, ne viene j, il quäl 
rotto si Cava del 3, e resta 
2-g- per il lato prossimo di 8, 
il quadrato del quäle d 8^, che 
ü Ig superfluo, e volendosi piu 
approssimare: aggiongasi a 2j 
il 3, fa 5g, e per questo si 
parta qael 1 detto di sopra, 
ne viene ^, che levato di 3, 
resta 2g^, e questo sarä V altro 
lato piü prossimo, e volendosi 
piü approssimare: si partir^ 1 
per 5^, e procedendo (come 
si ö fatto di sopra) si appros- 
simarä quanto V huomo vorrä, 
e se bene ci sono molte altre 
regele: queste non dimeno mi 
sono parse le piü facili, perö 
k queste mi atterrö, le quali 
hö trovato con fondamento, 
quäl non voglio restare di 
porlo, beuche non sarä inteso, 
se non da chi intende Taggua- 
gliare di potenze e tanti eguali 



eine Quadratzahl ist (wie es 8 sein würde), 
um die Quadratwurzel aus 8 zu finden, 
subtrahiren wir die nächst grosse Quadrat- 
zahl 4; es bleibt der Best 4, der bei der 
Division durch das Doppelte von 2, der 
Wurzel der Quadratzahl, ^ ergiebt, was 

1 sein würde, und wenn wir dies zu der 

2 addiren, so erhalten wir 3. Wenn wir 
jetzt 3 quadriren, so ergiebt sich 9, und 
wenn hiervon 8, die Zahl, aus welcher die 
Quadratwurzel gezogen werden soll, sub- 
trahirt wird, so bleibt der Best 1; dieser, 
durch 6, das Doppelte von 3, dividirt, 
giebt j, und wenn wir diesen Bruch von 

3 subtrahiren, so bleibt 2^ als N&herungs- 
werth der Wurzel aus 8. Sein Quadrat 
ist 83g, was ^ zu viel ist. Will man eine 
weitere Annäherung, so addire man die 
3 zu 2 g , das giebt 5j, und hierdurch 
dividire man die oben genannte 1; man 
erhält 3^, und wenn das von 3 sub trahirt 
wird, so bleibt 2^; dies ist der zweite der 
gesuchten Wurzel noch näher liegende 
Werth. Will man eine noch grössere An- 
näherung, so wird man 1 durch 5^ divi- 
diren, und so fortfahrend (wie es oben 
geschehen ist) wird man sich dem ge- 
suchten Werthe beliebig nähern. Es giebt 
zwar viele andere Begeln, aber diese sind 
mir nichts desto weniger als die leichtesten 
erschienen, und daher werde ich mich an 
diese halten, welche ich mit ihrer Begrün- 
dung gefunden habe, die ich nicht ver^ 
fehlen will mitzutheilen, obgleich sie nnr 
von demjenigen verstanden wird, welcher 
die Gleichung 

a^ + 6x ■« c, 
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k nnmeri, del qnale tratterö die ich im zweiten Bache yoUständig be- 
nel secondo libro k pleno: handeln werde, zu lösen yersteht. Zu 
Perö hora parlo solo con qaelli. diesen allein spreche ich jetzt. 

Nachdem Bombelli auf diese Weise auch ein Beispiel nach der Formel 

2a 

oder vielmehr 



]/a« _ ft = a — 



a + o — 



a '{' a — 



a + a — '. 

freilich nur für den speciellen Fall h ^^ 1 gerechnet hat (einen kleinen 
Rechenfehler, den er dabei gemacht hat, habe ich berichtigt), wendet er 
sich zom Beweis seiner Regeln. Er sagt: 



Pongasi donque, che si hab- 
bia k trovare il lato prossimo 
di 13, di cni il piü prossimo 
quadrato ^ 9, di cni il lato e 
3, perö pongo che il lato pros- 
simo di 13 sia 3. p. 1. tanto, 
6 il sao qoadrato e 9. pia 
6 tanti p. 1. potenza, il qoal' 
d egnale 4 13. che levato 9 k 
ciascona delle parti, resta 4, 
egnale k 6 tanti piü 1 potenza. 
Molti hanno lasciato andare 
qnella potenza, e solo hanno 
^gguagliato 6 tanti ii 4, che 
il tanto valeria y e hanno 
fatto, che V approssimatione si 
^ 3y, perche la positione fü 
3. p. 1. tanto, viene ad essere 
ma Yolendo tenere conto 



3* 



della potenza ancora, yalendo 
ü tanto y, la potenza yalerii 

2 

-3 di tanto, che aggionto con 
li 6 tanti di prima: si haver^ 
6y tanti egnale k 4, che ag- 



Nehmen wir also an, man solle einen 

Näherungswerth der Wurzel ans 13 finden. 

Die nächste Qnadratzahl ist 9, die Wurzel 

dayon 3. Ich nehme deshalb an, der 

Näherungswerth der Wurzel aus 13 sei 

3 + a;. Das Quadrat dayon ist 9 + 6a; 

-f- a;^ Das ist gleich 13, und wenn 

beiderseits 9 subtrahirt wird, so bleibt 

4 = 6a; + x\ 

Viele haben nun jenes x* weggelassen 

und einfach 

6a? — 4 

2 
gesetzt, so dass sich a; «» y ergab. Sie 

haben so bewirkt, dass der Näherungs- 
werth 3-3 ist; denn da derselbe gleich 
3 + a; gesetzt worden war, so wird er 
3y Will man aber auch a;* in Rech- 
nung ziehen, so wird, da 



a; = y ist, 0! 
so dass sich durch Addition zu den 



8 



sem, 



früheren 6 a; 



6fx = i 



ergiebt, woraus man 
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guagliato il tanto valerä 4 , e erhalt, und da der Nahorungswerth gleich 
perche fü posto 3. p. 1. tanto, 3 + ic gesetzt war, so wird derselbe 3y 
sarii 3|-, e valendo ü tanto |, sein. Ebenso wird, wenn x — } ist, 
la potenza valerii y di tanto, a?* =* yfl? sein; man erh&lt dann Gy ä «= 4, 
e si haverä 6y di tanto eguale ^^^ ^^^ diese Weise erkennt man, wie 
4 4, si che si vede donde nas- ^® ^^®° angegebenen Regeln entstehen, 
cono le regele dette si sopra. 

Bombelli hat also thatsächlich Eettenbrüohe gebildet und deren 
Näherongswerthe berechnet, auch bewiesen, dass auf diese Weise der 
Werth einer irrationalen Quadratwurzel beliebig genau annäherungsweise 
ermittelt werden kann. Das Werk Bombeliis hat die weite Verbreitung 
gefunden, die es verdiente, und ist sicherlich auch von Cataldi studiri 
worden, zumal es in Bologna, der Heimath Bombelli s, erschienen ist 
und Cataldi in eben dieser Stadt von 1584 bis 1626 Professor der 
Mathematik war. Es unterliegt also keinem Zweifel, dass Cataldi die 
Entwicklung der irrationalen Quadratwurzel in einen Eettenbruch ans 
Bombellis Algebra gelernt hat Freilich hat er sich dann sehr ein« 
gehend mit der Sache beschäftigt; er hat — und das ist ein nicht ge- 
ringes Verdienst — dem yon Bombelli erdachten Gebilde eine passende 
Form gegeben; er hat erkannt, dass man sich nicht damit begnügen dar£^ 
einen Näherungswerth zu berechnen, sondern dass in jedem Falle auch die 
Grösse des begangenen Fehlers bestimmt werden muss, und so ist es ihm 
dank seiner Ausdauer und seiner grossen Gewandtheit im Rechnen gelungen, 
die Eigenschaften der Näherungswerthe der Kettenbrüche, welche Bom- 
belli wohl nur in Folge des oben erwähnten Bechenfehlers verborgen ge- 
blieben waren, vollständig au&ufinden. 
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Am 20. September 1638 schrieb der Pater Benedetto Castelli aus 
Brescia, Galileis Schtller, in einem Briefe^) an Monsignore Ferdinand 
Gesarini: 



In questo tempo mi soy- 
yenne an' esperienza fattami 
yedere giä piti di trentacinqne 
anni sono dal nostro Signor 
Galileo, la qnale fd che presa 
ona caraffella di vetro di gran- 
dezza di nn piccolo novo di 
gallina col collo longo dne 
palmi in circa e sottile qnanto 
un gambo di pianta di grano 
e riscaldata bene colle palme 
delle mani detta caraffella e 
poi riyoltando la bocca di essa 
in yaso sottoposto, nel qnale 
era un poco di acqua, lasciando 
libera dal calor delle mani la 
caraffella, subito V acqua co- 
minciö a salire nel collo e 
sormontö sopra il liyello deir 
acqua del yaso piü d'un palmo, 
del quäle effetto poi il mede- 
simo Signor Galileo si era 
servito per fabbricare un istru- 
mento da esaminare i gradi 
del caldo e del freddo. 

Dass Galilei thatsächlicb ein derartiges Thermoskop construirt hatte, 
bestätigt weiter eine Notiz in dem Briefe des yomehmen Venezianers Job. 



In dieser Zeit fiel mir ein Versuch ein, 
welcher mir bereits yor mehr als 35 Jahren 
yon unserem Herrn Galileo gezeigt war, 
ein Versuch, welcher darin bestand, dass 
er eine kleine Karaffe («» Betortenblase) 
aus Glas yon der Grösse eines kleinen 
Hühnereies mit einem etwa zwei Spannen 
langen und wie ein Weizenhalm engen 
Halse nahm, mit den inneren Handflächen 
besagte Karaffe ordentlich erwärmte und 
dann ihre Mündung umgekehrt in ein 
darunterstehendes GefiLss setzte, in welchem 
etwas Wasser war. Als er dann die 
warmen Hände yon der Betortenblase weg- 
nahm, begann das Wasser sofort in den 
Hals zu steigen und erhob sich über das 
Niyeau des Wassers im Gefässe mehr als 
eine Spanne, eine Wirknng, welcher sich 
darauf derselbe Herr Galileo bedient 
hatte, um ein Instrument zur Prüfun'g 
der Wärme- und Kältegrade herzustellen. 



1) Vgl. Nelli Vita e commerdo letterario di Galileo GcUüei» Losanna 1793. 
8. 69. 70. Wieder abgedruckt bei Veniari Memorie e letiere di GäliUo Galilei, 
Modena 1818. I, 20. 
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Fr. Sagredo vom 9. Mai 1613, in welcher er Galilei mittheilt, dass er 
verschiedene Aenderungen daran vorgenommen habe. Die Stelle lautet: 



li istmmento per misnrare il 
caldo inventato da YS. Eccellen- 
tissima h stato da me ridotto in 
diverse forme assai comode ed es- 
quisite, intantochd la differenza 
della temperie di una stanza air 
altra si vede fin 100 gradi. 



Fig. 1. 



Das Instrument zum Messen der Wärme, 
welches von Eurer Excellenten Herrlich- 
keit erfunden ist, ist von mir in ver- 
schiedene sehr bequeme und ausgesuchte 
Formen gebracht worden, so dass man die 
Differenz der Temperatur von einem Zimmer 
zum andern bis auf 100 Grade sieht 
Ezistirte nun Galileis Thermoskop nach Sagredo vor 

Ol 613, nach Castelli wenigstens vor 1603, so bezeugt Vincenzio 
Yiviani^), Galileis vertrauter Schiller und Biograph, dass 
Galilei das Thermometer in Padua zwischen 1593 und 1597 
erfunden habe. Merkwürdig bleibt dabei allerdings, dass Ga- 
lilei selber des Thermoskops in seinen Schriften nicht Er- 
wähnung thut. Auch in der neuen, vortrefflich ausgestatteten 
Galileiausgabe ^) haben wir keine Spur davon entdecken können. 
Nelli giebt in seiner Biographie S. 70 eine Figur von (jalileis 
Thermoskop, welche wir unter Fig. 1 getreu nachgebildet 
haben. Wir können aber nicht umhin, darauf hinzuweisen, 
dass diese Figur vermuthlich von Nelli selbst entworfen ist 
und dass in dem Castellischen Briefe sich eine entsprechende 
Figur nicht vorzufinden scheint, wenn wenigstens auf Nellis 
Schweigen Yerlass ist. Die Figur selbst bedarf keiner weiteren 
Erklärung. Dass das Böhrenende unten im Wasser offen 
sein muss, ist selbstverständlich. Ob das Gefäss mit Wasser 
oben verschlossen war, geht aus Castellis Worten nicht hervor. 
Nelli scheint es anzunehmen, nach der Figur zu urtheilen; 
dagegen spricht er in der beigegebenen Erklärung richtiger 
von der Atmosphäre, welche bei Abkühlung der Retorte auf den Wasser- 
spiegel drücke. Daraus dürfte doch wohl folgen, dass das Grefäss mit Wasser 
oben offen war. Es könnte schliesslich jemand aus den zuletzt citirten 
Worten Sagredos entnehmen wollen, als habe dieser erst die Gradeintheilang 
eingeführt. Doch spricht auch Castelli schon von Graden. Sagredos 
Neuerung dürfte also lediglich darin bestanden haben, dass er die Grade 
verkleinerte und ihre Zahl erheblich vermehrte. 




1) Die von ihm verfasste Lebensbesdhreibnng Galileis ist zwar erst 1718 ge- 
druckt, aber schon 1654 verfasst. 

2) Le opere di Galileo Galilei I— VI. Firenze 1890 ff. 
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Eine gewisse Aehnlichkeit mit dem Galileischen Thermoskop wird 
man in der nebenstehenden Portaschen Figur erkennen (Fig. 2). Giam- 
battista della Porta beschrieb sein Thermoskop in seiner 1606 erschienenen 
Pneumatik (I ire libri d€ spiritiüi^y). Porta taachte eine Retorte ans 
Glas QA) in ein Gefäss voll Wasser (B), Durch Erwärmung wird die 
Luft in der Betorte ausgedehnt und geht in Blasen, die man im Wasser 
aufsteigen sieht, hinaus. *Je mehr die Luft erwärmt wird, um so mehr 
Blasen steigen auf.' Bei der Abkühlung steigt das Wasser lebhaft in der 
Retorte auf und ftlllt sie bis auf den Theil an, den die auf ihr natürliches 
Volumen reducirte, zurückgebliebene Luft innehat. Wird die Retorte von 

Fig. 2. Fig. 3. 




neuem erwärmt, so fällt das Wasser wieder, wird sie dann abermals ab- 
gekühlt, so steigt es. Der höchste Wasserstand wird durch einen Strich 
bezeichnet. 

Im Principe stimmt mit Galilei und Porta auch Drebbel überein, 
dessen niedliche Figur (Fig. 3) wir dem Tractat von der Natur der Ele- 
fnenten*) (1608) entnommen haben. Dort heisst es ^im vierdten Capittel': 
^Gleich wie die Wärme LufFt unnd Wasser subtil, dün unnd grob machet, 
also vergrobet, verkleinert und truckt zusamen die kälte, als ein contrarium 



1) Ein entsprechender Auszug aus dieser von Escrivano mit Zusätzen Portas 
angefertigten italienischen üebersetzung ist bei Libri Histoire des aeiences mathe- 
nuUiques en ItaUe Paris 1841 , IV, 469 abgedruckt. In der lateinischen Original- 
ausgabe (1601) befindet sich di^s^^ Abschnitt noch nicht. 

2) Ein kurtzer Tractat y^„ der Natur Der Elementen Und wie sie den Windt, 
Aegen, Blitz und Donner v^^f^^ben u. a. w. Durch Comelinm Drebbel in Nieder- 
landisch geschriebefl ui^^ ißp der Naturli«^^«'^®^^^ *^ ^^^* ^^^ Hochtentsch 
getreuHch über gesetzt. ^^^^kt zu T. ,^n in HoWandt. Bey Henrichen von 



getreulich uDer gesem. ^;;^jrt zu r..jß» 
Haestens 1608. J^^*" ^^^^^ 
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der wlürine, und zeucht also wieder in^) alle Winde, die durch die W&rme 
aufs gegangen wahren, gleich wie wir klarlich sehen, wan wir hangen 
eine ledige gläserne Betortam, mit dem mundt in ein Fas mit Wasser, 
unnd unter dem Bauch ein Warm Feuwer legen, wie diese Figur auls 
weiset unnd mit bringt. So Werden Wir sehen, so baldt der LufPb im 
glas anfangt warm zu werden, das Winde steigen aufs dem mund der 
Betorten, und das das wasser voller blafsen') wirdt, und dis wirdt wehren'), 
80 lange der Lüfft je lenger je warmer wirdt, aber wan du die retort vom 
Feuwer nimbst, unnd der LAfft anhebt zu erkalten, so wird der Luft 
wieder in der Betört in einander gehen ^), grob und dicke werden, also 
das das glas wirt mit Wasser erfüllet werden, weil der Luft, der zu vor 
helTs, entschlossen unnd Barificirt war durch das Feuwer, dan so fem du 
das glas sonder brechen gar heifs machen kaust, so wirdt die Betorta, 
wan sie kalt wirt, mit Wasser erfüllet sein' u. s. w. 

Im vorigen Jahrhundert haben Holländer und Deutsche Cornelius 
Drebbel die Priorität der Erfindung des Thermoskops zugeschrieben. Sie 
werden das in gutem Olauben gethan haben, weil vermuthlich darüber aus 
Italien zu ihnen keine Kunde gedrungen war. Dagegen war dem Engländer 
Bobert Fludd, welcher Frankreich, Deutschland und Italien bereiste, dasTher- 
moskop wohl inPadua als eine neue Erfindung gepriesen worden. Fludd selbst 
ist später von einem Jesuitenpater als der erste Erfinder des Thermoskops 
(*il primo inventore del termoscopio') namhaft gemacht, aber ohne Grund. 
Im Gegentheil weist Fludd in seiner Philosqphia Moysaica^) FoL 1' (Lib. I 
cap. n) darauf hin, dass das Thermoskop überhaupt keine neue Er- 
findung sei: Quod instrumentum vulgo speculum Calendarium dictum 
falso a quibiisdam nostri seculi hominibus sibimet ipsis arrogatur, utpote 
qui illud propriam suam inventionem esse falso gloriantur. — neque jure 
mihi fabricam hujus instrumenti primariam arrogare aut vendicare^) queam, 
quamvis illo in naturali Macrocosmi mei historia et alibi ad veritatem 
argumenti mei philosophici demonstrandam sum usus: et agnosco me illud 
in veteri quingentorum saltem annorum antiquitatis manuscripto 
graphice specificatum atque geometrice delineatum invenisse. 



1) Druckfehler statt 'an' ('zieht — an'). 

2) Blasen. 
8) währen. 

4) sich zueammenziehen. 

5) PhiloBophia Moysaica, in qua sapientia et scientia creationis et creaturamm 
Sacra vereque christiana ad amussim et enncleate explicatnr Authore Bob. Fludd, 
alias de Flnctibus Armigero. Goudae 1688. 

6) vindicare 'in Anspruch nehmen'. 
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Fig. 4. 



'Auf Fol 2' giebt Flndd zwei Figuren nebst zugehöriger Beschreibung, 
von denen die links stehende eine Beconstruction der von Flndd in der 
Handschrift Yorgefondenen geometrischen Figor darstellt («» Fig. 4), während 
die rechts danebenstehende eben das speculum calendarimn oder die an- 
geblich neue Erfindung ähnlich wie Galileis oder Portas Thermoskop 
giebt. Dazu bemerkt Fludd sehr richtig, dass die neue Erfindung und 
die Vorrichtung der Handschrift identisch seien (^ista duo solummodo in 
fig^nra et non natura inter se variare'). Aus der Beschreibung zu Fig. 4 
lernen wir nichts wesentlich Neues; nur mOchten wir darauf hinweisen, dass 
auch hier die Luftblasen wieder besonders hervorgehoben werden: radij 
solares calore suo inglobum (eine Bleikugel, sphaera plumbea) concavum 
capitis • A • operantes faciunt, ut inclusus aer eoinim actu rarefactus per 
fistulam • A • B • in oUam (Qe- 
f^ss) aquae descendat et per 
superfidem aquae in forma bul- 
lamm (Blasen) egrediatur; oc* 
cidente yero sole nocteque 
frigida appropinquante iterum 
congelatur, oontrahitnr atque 
condensatur a^ ille inclusus 
— tantum aquae ex oUa • C • in 
fistulam plumbeam exsugitur, 
quantum aeris in rarefiaciendo 
est exhaJatum. 

Es liegt gewiss die Frage 
nahe, ob nicht die von Fludd erwähnte Handschrift noch existire. Und 
falls man etwas Aehnjiches entdeckt, könnte man versucht sein, es mit 
den Fludd'schen Angaben in Verbindung zu bringen, zumal wer etwa ver- 
nimmt, dass sich gerade an dem Orte, au welchem Fludd sich vor dem 
Eirscheinen seiner Philosophia Moysaica aufhielt, nämlich in London, that- 
s&chlich etwas Aehnliches findet. Ehe wir aber darauf näher eingehen, 
müssen wir noch einiges vorausschicken. 

Im Ausgange des dritten Jahrhunderts vor Christi Oeburt lebte ein 
Mechaniker Philon, welcher aus Byzanz stammte. Er unternahm im 
späteren Lebc^nädter noch zu seiner Fortbildung weitere Beisen und kam 
dabei auch nach Bhodos li^^ Alexandria. In letzterer Stadt lernte er 
mechanische Kunstwerke max^^S^^^®^ ^^ kennen, wie die des Ktesibios, 
eines alexandriniscAeu b ij^dörgonies, der auch auf dem Gebiete der Pneu- 
matik Eühmlicbes geh, ^j^ß,t. Philon fasste seine physikalischen Kennt- 
nisse und die remlii i^t^ ^irten jjy^^ praktischen Verwerthung in einem 
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grossen Werke zusammen, welches er ^Handbuch der Mechanik' {Mnuccvtatii 
cvvta^ig^ Mechanische Zusammenstellnng) betitelte und yon welchem leider 
nur wenige Bruchstücke erhalten sind. Zu diesen Fragmenten gehört auch 
eine Abhandlung über die Pneumatik, welche aber nicht in dem originalen 
griechischen Wortlaute uns überkommen ist, sondern nur in der lateinischen 
Uebertragung einer wohl gleichfalls verlorenen arabischen Uebersetzung yor- 
liegt. Der lateinische Titel lautet: ^De mgeniis spiriUiälibus, Ueber die Druck- 

werhe^}) Dort wird yon Fhilon 
das Thermoskop folgendermassen 
beschrieben: *Man stelle eine Blei- 
kugel (Fig. 5)') yon massiger 
Grösse her, die inwendig leer 
(hohl) und geräumig ist. Sie sei 
weder zu dünn, um nicht gleich 
zu platzen, noch zu schwer, aber 
ganz trocken. Man durchbohre sie 
oben und setze eine gebogene Röhre ein, die fast bis auf den Boden reiche. 
Das andere Ende dieser Röhre stelle man in ein anderes, mit Wasser geftültes 
GefUss. Dieses Ende reiche wie in der Kugel fast bis auf den Boden, um 
den Ausfluss des Wassers zu erleichtem. Die Kugel sei a, die Röhre &, 
das Gefäss g. Ich behaupte also, wenn man die Kugel in die Sonne stellt, 
so wird nach Erwärmung der Kugel ein Theil der in der Röhre einge- 
schlossenen Luft hinausgehen. Dies kann man daran sehen, dass die Luft, 
welche aus der Röhre ins Wasser strömt, das Wasser in Bewegung setzt 
und eine Luftblase nach der anderen benrorruft. Wird aber die Kugel in 
den Schatten oder an eine Stelle gesetzt, zu der kein Sonnenstrahl dringt, 

1) Man findet den lateinischen Text bei V. Rose Änecdota Crraeca et Grae- 
eolatina II, 807 f.; femer in neuer lateinisch -deutscher Bearbeitung im ersten 
Bändchen der in Vorbereitang befindlichen griechisch -deutschen Heronansgabe 
der Bibliotheca Tenbneriana. Die HofEnung, dase die arabische Handschrift 966 
der Bodleiana in Oxford den arabischen Text zu Fhilons Pneumatik enthalte^ hat 
sich leider nicht erfüllt. Herr Baron Carra de Vaux, Chäteau de Rieux bei Mont- 
mirail, welcher im zweiten Bändchen der Heronausgabe die yon ihm entdeckte, 
als Ganzes nur arabisch fiberlieferte Mechanik Herons auf neuer Grundlage mit 
beigefügter, deutscher Uebersetzung des Herrn Priyatdocenten Dr. Nix in Boui 
ediren wird, hat auf meine Bitte die Liebenswürdigkeit gehabt, die erwähnte 
arabische Handschrift zu untersuchen und mir ein Inhaltsverzeichniss der einzelnen 
Kapitel mitgetheilt. Es stehen allerdings eine Anzahl unbekannter und nicht 
uninteressanter Philonischer Apparate (Druckwerke, kleinere Automaten u. dgl.) 
darin, aber anscheinend nichts, was sich mit dem liber de ingeniis spiritualibna 
in Verbindung bringen Hesse. 

2) Vgl. bei Rose a. a. 0. die handschriftliche, geometrische Zeichnung. 
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so steigt das Wasser durch die Röhre empor und fliesst bis in die Kagel. 
Stellt man die Engel nachher wieder in die Bonne, so wird das Wasser 
in jenes Gefto zurückfliessen. So oft man den Vorgang wiederholt, zeigt 
sich dieselbe Erscheinung. Dieselbe Wirkung erzielt man, wenn man die 
Kogel durch Feuer erhitzt oder heisses Wasser darauf giesst. Wird sie 
dagegen abgekühlt, so steigt das Wasser wieder auf. 

Dass die eben beschriebene Vorrichtung ein Thermoskop ist, welches 
im Principe mit den erwähnten modernen, als Vorläufer des Thermometers 
geltenden Thermoskopen übereinstimmt, steht wohl ausser Zweifel. Ist 
dem aber wirklich so, so tritt nunmehr die Prioritfttsfrage, die NeUi nicht mit 
Unrecht gegen Drebbel und andere^) zu Gunsten Galileis entschied, in ein 
aDderes Stadium, insofern das erste Thermoskop um mehr als 2000 Jahre 
eher anzusetzen ist, als man bisher gethan hat. Es kann daher keine Frage 
sein, dass die Priorität der Erfindung dem Alterthume zukommt 
und dass die beginnende Neuzeit nur den Anspruch erheben darf, das 
Thermoskop durch die Gradeintheilung vervollkommnet und dadurch aller- 
dings dem Thermometer vorgearbeitet zu haben. Ob nicht auch das Alter- 
thum noch die doch sehr nahe liegende Graduirung') vorgenommen hat, 
steht dahin. Ueberliefert ist davon nichts; aber man bedenke, wie viel 
Litteratur des Alterthums gerade über die Gebiete der exakten Wissen- 
schaften uns verloren gegangen ist! 

Es drängen sich nunmehr verschiedene Fragen von selbst auf, die 
man freilich nicht mit Sicherheit oder Wahrscheinlichkeit wird beant- 
worten können. Zunächst die: Hatte Fludd etwa ein Manuscript von 
Philons ^liber de ingeniis spiritualibus'? Wer weiss, dass thatsächlich diese 
Schrift ausser in anderen in einer Londoner Handschrift, welche sich aus 
Stücken des 12. bis 14. Jahrhunderts zusammensetzt, überliefert ist, wird 
nicht abgeneigt sein, dies für möglich zu halten.^) Aber sicher ist das nicht. 
Denn im einzelnen weicht Fludd in seiner Beschreibung von Philon ab, 
auch hat Fludd schon die Gradeintheilung, wenigstens }n seiner Figur. 
Dazu kommt, dass in der^ Londoner Handschrift irrthümlicherweise die 
Philonische Schrift dem Aristoteles zugeschrieben wird, dessen Namen Fludd 
doch vermuthlieh erwähnt hätte. Dass der Philonische Abschnitt der Hand- 
schrift dem 14. Jahrhundert angehört und nicht, wie man nach Fludd's 



1) Bacon von Verulam erwähnt die Vitra calendaria erst 1620 und Sarpi 
nennt das Thermoskop erst 1617. Es kommen also beide nicht weiter in Betracht. 

2) GraduiraDgen, wenn auch anderer Art, kommen z. B. in Herons Druck- 
werken wiederholt vor. Vgl. Heron. op. vol. I, 286. 296 = p. 216. 218 Thövenot 

3) Merkwürdig ist, dass Fludd noch einen anderen Philonischen Versuch 
(Kap. 8 » 308, 6-309, 9 Rose) kennt. 
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Angabe vermuthen mass, dem 12., ist wohl von geringerer Bedeutong. Er 
könnte sich ja über das Alter dieses Theiles der Handschrift geirrt haben, 
wie es anch heute noch vorkommt. Hätte Flndd trotz alledem den Phüon 
benatzt, so zeigt er jedenfalls keine sklavische Abhängigkeit 

Sollte femer Galilei deswegen des Thermoskops in seinen Werken 
nicht gedacht haben, weil er etwa selbst durch eine solche antike Be- 
schreibung angeregt war und demgemäss es nicht als seine Erfindung im 
eigentlichen Sinne betrachtete? Es ist zwar sicher, dass Galilei ausser 
Aristoteles von Schriftstellern des Alterthtims noch Archimedes, Apollonius, 
Ptolemaeus, Fragmente des Heraclides Ponticus, Heron^) u. a. studiert hat 
und wohl auch Anregungen von ihnen empfangen haben mag, aber Phüon's 
Namen haben wir in der neuen Galileiausgabe nicht finden können. 
Wenn man nun die Bestimmtheit von Sagredo's Worten: ^Das von Eurer 
Herrlichkeit erfundene Instrument' ins Auge' fasst und dazu aus einem 
späteren Briefe Sagredo's an Galilei die Worte ninmit: *da, wie Sie mir 
schreiben, Sie der erste Verfertiger und Erfinder gewesen sind'^, so wird 
man Bedenken tragen, die Selbständigkeit der Galileischen Erfindung id 
Zweifel zu ziehen. 

Noch weniger sicher sind wir bei Porta. Schon bei der Camera 
obscura, welche gewöhnlich als Portas eigenthümliche Erfindung gilt, ist 
man im Zweifel, ob er sie zuerst erfunden oder nur vervollkommnet habe.^ 
Jedenfalls war er eifrig auf das Sammeln antiker Handschriften bedacht, 
um dieses oder jenes daraus für seine Zwecke zu verwerthen (requirenti 
mihi veterum in omni rerum genere quaedam manuscripta monumenta, 
ut arcani quid et abditi inde depromerem). So ist es z. B. sicher, dass 
Porta die Pneumatik und die Automatentheater Heron's kannte; er erw&hnt 
ausser anderem^) Heron's Wasserorgel (Heron. op. I, 192 ff. »« p. 228 Th.) 
und bezeichnet einen Heronsbrunnen (Heron. op. I, 170 ff. «» p. 190 Th.) 
als ^pulcherrima fontis structura'. Es ist daher die Möglichkeit, dass 
Porta durch eine antike Beschreibung des Thermoskops angeregt sei, nicht 
ganz ausgeschlossen, aber Bestimmteres lässt sich nicht ermitteln. Nur 

1) Bemerkenswerth ist, daBS Galilei in einem Briefe vom 11. Januar 1694 an 
Alvise Mocenigo (Ventari a. a. 0. 1, 12) eine aasführlighe Dantellimg des in 
Herons Pneumatik (Heron. op. 1, 266 » p. 222 Th.) beschriebenen Heronsbrannens 
giebt, mit ansdrücklich'er Beziehang auf Heron und in freier lateinischer Be- 
arbeitung. (S. die Einleitung Heron. op. I zu Fig. 66.) Ventari I, 21 halt es fBr 
wahrscheinlich, dass Galilei die Idee seines Thermoskops von Heron empfing. 

2) Vgl. Heller Geschichte der Physik I, 889. 

3) Vgl. Heller Oest^ichU der Physik 1, 808 n. Poggendorff 6^em^. d, JPhys. S. lU. 

4) Vgl. noch J. L. Heiberg Nogle Eftervirkninger af graeek Methanik in den 
Eongelige Danske Videnskabernes SeUkabs Forhandlinger i Aaret 1886, S. 8. ' 
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Fig. 6. 



sei noch darauf hingewiesen, wie Porta zuerst die auch bei Philon er- 
w&hnten Luftblasen besonders hervorhebt. Porta wollte übrigens weniger 
die Wärme oder KSlte messen als den Orad der Verdünnung der Luft 
durch die Wärme bestimmen. 

Die Schriften Philons von Byzanz sind schon im Alterthume selbst yon. 
Heron aus Alexandria, welcher vermuthlich noch im ersten Jahrhundert 
nach Christi Geburt lebte, benutzt worden. Heron citirt Philon mit Namen 
in seinem Werke über die Automatentheater (Heron. op.1, 404, 10 «= p. 263 Th.). 
Auch in der Pneumatik scheint Heron den Philon öfter zu Bathe gezogen zu 
haben. Wenigstens weisen mehrere 
von Heron's Druckwerken eine auf- 
fallende Aehnlichkeit mit Philoni- 
sehen Druckwerken auf (z. B. der 
Eapselheber Heron. op. I, 41 ff. 
«» p. 156 Th. mit Philon Kap. 10 
= p. 310, 3—12 Rose, das con- 
stante Niveau Heron. op. I, 103 ff. 
« p. 173 Th. mit Philon Kap. 12 
s» p. 311, 9ffl B.), wie sie nicht 
minder in der ihrer Pneumatik 
voraufgehenden Einleitung über 
die Theorie des Yacuum über- 
einstimmen. So mag denn wohl 

Philons Thermoskop auch Heron den Anstoss zu einer ähnlichen Vorrichtung 
gegeben haben (Heron. op. 1, 225 => p. 200 Th.). Im Princip stimmt Heron 
mit Philon überein, aber im einzelnen ist die Ausführung verschieden. 
Nach Heron wird eine theilweise mit Wasser gefüllte Kugel ef (Fig. 6) von 
der Sonne erwärmt. Dadurch wird die Luft in derselben ausgedehnt, übt 
auf das in der Kugel enthaltene Wasser einen Druck aus und drängt es mit 
Hilfe der an beiden Enden offenen Röhre tj durch einen Trichter in die 
Basis aßyt. Wird die Kugel abgekühlt, so zieht sich die Luft in der- 
selben zusammen, und das Wasser steigt durch eine zweite, vom Boden 
der Basis oben in die Kugel führende Bohre aus der Basis wieder nach 
der Kugel.*) 




1) Wenn die Röhre 17 aufhört za fliessen, so wird freilich die atmosphärieche 
Luft bestrebt sein, dnrch diese in den Inftverdünnten Raum der Engel zu gelangen, 
aber da sie ihren Weg durchs Wasser nehmen mfisste und nur in Form von Luft> 
blasen hineingelangen könnte, so dürfte doch die beabsichtigte Wirkung erreicht 
sein, ehe die atmosphärische Laft in grösserer Quantität in den Inftverdünnten 
Raum der Kugel eintritt. • 
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Fig. 7. 



An Heron kntlpfb erst im Jahre 1612 Santorio, Professor der 
Medicin in Padua, wieder an. In einem medicinischen Werke, welches im 
genannten Jahre erschien, erwähnt er das Thermoskop zum ersten Male 
ganz allgemein. Genauere Angaben giebt er in einer anderen, im Jahre 
^1625 herausgegebenen Schrift.^) Dort heisst es: *Secnnda figura est vas 
yitreum, quo facillime possomns singnlis horis dime- 
tiri temperatoram Mgidam vel calidam et perfecte 
scire singnlis horis, quantom temperatora recedat a 
natnrali statu prius mensnrato. Quod yas ab 
Herone in alinm nsnm^ proponitur. Nos yero 
illnd accommodavimns et pro dignoscenda tempera* 
tura calida et frigida aeris et onmiom partium 
corporis et pro dignoscendo grada caloris febricitan- 
timn.' Ob und welche Aenderungen Santorio etwa 
an der Heronischen Vorrichtung yorgenommen hat, 
kann ich hier leider nicht feststellen. 

Die Form eines modernen Thermometers zeigt 
anscheinend zuerst das Instrument, welches Teliouz, 
ein römischer Ingenieur, im Jahre 1611 in seiner 
Matematica meravigliosa^) erwähnt. Telioux füllt 
die Blase einer Betorte (Fig. 7) zu drei Viertel mit 
Wasser und setzt eine andere Retorte in die Röhre 
der ersten. Wird die untere Blase erwärmt, so 
steigt das Wasser in der inneren Röhre empor, wird 
sie abgekühlt, so fiLllt es wieder zurttck. An den 
Seiten der Röhren ist eine Scala angebracht. So 
yerschieden auch auf den ersten Blick in ihrer äusseren Einrichtung der 
Heronische Apparat und Teliouz' Luftthermometer ei-scheinen mögen, 
so finden doch im Grunde in beiden dieselben physikalischen Vorgänge 
statt. Nur hat Teliouz, yielleicht unabhängig yon Heron, ganz abgesehen 
yon der Scala, die Sache einfacher und praktischer eingerichtet, indem er 
statt der zwei Her oni sehen Bohren nur eine einzige nahm und statt wie 
Heron das bei der Hitze ausströmende Wasser in eine unter der Kugel 
befindliche Basis zu leiten, es in eine yertikal darüber stehende Betorte 




1) Die Originalausgabe war mir leider nicht zugänglich. Die citirten Worte 
finden sich bei Nelli I, 81. Ich bedauere lebhaft, dass ich aus dem angefühiteo 
Grande Santorios Figur nicht vorführen kann. Vermuthlich stimmt sie mit der 
Heronischen (Fig. 6) überein. 

2) Herons Apparat biess bei den Alten 'die Traufe' (Libäs). 
. 3) Vgl. Libri a. a. 0. IV, 471. 
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steigen lässt. Aber bier wie dort wirkt die Wärme auf ein Geföss mit 
Wasser ein nnd bringt die Flüssigkeit aus einem gescblossenen^) Banme 
zum Aasflass, nnd bier wie dort fübrt die Abküblnng die ausgeströmte 
Flüssigkeit zurück. Beim Tbermoskope Pbilons, Galileis u. s. w. wirkte 
cl&gogoii die Wärme nur auf ein lufterfülltes Geföss ein und beeinflusste 
entweder kaum das Wasser in dem offenen GefUsse oder bracbte es in 
der Röhre zum Sinken und drängte es ins Gefllss zurück, wäbrend erst die 
Kälte eine steigende Bewegung des Wassers berbeifübrte und das Steigen 
selbst aucb der Yeränderlicbkeit des Luftdrucks unterworfen war. 



1) DasB Teliouz das Tbermoskop gänzlicb dem Einflasse des veriUiderlichen 
Luftdruckes entzog, war wobl der bedeutendste Fortscbritt; bei Heren ist immer 
noch, wenigstens während der Abküblxmg, eine gewisse Einwirkung des Luftdrucks 
denkhar. Uebrigens hält J. C. Poggendorff OeachiefUe der Physik S. 268 im Gegen- 
satz zu Libri a. a. 0. es für ungewiss, ob Telioux' Thermometer luftdicht gewesen 
sei. Die Worte: 'che non possa pigliare aria dass sie keine Luft hineinlassen 
kann' beziehen sich allerdings nur aof die innere Bohre; es wird aber doch zu 
Anfang gesagt, dass die äussere Retorte nur so viel grösser sein soll, als nöthig 
izt, um die zweite Röhre hineinschieben zu können. Man beachte auch, dass 
Teliouz die Wärme auf die untere Blase einwirken lässt. Stände diese aber mit 
der atmosphärischen Luft in Verbindung, so würde das Wasser überhaupt nicht 
steigen; denn die Luft, welche bei völliger Abgeschlossenheit durch ihre Aus- 
dehnung das Steigen bewirkt, würde in jenem Falle nach aussen entweichen.- Aus 
Telioux' Figrar darf man keine Schlüsse ziehen; sie ist in Hinsicht aaf die Lufb- 
dicbtigkeit ungenau gezeichnet. Ein praktischer Versuch hat uns ausserdem die 
Notwendigkeit, dass die äussere Retorte luftdicht sei, bestätigt. 
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Am 8t Johannistage 1574 wurde im Strassbnrger Münster, jenem 
altehrwttrdigen Denkmal deutscher Baolninst, ein Kunstwerk eingeweiht, 
das zwei Jahrhunderte hindurch bewundert und gepriesen wurde, jene be- 
rühmte astronomische Uhr, welche Eonrad Dasjpodius im Verein mit 
David Wolckenstein aus Breslau und Tobias Stinmier nebst den Gebrüdem 
Habrecht aus Schaffhausen geschaffen hatte. Das Interesse für astronomische 
Dinge war im 16. Jahrhundert bedeutend. War es doch in diesem Nicolaus 
Copernicus Torbehalten, eine Weltordnung zu stürzen, die mehr denn 
anderthalb Jahrtausende fast unangefochten in Geltung gewesen war. Jenes 
Interesse beschränkte sich aber nicht auf die Männer der Wissenschaft, 
sondern muss auch in weitere Kreise gedrungen sein, wie eine Anzahl ge- 
rade in diesem Jahrhunderte angefertigter astronomischer Kunstuhren be- 
weist. Es gab solche ausser in Strassburg auch in Cassel (aus dem 
Jahre 1561), Dresden (1568), Marburg (1575) und Prag (1592)^). Dass 
sie sich noch dem Ptolem&ischen Weltsystem^ anschliessen, wird den nicht 
wunder nehmen, der weiss, dass selbst Tycho Brahe sich von der Richtig- 
keit von Copernicus' heliocentrischem Systeme nicht hatte überzeugen könnnen. 
Bei der Strassbnrger astronomischen ühr könnte allerdings leicht jemand 
eine unbewusste Ironie darin finden, dass ihr Urheber Dasypodius, kurz bevor 
er mit der Herstellung der Uhr beauftragt wurde, eine Schrift, die zu 
Copernicus in Beziehung stand'), veröffentlichte und femer an dem Ge- 
wichtsthurme der ühr *des herrlichen und Gelehrten Mathematici Nie. 
Copernici warhafftige abconterfet' (so!) malen Hess, ohne dass die ühr 
selbst dessen epochemachendes System zum Ausdruck brachte. 



1) Vgl. C. Alhard von Drach Die MU Marburg im mathematisch-physikdlischen 
InsUttU befindliche Globusuhr Wilhelms IV. von Hessen als Kunstwerk und astro- 
nomisches Instrument. Marburg 1894, S. 6. 11. 

2) Dies ist von der Casseler bestimmt überliefert. Mit der letzteren stimmt 
die Dresdener Überein. Auch die Straasbarger gründete sich auf das Ptolemäische 
System, wie der Sonnenzeiger auf dem Astrolabium zur Genüge darthnt; denn er 
dreht sich inmitten der Planetenzeiger in einem Jahre in dem Thierkreise. 

8) Hypotyposes orbium coelestium congruentes cum tabulisÄlfonsinis etCoperniei 
seu etiam tabulis Prutenicis editae a Cuurado Dasypodio. Argent 1668. Vgl. 
J. G. L. Blumhof Vom alten MaÜhemaUker Conrad Dasypodius. Göttingen 1796, S. 20. 

Abh. rar Geich. der Mathem. Vm. 12 
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Eonrad Dasypodius (zu deutsch ^Baohfass oder Has') war der Solm 
des Schweizer Humanisten Petrus Dasypodius, den wir zuletzt in Strass- 
bürg finden. Die Lebensjahre seines Sohnes Konrad umfassen die Zeit Yon 
1530 bis 1600. Eonrad Dasypodius war an der Akademie in Strassbnig 
als Professor der Mathematik thätig, studierte eifrig die antiken Mathe- 
matiker, von denen er selbst mehrere, unter anderen Euklid wiederholt 
(1564, 1570 f.), im Druck erscheinen Hess, und war in Wort und Schrift 
beflissen, das Studium der Mathematik zu heben. Von 28 Schriften des 
Konrad Dasypodius, welche Blumhof anfuhrt, weisen 20 schon im Titel 
auf die Beziehung zu der antiken exakten Wissenschaft hin, und unter den 
übrigen dürften auch noch mehrere in ihrem Inhalte sich an die klassische 
Wissenschaft anlehnen. Dasypodius beschäftigten nicht bloss die Mathe- 
matiker, wie Apollonius, Theodosius, Serenus, Diophantus^ Pappus ausser 
Euklid, sondern auch die Astronomen wie Autolykos, Ptolemäus und 
Hypsikles, der Optiker Damianos, die Mechaniker wie Etesibios, Philon 
yon Byzanz, Athenaeus und Heron Yon Alezandria. Von Autolykos gab 
Dasypodius 1572 die beiden Schriften IIsqI xii/ovfteVi}^ cg>alQag ^üeber die 
Bewegung einer Kugel' und IIsqI imxoJi&v xal övaecav *Yom Auf- und 
Untergang der Fixsterne' heraus, zu Ptolemäus schrieb er Scholien. Von 
Heron aus Alexandria veröffentlichte er im Anschluss an das 1. Buch von 
Euklids Elementen Vocabula quaedam geometrica' ^), ebenso 8 Jahre später 
^Hieronis (= Heronis) Alexandrini nomenclaturae vocabulorum geometri- 
corum translatio'^). Dasypodius kennt femer aus eigener Lektüre die 
Belopoiika (Geschützbau), die Dioptra (Nivellirinstrument), die Pneumatik 
(Druckwerke), die Automaten (Automatentheater), den Barulkos (Hebe- 
winde) Herons. Dass er sie wirklich studirt hat, beweisen viele Stellen 
über den Inhalt der genannten Schriften in der Abhandlung, welche er 
seiner Beschreibung der Strassburger Münsteruhr vorausschickt'). Da 



1) Euclidis Elementorum Über primus. Item Heronis Alexandrim vocoMa 
quaedam geomärica: aiitehac nunquam edita, graece et latine. ArgentiDae 1671. 
Das sind die X>qoi oder Definitionen des Heron. Vgl. F. Hultscb Heronis Älexan- 
drini geometricorum et stereomäricorum reliquiae, Berolini 1864, S. IX. 

2) Der genauere Titel lautet: Oratio Conradi Dasypodii de diseiplinis fnathe- 
maticis, Eiusdem Hieronis etc. tocah. geom, translcftio, Eiusdem lexicon ma^ 
maticum ex diversis coUectum antiqnis scriptis. 

8) Diese Beschreibung ist in einer deutschen und lateinischen Ausgabe vor- 
handen, von denen die deutsche etwas ausführlicher ist. Die Titel lauten: Chb- 
radi Dasypodii Warhafftige Äusslegung und Beschreyhung des AstronomisAen 
ührwercks zu Strasshurg. Strassburg 11. Mai 1580. Die eigentliche Bescbreibiuig 
der Uhr ist hiemach wieder abgedruckt in der Elsassischen und Sirassburgisehe» 
Chronicke von Jacob von KönigsJioven herausgeg. von D. Johann Schiltem. Stiasi- 



Digitized by VjOOQIC 



Heron ▼. Alezandria, Eonrad Dasypodins u. d. Strassb. Astronom. Mfinstembr. 179 

Dasypodins auch Herons mechaniscb-physikaliscbe Werke scbon um 1571 
gelesen baben wird, aber der griecbiscbe Text erst 1693 zum ersten Mal 
gedruckt ist und die älteste yoUständige (lateiniscbe) Uebersetzong der 
Pneumatik von Commandini erst 1575, die älteste (italieniscbe) lieber- 
Setzung der Automaten Yon Baldi erst 1589 im Druck erscbienen, so leucbtet 
ein, dass Dasypodius über Herons mecbaniscb-pbjsikaliscbe Werke etwas 
Handscbriftlicbes besessen baben muss. War dies eine Uebersetzung oder 
der Originaltext? Es ist wabrscbeinlicb, dass Dasypodius sieb um Heron- 
bandscbriften bemttbte. Wenigstens scbrieb er an den erwäbnten Comman- 
dini, einen gelebrten, aber in Yorurtbeilen befangenen Arzt aus Urbino. 
Als guter Katholik bielt dieser es ftir unthunlicb, sieb einem schmutzigen 
Ketzer gefällig zu erzeigen; er fürchtete sich dadurch zu beflecken (vgl. 
QiomdLe d^ letterati d'Italia XIX, 180: 'non giudicö bene Tuomo Catolico il 
coniamiuarsi con Tamicizia di persona imbrattata e lorda dal fango deir 
Eresie'l)^). Vielleicht sab Commandini in Dasypodius auch einen Concur- 
renten. Im Besitz you Heronhandschriften war derzeit auch Petrus Ramus, 
jener aufrichtige Verehrer deutscher Gelehrsamkeit, der 1572 ein Opfer 
der Bartholomäusnacht wurde'). Das bezeugt er selbst mit folgenden Worten: 
^Studiose Tel curiose potius Heronis opera nobis exquisita sunt, tandemque 
e yariis bibliothecis collecta graece et manu descripta nvsvficnixcc (Druck- 
werke) integra, amoficctoTtotfiitKa (Automatentheater) multis locis corrupta, 
fragmenta quaedam geodaetica: alia yero pleraque Heronis praedicantur, 
ut de macbinis bellicis earumque figuris eleganter descriptis negi ßshmoitag 
(Geschützbau) etc.' Mit diesem Gelebrten, den Dasypodius yielleicbt 1569 



bnrg 1698. Die lateinische Beschreibong scbliesst sich an die Universitätsoach- 
richten des Jahres 1680: Conradi Dasypodii Heron mechanicus seu de mechani- 
eis artibus tUque disciplinü. Einsdem Horologii astronomici Ärgentorati in aummo 
templo erecH descriptio, Argent. 6. Juni 1680. Mit letzterer Schrift befasst eich 
aoch J. L. Heiberg NogU Efteruirkninger af graeak Mechanik in den Kongelige 
Danske Videnskabernes Selskabs ForbandliDger i Aaret 1886, S. 9—14. (Auf die 
Heiberg'eche Abhandlung wnrde ich aufmerksam durch Herrn Oberschulrat Pro- 
fessor Dr. F. Hultscb in Dresden- Striesen.) Eine poetische Beachreibung der astro- 
nomischen Uhr giebt der unglückliche Tübinger Professor Frischlin bereits ein 
Jahr nach Vollendung des Werkes: Carmen de astronomico horölogio Ärgentora- 
tenti scriptum a M. Nicodemo Frischlino. Ärgentorati 1576. 

1) Denn Eonrad Dasypodius war wohl Anhänger der reformirten Lehre. Sein 
Vater war wenigstens mit Ulrich Zwingli befreundet, ward von diesem an die 
Züricher Scbola Carolina berufen und unterrichtete später dessen Söhne. Dem 
Italiener mochte die zur CTangelischen Lehre übergetretene Stadt Strassburg über- 
haupt als Hochburg der Ketzerei erscheinen. 

S) Vgl. Petri ßami scholarum maihemcUiearum libri unus et triginta. Frank- 
furt 1627, S. 38. Heiberg a. a. 0. S. 10. 

12* 
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persönlich kennen lernte, als Bamns auf seiner Reise durch Deutschland 
Stras&burg berührte, stand Dasypodius in gelehrtem Briefwechsel. ^Dasj- 
podins nobis etiam familiaribns literis notus,' schreibt Bamns in den SchoL 
math. S. 64. Aach an ihn wird sich Dasypodius wegen Handschriften 
gewandt haben, obwohl das nicht ausdrücklich berichtet wird und infolge- 
dessen auch nicht bekannt sein kann, mit welchem Erfolge. Trotzdem 
könnten wir, auch ohne bestimmtere Nachrichten, yermuthen, dass Dasy- 
podius einen griechischen Herontext besessen haben muss. In der Ein- 
leitung zu der oben erwähnten Schrift ^Oratio de disciplinis mathematicis' 
kündigt er ein Unternehmen an, welches sich zur Aufgabe stelle, eine An- 
zahl mathematischer und physikalischer Schriften des Alterthums in einem 
yierbändigen Werke zu yereinigen. Diese Sammlung ist zwar niemals er- 
schienen, aber es ist kein Zweifel, dass Dasypodius seine Vorbereitungen 
dazu getroffen hatte. Er spricht ausdrücklieb von der Nothwendigkeit einer 
*Bibliotheca vsttriis variarum linguarum manuscriptis graeds latinisqne anti- 
quis exemplaribus instructissima ^)'. Der vierte Band insbesondere sollte 
enthalten: dgyccvaitotrixiKci (damit sind wahrscheinlich des Athenaeus Schrift 
UsqI fifjxavrificivcav (Kriegsmaschinen) und Biton's Kataöiuvm nolBfux&v ig- 
ydvoDv %al MtranelxiTi&v (Herstellung von Kriegsmaschinen und Gescbütacen) 
gemeint, vgl. unten S. 182), ßsXonoiriTiicd (ohne Zweifel Herons Schrift Tom 
Geschützbau), 7tvsv[ianKcc iÖQavXiKci (beides umfasst Herons Druckwerke), 
avroficcxoTtoiriTiytd (Herons Automatentbeater), äQxivsKvovixci^. Erwähnt sei 

1) lu seinem ungedruckten Geaache um Versetzung in den Rahestand vom 
25. October 1597, welches in Strassburg im Collegiam Wilhelmitanum aufbewahrt 
wird und mir dank der Güte des Hrn. Dr. Erichson (s. unten S. 182, Anm. 5) vorliegt, 
erklärt er, seinem Nachfolger gern mit seiner 'Bibliotheca, quam ad haec stndia 
mediocriter instructäm habeo', zu Hilfe kommen zu wollen. 

2) Er ist nicht ganz sicher, was damit gemeint ist; yermutlich waren es die 
in der erwähnten Schrift von Dasypodius ins Lateinische übersetzten Ezcerpte, 
welche B. Schöne Damianos Schrift über Optik. Griechisch und Deutsch. Berlin 1897, 
S. 22—80 als Auszüge aus Geminos bezeichnet, welche aber noch F. HnlUch 
Heronis ÄUxandrini geometricorum et stereometricorum reliquiae. Berolini 1864, 
S. 249, 14 — 252, 22 als Heronisch galten, weil ihre üeberlieferuag sich oft an 
Heronische Schriften anschliesst. Vgl. R. Schöne, S. X. Bemerkenswert ist jeden- 
falls, dass die erwähnten Auszüge sich mit architektonischer Perspective bescbüf- 
tigen, wie auch das am Schlüsse derselben stehende Bruchstück T/ %b mcf^fo- 
y(fa(pi%6v (Was ist Skenographic?), welch letzteres Dasypodius anscheinend im 
zweiten Bande geben wollte, aber auch schon a. a. 0. 8. 18 lateinisch fibersettt 
hat. üebrigens hat Dasypodius auch die übrigen Excerpte (Hultsch a. a^ 0. 
S. 246, 16—249, 12 aus Geminus, 252, 24—276, 14 aus Proklos mit einigen Ans» 
lassungen und 276, 16 — 279, 8 aus Anatolius (278, 19 rb &Qxits%xo9i%6vl) fibersetst 
und giebt sie alle für Heronisch ans. 
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noch, dass der dritte Band ausser anderem 'Dioptrica', ebne Zweifel Herons 
Scbriffc IIbqI di67CtQixg (s. unten S. 182), enthalten sollte^). Dasypodius be- 
absichtigte auch den Erwähnten Schriften Figuren beizugeben und zwar 
reconstruirte. Dass er damals aber wirklich bereits eine griechische Heron- 
handscbrift besass, welche fast alle mechanisch -physikalischen Schriften 
Herons enthielt, beweist eine weitere Notiz in der Vorrede der erwähnten 
Schrift *de disciplinis mathemaiicis': omnia quae ab eodem Hierone scripta 
sunt intelligentur, ut sunt TCvcvfianxa , iÖQccvXiTid^ diOTtXQtKdj Kldafiova xocl 
airoiiaxoTtonrixtxa et alia cum buius tum aliorum authorum scripta, quae 
penes me habeo et in lucem ederem, si consiliis opera auxiliisve mag- 
norum yirorum iu^arer'. Hier begegnet uns zum ersten Mal der Ausdruck 
xXaaiiata, Er kehrt wieder in der historischen Einleitung des ^Heron 
mecbanicus' in folgendem Zusammenhange: Tneumatica et clasmata (sc. Hero) 
ita tractat, ut, siquis saltem ea quae de vacuo proponit legat, summo et 
ingenio et doctrina excellenti eum praeditum fuisse deprehendat'. Schon 
aus dem Zusammenhange könnte man wohl entnehmen, dass ^pneumatica 
et clasmata' sich auf ein Werk beziehen müssen. Aber was sind die clas- 
mata (=s »kdc flava)? Nichts anderes als Fragmente. Es ergiebt sich 
n&mlich aus der Ueberlieferungsgeschichte der Heroniechen Pneumatik, dass 
in irgend einer älteren Handschrift der Pneumatik eine ganze Beihe Yon 
Capiteln durch Ausfall mehrerer Quatemionen ausgelassen war^). Diese 
gekürzte Pneumatik liegt in yielen handschriftlichen Exemplaren vor. In 
einigen anderen stehen wieder nur die xAaa^ara, eben die in der gekürzten 
Pneumatik fehlenden Abschnitte. Wieder in einer anderen kleinen Gruppe 
Yon Handschriften sind am Schlüsse der gekürzten Pneumatik die genannten 
Fragmente sei es unmittelbar, sei es hinter anderen dazwischen stehenden 
Werken zugefügt worden. Zu den wenigen Handschriften, die also zwar 
die vollständige Pneumatik, aber, um mit Dasjpodius zu reden, als 'pneu- 
matica und clasmata' enthalten, gehörte bis zu ihrer Verbrennung im 
Jahre 1870 auch die Handschrift C III 6 des eyangelischen Seminars 
in Strassburg. Zum Glück sind Beschreibungen derselben von Vincent^) 



1) Die Dioptra wird auch in der neuen griechisch- deutschen Heronausgabe der 
Bibliotheca Teabneriana im dritten Bändchen von Herrn Dr. H. Schöne in Berlin 
herausgegeben werden , während Herons Pneumatik und Automaten im ersten 
Bändchen stehea, dessen Erscheinen unmittelbar beyorsteht. Die Belopoiika nebst 
der Mechanik und der Katoptrik wird auf Grund neuer Vergleich ungen das zweite 
Bändchen bringen. 

2) Vgl. die Einleitung zu Heronie op. I der Bibliotheca Teubneriana. 

3) Notiees et extraits des manuscrits de Ja hibliotMqiie impiricUe XIX, 2. 
Paris 1858. S. 172 und 481. 
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and Wescher^) sowie ihre Lesarien durch Friedrich Haase^) erhalten. Die 
Strasshurger Handschrift enthielt danach folgende Schriften: Herons Ilnv- 
(Mxxixciy BBhmovrjftioM^ IIsqI dionzQag^ dann folgten Schriften des Athenaens, 
Biton (s. ohen S. 180) nnd ein von Wescher als Heronisch bezeichneter 
Abschnitt, welcher yermuthlich mit den oben S. 180, Anmerk. 2 besprochenen 
Stücken identisch ist. Hieran reihen sich Tivic xldöficna und IIs^l avro* 
(iatonoirixi%^g. Den Schluss bildete Eoklids Eatoptrik. Wir sehen, dass 
die Handschrift lauter Dinge enthielt, welche Dasjpodius in seinem Sammel- 
werke herausgeben wollte^). Zu dieser inneren Beziehung gesellt sich 
schliesslich auch noch ein Süsseres Zeugniss. Die Handschrift enthielt 
unter dem Deckel den Vermerk: ^Mathiae Bemeggeri ex biblioth. Dasj- 
pod. 1613/*) 

Als ich das Resultat der vorstehenden Untersuchung Sr. Excellenz 
Hrn. Wirkl. Geh. Bath Richard Schöne mittheilte, äusserte dieser, wenn 
dem so sei, so rühre wahrscheinlich auch die Wolfenbüttler Handschrift 
August. 68, 2, welche eine lateinische üebersetzung von Herons Dioptra 
mit perspectiyischen, also reconstruirten Zeichnungen enthält, von Dasj- 
podius her, wie er immer yermuthet habe. Trotzdem die Schriftzüge des 
Dasypodius mit denen der Handschrift nicht übereinstimmen^), ist dennoch 
eine innere Möglichkeit für die Abfassung der lateinischen Üebersetzung 
durch Dasypodius dadurch gegeben, dass sie in ihren Lesarten nach Mit- 
theilung des Hm. Dr. H. Schöne mit der Strasshurger, freilich auch mit 
einer Pariser Handschrift» stimmt. Ich glaube jene Vermuthung nun 
meinerseits noch durch folgende Erwägungen stützen zu können. Gegen 
das Ende der fraglichen Handschrift findet sich von derselben Hand, welche 
den Text geschrieben hat, auf dem Rande (Fol. 54^) ein kritisirend'er Hin- 
weis auf Fig. 54 von Bessonus Theatrum mstrummtorum et moAmarum. 
Dieses Buch ist erst 1578 in Lyon erschienen. Also muss die Handschrift 



1) FoliorcäitpAe des Grecs. Paris 1867. S. XXXV. 

2) Die Haase^schen CoUationen sind jetzt im Besitze Seiner Ezcellenz des 
Herrn Wirklichen Geheimen Bathes and Generaldirectors der Königlichen Museen 
in Berlin, Professors Dr. B. Schöne. Dessen bekannte Liberalität ermöglichte mir 
die Benntzung der Haase'schen CoUationen, die mir auch in diesem Augenblicke 
für die Pneumatik und die Automaten noch vorliegen. 

3) 'Gatoptrica' waren Ton Dasypodius für den zweiten Band vorgesehen. Er 
hatte übrigens Euklids Eatoptrik schon einmal im Jahre 1667 herausgegeben. 

4) Nach Anm. 8 könnte Dasypodius die Handschrift schon im J&hre 1667 be- 
sessen haben. In diesem Jahre trat er die Professur an. 

6) Herr Dr. Erichson, Director des Gollegium Wilhelmitanum in Strassburg, 
hatte die Liebenswürdigkeit, zwei eigenhändige Schriftstücke des Konrad Dasy- 
podius (von 1662 und 1697) zum Vergleich zu übersenden. 
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nach dieser Zeit entstanden sein. Jedenfalls wnsste, nach einer Band- 
bemerknng anfFol. 44' der Urheber derselben, dass die berOhmte Heronische 
BreiecksformeP) sich bei Ueron dem Jüngeren wiederhole^), der dort aller- 
dings mit Heron aus Alexaudria identificirt wird, ferner bei Jordanus Nemo- 
rarias (13. Jahrb.), Pediasimns (14. Jahrb.), Tartalea (Tartaglia f 1557), 
Nonnesios (Nunnez? f 1577)*) und dass Freigius, dessen sowohl anderen 
als auch Eonrad Dasypodius and David Wolckenstein gewidmete ^quaestiones 
geometricae et stereometricae' 1583 in Basel erschienen^), mit Unrecht be- 
haupte, sie sei nicht von Heron überliefert. Auch kannte der Bearbeiter 
das 21. Eapitel der Eesten des Julius Africanus, das ihm bei der Auf- 
gabe, Ton einem Ufer aus die Breite eines Flusses zu messen (Dioptra, 
Cap. 9, S. 210 Yinc. und ebenda S. 408), wegen des gleichen Vorwurfs 
in Erinnerung kommt. Ebenso muss dem Uebersetzer die Schrift des 
Heron aus Alexandria über die Automatentheater bekannt gewesen sein. Denn 
zur Dioptra, Cap. 17, S. 240, 11 (cxoivlov si iwetafiipov xal ytQoßsßaaavus- 
ftivov), wo von einem gut ausgezogenen und vorher auf die Probe gestellten 
Seile die Bede ist, erinnert sich der Schreiber einer Stelle der Automaten 
(Heron. op. I, 344, 12 ff. «» S. 245 Th6venot), an welcher ein zweckent- 
sprechendes Verfahren beschrieben ist. Daher auf Fol. 32^ die Bandbemerkung: 
*id quomodo fiat docet (sc. Hero) in automatopoeeticis'^). Die Handschrift 
ist nicht etwa Abschrift einer älteren lateinischen Uebersetzung, sondern die 
üebersetzung ist, wie ihr Titel besagt, nach dem Griechischen gemacht 
(e Oraeco in Latinum conversus). Auch finden sich an manchen Stellen 
Verbesserungen in der Art, wie wenn jemand sein Manuscript behufs Druck- 
legung nochmals selbst durchcorrigirt oder corrigiren lässt, so auf Fol. 2' eine 
dreifache Correctur für die Uebersetzung der Worte S. 174, 10, 11, i^iaxcu 
To^ ßovXonivoig ivtvyxdvovct nqivBiv i^v 6wq>oqav, Femer sind für das 
Bäderwerk von Herons Wegmesser (Hodometer) nicht weniger als drei 



1) In Herons neaentdeckten Metrika ist die Formel in einer von der Dioptra 
abweichenden Becension überliefert. Siebe Band III der neuen HeronauBgabe ed. 
H. Schöne. (In Vorbereitung.) 

2) Vgl. Martin Becherches sur la vie et les ouvrages d'Heron d'Akxandrie in 
den M^moires pr^ent^s par divers savanta h, Tacademie des inscriptiones et helles- 
lettrei. Paris 1864, S. 488, 489. 

8) Gewöhnlich heisst Nunnez lateinisch Nonius. Ein Nonius de arte navig. 
wird auch wiederholt in der Handschrift erwähnt. Das ist auf alle Fälle Nunnez, 
dessen Schrift 'de arte et ratione navigandi' zuerst 1646, dann 1666 und 1678 
erschien. 

4) Vgl. Kästner, Gesch. der MaihemaHk, Göttingen 1797, II, 788. 

6) Dass der Urheber dieser Randbemerkung grosses Interesse an der erwähnten 
Sache nahm, leuchtet ein. Vgl. dazu unten S. 188. 191. 
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yerschiedene Entwürfe yorbanden, Yon denen zwei wieder dorchgeetrichen 
sind. So viel ist also wohl sicher, dass wir es hier nicht mit einer ge- 
wöhnlichen Abschrift, sondern mit der Arbeit eines Gelehrten des 16. Jahr- 
hunderts zu thnn haben, der ausser anderen Heron und auch Pediasimns 
kannte, wie Dasjpodius; denn auch des Pediasimus gedenkt Dasjpodius in 
der Vorrede zu seiner bekannten ^Oratio etc.' 

Nehmen wir einmal an, die üebersetzung rühre wirklich von Dasjpodius 
her, so bliebe die Frage zu beantworten, auf welche Weise sie nach Wolfen- 
büttel kommen konnte. Die Handschrift gehört zu den Ton Herzog Augast 
dem Jüngeren, dem verdienstvollen Gründer der Wolfenbüttler Bibliothek, 
erworbenen. Dieser hatte ständig einen Agenten in Strassburg, das war 
in den Jahren 1620 — 1634 der Professor Joachim Cluten, der ihm abge- 
sehen von der Mittheilung wichtiger politischer Ereignisse, auch hin und 
wieder den Ankauf von Büchern vermittelte. Darüber giebt eine stattliche 
Beihe wohlerhaltener Briefe Clutens (Handschrift 88 Nov.) an den Herzog 
Aufschluss '). Bereits in diesen Briefen ist wiederholt von einem mathe- 
matischen Catalogus die Rede, den Cluten am 3. Juni 1621 (Fol. 2V) be- 
stimmt erklärt, über acht Tage absenden zu wollen. Es wird zwar nicht 
gesagt, ob es sich um Handschriften oder Bücher handelt. Aber es geht 
doch daraus hervor, dass dem Cluten bekannt war, wie sehr sich der 
Herzog auch für mathematische Dinge interessirte. Mehrere Male wird in 
Clutens Briefen auch Mathias Bemegger erwähnt, dem 50 Bthll. übergeben 
werden sollen (Fol. 211'); wofür, ist nicht bekannt. Dieser Bemegger, ein 
angesehener Gelehrter, Professor der Akademie in Strassburg, üebersetzer 
einer Schrift Galileis und Herausgeber trigonometrischer Tafeln, muss aber 
damals schon für den Herzog Bücher besorgt haben. Wenigstens findet 
sich auf einem Briefe vom 26. Februar 1632 (Fol. 211', von des Herzogs 
Hand?) eine Bandnotiz, nach welcher ihm ein Buch übersandt werden soll, 
^80 Bemeggerus hat'. Letzterer vermittelte nach Clutens Tode für den 
Herzog den Ankauf von dessen Bibliothek, von welcher über die Hälfte 
1637 nach Braunschweig und später nach Wolfenbüttel kam. Zugleich 
wurde Bemegger bis zu seinem Tode (also 1636 — 1640) Clutens Nach- 
folger als Agent des Herzogs. Nach Bemegger's Tode versah dessen 
Schwiegersohn Job. Freinsheim diese Stellung bis 1642. Beide erhielten 
ebenso wie Cluten ein Jahrgehalt (annuum salarium) vom Herzog. 

Nun liegt es gewiss nicht so fem zu vermuthen, dass Dasjpodius, wie 
schon ^Hieronis nomenclatura', auch die anderen Schriften Herons für sein 



1) Vgl. anch Jacob Burckhard Historia hiblioihecae Äugustae, Lipüae 1744, 
S. 196. 
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mathematisches Sammelwerk lateinisch bearbeitete, am sie in seiner Aus- 
gabe dem griechischen Texte zu leichterem Terständnis hinzuzufügen. Ist 
dem so, so war es möglich, dass Bemegger, der, wie uns bekannt (s. oben 
S. 21), aus der Bibliothek des Dasypodius die griechische Heronhandschrift 
erworben hatte, auch die lateinische Bearbeitung sich verschaffte, und da 
letztere ftir ihn selber neben dem griechischen Exemplare nicht solchen 
Werth haben mochte als fdr den you einer ^summa Codices manuscriptos 
andiqne colligendi cupiditas' (Burckhardt a. a. 0. S. 226) erfüllten Herzog, 
welcher derzeit überhaupt kein Eiemplar von Heron besass, so hatte er 
die beste Oelegenheit, durch üeberlassung dieser mit nicht unschönen 
technischen Beconstructionen ausgestalteten Handschrift sich seinem fürst- 
lichen Auftraggeber und Gönner, von dessen Interesse für mathematische 
Dinge ^) er wusste, gefällig zu erzeigen. Sollte es nun nach diesen Aus- 
einandersetzungen wahrscheinlich sein, dass die Wolfenbüttler Dioptra von 
Dasypodius stammt, so würde daraus gefolgert werden müssen, dass Dasy- 
podiuB in technischen Dingen nicht unerfahren gewesen ist. Denn in des 
Dasypodius griechischer Handschrift der Dioptra befand sich nach Mit- 
theilung des Herrn Dr. H. Schöne eine Lücke, welche in der lateinischen 
Bearbeitung zwar als solche kenntlich gemacht, aber auch zugleich in sach- 
kundiger Weise ergänzt ist. Wir werden uns dessen später wieder er- 
innern, wollen aber zuvor das Werk im (Jmriss skizziren, welches mehr als 
alle litterarische Thätigkeit dem Dasypodius ein Andenken bei der Nach- 
welt gesichert hat 

Das ist die Strassburger astronomische Münsteruhr ^). Wir geben eine 
kurze Beschreibung ihrer äusseren Einrichtung. 

1) Des Herzogs Interesse für mathematische Dinge wird unter anderem da- 
durch bestätigt, dass er später den berühmten, um 600 n. Chr. entstandenen Codex 
Arcerianas kaufte, welcher inhaltlich in so naher Beziehung zu Heron steht, dass 
mehr als ein Gelehrter die im Codex Arcerianus überlieferten römischen Agrimen- 
soren geradezu aus Heron schöpfen lässt. 

2) Ein schöner Kupferstich des Strassburger Hohenlohe- Museums ans dem 
Jahre 1574 zeigt uns deutlich das Aeussere der Uhr des Dasypodius. Der Stich 
stand uns in Braunschweig dank der Liebenswürdigkeit des Hrn. Directors Dr. Seyboth 
zur Verfügung. Die beabsichtigte Reproduction Hess sich leider nicht ausführen, da 
der Stich sich zu einer Wiedergabe durch Autotypie nicht eignet. Qm aber das 
Verständniss der Beschreibung der ühr doch etwas zu erleichtern, haben wir uns 
entschlossen, eine Zinkotypie der heutigen Uhr beizugeben. Denn das äussere 
Gehäuse der Uhr ist noch heute in der Schwilgu^'schen Uhr (1838 — 1842) im 
wesentlichen dasselbe wie in der des Dasypodius. Vgl. Schwilgu^, Description 
abregne de VharJoge astronomique de la Caihedrale de Strasbourg. Strasbourg 1847. 
3<* Edition, S. 22. Eine getreue Nachbildung der heutigen Uhr in trefflicher Helio- 
grayüre giebt A. Stolberg in den Studien zur deiUschen Kunstgeschichte Heft 18 : Tobias 
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Abgesondert lag vor dem ganzen Werke ein Himmelsglobus^) xur 
Darstellung der täglichen Drehung des gestirnten Himmels. Die Zahl der 
Fixsterne (1022) ist die Ptolemäische. Die Kugel drehte sich in 24 Stunden 
automatisch um sich selbst. Sie wurde getragen Yon einem nicht mehr 
vorhandenen Pelikan, welcher nach der Absicht des Dasypodius ein Abbild 
der Ewigkeit sein sollte, während er sonst das Sinnbild aufopfernder Liebe 
ist. Der Pelikan hatte aber noch den praktischen Zweck, einige innere 
BewegungsYorrichtungen, nämlich Zahnräder und die Achsen des Himmels- 
globus aufzunehmen und zu verbergen^). Wie die Verbindung mit dem 
übrigen Werke hergestellt wurde, ist im einzelnen nicht bekannt Den 
Globus hatte Dasypodius selbst aus ^Tuch, Papier, Lejm, Ereyd und anderer 
Materie' unter Beihilfe von Tobias Stimmer angefertigt. Der Durchmesser 
des Globus betrug drei Werkschuh, wobei er sich an eine entsprechende 
antike Vorschrift hielt*). 

Hinter dem Globus befand sich in der Mitte des Sockels der immer- 
währende Kalender, bestehend aus zwei beweglichen Bingen und einer un- 
beweglichen Scheibe, auf welch letzterer eine Karte von Strassborg imd 
den benachbarten Bheingegenden dargestellt war. Der äussere Kalender- 
ring gab die 365 Tage des Jahres an, welche rechts (in der Richtung nach 
dem Beschauer) Apollo mit einem Pfeile zeigte, während links gegenüber 
Diana den entsprechenden Tag nach einem halben Jahre andeutete. Der 
Kalenderring drehte sich einmal im Jahre von links nach rechts, sein 
Durchmesser betrug 10 Werkschuh, seine Breite einen. Ein (grosses) 
hölzernes Bad für die Bewegung des Kalenderreifens sowie eine Anzahl 
(kleinerer) nicht montirter Bäder und Getriebe dazu sind noch im Frauen- 
hause zu Strassburg vorhanden, wie Herr Münsterbaumeister Amtz^) die 

Stimmers Malereien an der Mtrcnamischen Münsteruhr zu Strassburg. Strassb. 1898. 
Es wm*de uns von der Verlagsfirma J. H. E. Heitz in Strassburg gütigst gestattet, 
sie zur Beproduction anf der am Schlnss des Heftes beigefügten Tafel zu benntsen. 
Dafür wissen ihr Verleger und Verfasser nicht wenig Dank. 

1) Er steht jetzt im Frauenhause zu Strassburg. Siehe Anm. 4. 

2) Vgl. Heron mechanicas, Blatt 6^ (Rückseite) letzte Zeile and N. FrischÜD 
a. a. 0. Blatt G III'' (Vorderseite), Zeile 19. 

8) Siehe Heron mecbanicas Blatt 6, Zeile 7—9: ^quam quidam ez antiqnii 
et probatis scriptoribus volunt tantam esse debere, ut diameter eius ad minus 
triam sit pedum, qnanta nostri globi magnitudo est.' 

4) Ich fühle mich Herrn Arntz für seiae werthvollen brieflichen Mittheilangen 
über den jetzigen Bestand and Befand der Uhr des Dasypodias zu grossem Danke 
verpflichtet, dem ich gern hiermit öffentlich Aasdrnck gebe. Aach hatte Ben 
Arntz die Liebenswürdigkeit, mir für einige Zeit eine dem ^Stift Usser-Fraaen- 
Werk' gehörige photographische Aufnahme des noch vorhandenen montirten Räder- 
werks zur Benutzung zu überlassen. 
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Güte hatte mir mitzatbeilen. Der zweite^) innere, drei Werkscbub breite, 
bewegliche Bing, welcher sich in hundert Jahren einmal Yon rechts nach 
links drehte, enthielt auf 16 abgeteilten concentrischen Kreisen die Jahres- 
zahlen ftlr ein Jahrhundert (1573 — 1673) nach chri&itlicher Zeitrechnung 
and in Jahren seit Erschaffong der Welt, die Frühlings-Tag- and Nacht- 
gleichen (zugleich die Präcession der Tag- und Nachtgleichen, wenigstens 
nach Heron mech. Glir), die beweglichen Feste, die Schaltjahre u. drgl. 

üeber dem immerwährenden Kalender waren zur bildlichen Darstellung 
der sieben Wochentage in einer niedrigen Nische die sieben Wochenplaneten 
Mars, Mercnr, Jupiter, Yenos, Saturn und (wegen des Ptolemftischen 
Systems) die Sonne und der Mond auf einer drehbaren Scheibe so aufgestellt, 
dass allemal nur der Planet hervortrat, welcher dem betreffenden Tage den 
Namen gab, also Mars am Dienstag^ Mercur am Mittwoch u. s. w., am 
Sonntag aber Phöbus Apollo und am Montag Diana^). 

Oberhalb der Planeten ragt über den oberen Rand des Sockels ein 
Zifferblatt mit Viertelstunden- und Minuteneintheilung^) hervor. Daneben 
sitzt auf der einen Seite ein Genius, welcher beim Stundenschlage sein 
Scepter hob und damit die Stunden zählte, während der andere stündlich 
nach dem Glockenschlage eine Sanduhr umkehrte. Das Käderwerk für die 
letztere Vorrichtung ist erhalten. 

Im Mitteigaden befindet sich das Astrolabium^), eine Scheibe mit 
sieben sich von einander unabhängig und ungehindert bewegenden Zeigern, 
welche den jeweiligen Stand der sieben Ptolemäischen Planeten im Thier- 
kreise, der einen kleineren Kreis innerhalb der Scheibe bildete, anzeigten. 
Der Zeiger für den Mond brauchte zu seiner Umdrehung einen Monat, der 
für die Sonne, Mercur und Venus je ein Jahr, für Mars 2 Jahre, für 
Jupiter 12 Jahre und für Saturn 30 Jahre ^). Auf dem äusseren Bande 
des Astrolabiums waren die ganzen®) und die halben Stunden angegeben. 



1) Diesem zweiten Ringe entspricht der Lage nach bei Schwilgu^ die azur- 
blaue breite Ringscheibe in der Mitte. 

2) An diesen ^Wochentagen' hat Schwilgnä anscheinend nichts oder doch nichts 
Wesentliches geändert. 

3) Das ist bei Schwilgu^ ein modernes Zifferblatt mit Stunden- and Minuten- 
zeiger. 

4) Das hat Schwilgnä durch ein Planetarium nach Copernicanischem System 
mit unbeweglicher Sonne in der Mitte ersetzt. 

5) Vgl. Warhafft. Ausleg. S. 15. Die ümdrehungszeiten sind abgerundet, 
allerdings bei einigen Planeten im Vergleich zur heutigen Rechnung wenig genau. 

6) Das Räderwerk zur Bewegung des Schlagwerks der ganzen (und der Viertel- 
stunden) ist erhalten. Der Lage nach waren bei Dasypodius die Stunden ver- 
zeichnet, wo bei Schwilgu^ der Thierkreis steht, also auf dem äusseren Rande. 
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Der Stundenzeiger (Drachenzeiger) hewegte sich in 24 Standen einm&l nm 
die Scheibe. Die 24 Stunden zerfielen in zweimal 12 Stunden. Die ^itte 
des Astrolabiams zierte eine Erdkugel, welche auch die Zeiger enthielt. 
Das zum Astrolabium gehörige Bäderwerk stand dahinter. 

üeber dem Astrolabium sah man die Stemscheibe mit dem Monde. 
Der Mond, durch eine Scheibe^) mit Tergoldeter Figur dargestellt, ver- 
schwand zur Zeit des Neumonds hinter der durch zwei Halbkreise ab- 
gegrenzten unteren Hälfte der Scheibe und kam nach und nach wieder 
hervor, bis er bei Vollmond die ganze Scheibe zeigte. Das Bäderwerk fUr 
diese Stemscheibe ist^ wenn auch ohne Gestell, erhalten. 

In dem oberen halbrunden Vorbau befand sich unten ein drehbarer 
horizontaler Ereisring (^Badd') mit vier die menschlichen Lebensalter^ 
darstellenden Figuren, von denen ein Knabe mit einem Beckenschlage das 
erste Viertel einer Stunde, ein Jüngling mit zwei Schlägen das zweite, ein 
Mann mit drei das dritte und ein Greis mit vier das letzte Viertel an- 
zeigte. In dem Stockwerke darüber standen rechts und links von ^er 
Glocke die Figuren Christi und des Todes ebenfalls $Luf einem horizontalen 
Ereisringe (^Badd'). Beim Stundenschlage trat Christus mit Kreuz und 
Palmzweig zum Zeichen der Erlösung vor, während der Tod') zurück- 
wich. Dann drehte sich aber der Bing plötzlich nach der entgegengesetzten 
Bichtung, und der Tod ging wieder vor und gab die der Stunde ent- 
sprechenden Glockenschläge. Von den erwähnten Beifen ist nichts mehr 
vorhanden. 

Der Thurm zur Linken des Beschauers enthielt die Gegengewichte, 
welche an hänfenen Schnüren (Frischlin: 'funes cannabaei^) hingen. Viel- 
leicht gingen auch noch nach einzelnen Walzen Schnüre. Weder SchnOre 
noch Gegengewichte sind erhalten^). 

Das Bäderwerk ist aus eisernen Stirnrädern und Krön- oder Kammrädem 
von sehr verschiedenem Durchmesser und sehr verschiedener Zahnzahl and 
kleineren Getrieben zusammengesetzt. Die Bäderübersetzxmg ist in aus- 
giebigem Maasse verwandt. Die eisernen Achsen sind sowohl horizontal 
als vertical. 



1) Das ist bei Schwilgnä jetzt ein Mondglobas, bestimmt, die Mondphasen 
sichtbar zu machen. 

2) Die vier Lebensalter hat Schwilgn^ mit einigen Aenderongen beibehalten. 

3) Den Tod hat Schwilgnä za den Lebensaltern verseilt and an seine Stelle 
die 12 Apostel treten lassen, welche 12 Uhr Mittags, wie allbekannt, vor ihrem 
Herrn und Meister vorüberziehen und sich vor ihm verneigen. 

4) Ich übergehe den Hahn nnd das Glockenspiel, weil ersterer von Dasypodios 
ans dem noch älteren Werke übernommen ist und letzteres ganz von Dafid 
Wolckeostein stammt, üebrigens ist das Bäderwerk für beides erhalten. 
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Was nun die teeluiische Einrichtung der ühr betrifft, so liegt es nahe, 
anzunehmen, dass diese ganz und gar dem Habrecbt aus SchafiOiauseu an- 
zureebnen sei, wenn man weiss, dass Dasypodius in erster Linie Gelehrter 
war TLod dass andrerseits Habrecht nach Dasypodius' eignem Zeugnisse schon 
anderweitig Uhrwerke angefertigt hatte. Darum nennt z. B. das „Buch 
der Erfmdimgen^ Gewerbe und Industrien^^ VI, 183' geradezu den Habrecht 
als Urheber der astronomischen ühr, ohne irgendwie des Dasypodius zu 
gedenken. Ich glaube aber, dass damit dem Dasypodius Unrecht geschieht. 
Nach unserer Auffassung hat sich Dasypodius auch um die technische Ein- 
richtung gekümmert. Z. B. hinsichtlich der Bäderübersetzungen waren doch 
gewiss genaue Berechnungen erforderlich, um zu wissen, wie gross die ver- 
schiedenen Durchmesser der Räder oder wie gross die Zahl der Zähne an 
den yerschiedenen Uebertragungen sein musste, um das eine Mal eine Um- 
drehung in hundert Jahren, ein anderes Mal in 30, in 12 oder in kürzerer 
Zeit herbeizuführen. Um dies festzustellen, genügten wohl nicht die Kennt- 
nisse des praktischen Technikets, da mussten die theoretischen des *mecha- 
nici logici', wie Dasypodius sich nennt, aushelfen. Wir sind daher nicht 
der Meinung, dass sich die Mitwirkxmg des Dasypodius lediglich auf die 
astronomischen und kirchlichen Daten beschränkt habe. ^) Nun sind die Ge- 
brüder Habrecht nicht etwa ihres bedeutenden Bufes wegen aus Schaff- 
hausen nach Strassburg geholt, sondern sie haben sich selbst durch Schaff- 
hausener Stipendiaten dem Dasypodius empfehlen lassen, der von ihrer 
Kunstfertigkeit noch nichts weiss, aber erklärt, es ^mit ihnen gewagt zu 
haben'. Den Plan zu der Uhr entwirft dann Dasypodius allein. Kann 
man sich denken, dass er alle die erwähnten Dinge anordnete, ohne eine 
Vorstellung von einem entsprechenden Mechanismus zu haben? Erst nach- 
dem Dasypodius von Oswald Schreckenfucks (so!) in Freiburg seinen ^Ab- 
riss' hat begutachten lassen, werden die Habrecht gefragt, ob sie sich das 
zu machen unterstehen, was Dasypodius ^an(ge) geben und erfunden'. 
Auch die ganze Ausführung des Werkes überwacht Dasypodius, unterstützt 
Ton David Wolckenstein, selbst während einer schweren Krankheit wird 
nicht *das Geringste' ausgeführt, worüber Dasypodius nicht erst befragt 
wäre. Dazu kommen noch folgende Aeusserungen des Dasypodius, Warhafft. 
Aussieg. S. 17: ^das («=* dass) solches werck nicht gering betrachtens er- 
fordert hat, auch nicht auss dem Uhrenmacher allein her flüsset, sonder 
auss der Astronomey unnd aller schwerichsten und höchsten stücken diser 

1) Es sei gestattet, aof die kunstvolle Marburger Globusnhr als auf einen 
analogen Fall hinzuweisen. Der Mechanismus wurde zwar praktisch von dem 
Uhrmacher Hans Buch ausgeführt, aber ersonnen von Eberhard Baldewein. Vgl. 
Alhard von Drach a. a. 0. S. 15. 
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kaust, auch keinem Uhrenmacher oder Handtwercksman, der die Astronomey 
nicht anss rechten gmndt gestudiert, erlernet nnd erfahren hat, mügüch 
sein kan und mag, solches Astronomisch ührenwerck erfinden angeben, an- 
ordnen, nnd zum ende zubringen." Sodann spricht Dasypodius a. a. O. 
S. 13 ausdrücklich von der ^underweisung deren so daran gearbeit unnd 
als handtwercks leiit nfitig zu disem Astronomischen ührwerck gewesen.' 
Denn nach Heron mech. H IV waren die ^opifices' in den Künsten un- 
erfahren, welche die selbstthätigen Bewegungen, die Zeigervorrichtangen 
u. s. w. betrafen (artium, ex quibus automata, gnomonica, pneumatica, 
sphaerica desumpta fuerunt, ignari erant). Dass die erw&hnte ünterweisong 
sich aber thatsftchlich auch auf solche technische Dinge wie das B&derwerk 
bezogen haben muss, beweist eine Stelle aus Frischlin, wo er den Isaak 
Habrecht feiert: 

... tu gyris addere certos 
Doctus ab Astronomio dentis rite omnia solus 
Ictibus innumeris operosa incudb parasti. 

Damit ist unzweideutig gesagt, dass Habrecht die Zahnräder nach der 
Anweisung des Astronomen, also des Dasypodius, geschmiedet und mit einer 
bestimmten Anzahl Z&hne versehen habe. 

Aus dem allen geht das eine zur Genüge hervor, dass Dasypodius sich 
auch um die technische Einrichtung gekümmert und etwas davon ver- 
standen haben muss, wie wir auch oben (S. 185) technische Kenntnisse bei 
ihm glaubten voraussetzen zu dürfen. Dass Habrecht dabei seine eigenen 
praktischen Erfahrungen mit verwerthet haben wird, ist zu natürlich, als dass 
man das in Abrede stellen dürfte. Dafür aber, dass die Idee und die all- 
gemeinen Principien des Mechanismus nicht von Dasypodius herrühren konnten, 
muss der Beweis erst noch erbracht werden. 

Dürfen nun die vorstehenden Ausführungen einigen Ansprach auf 
Wahrscheinlichkeit erheben, so sind wir auch berechtigt zu fragen, woher 
Dasypodius seine technischen Kenntnisse hatte. , Schon in der Mitte des 
16. Jahrhunderts waren freilich Bäderuhrwerke mit Schlagwerken nichts 
Seltenes. Wir würden uns darauf beschränken müssen, in derartigen Yor- 
richtuDgen das Material zu sehen, aus dem Dasypodius seine Kenntnisse 
der Mechanik gewonnen hätte, wenn er nicht selber in seiner lateinischen 
Beschreibung der Uhr, seinem Heron mechanicus — an sich schon sehr 
bezeichnend! — sich wiederholt an f antike Mechaniker beriefe. Die eine Vor- 
richtung erklärt er, der antiken ^'vofioi/M^ (gnomonik^, Zeigervorrichtungen) ^), 



1) Vgl. Procl. in I. Encl. elem. ed. Friedl. 41, 25 ij yv(Ofiovi%i} stf^I ti^p Aq&w 
noctocnit(fr}aiv äcxolovnivrj di& xfjg %&v yvmiidvonf &eüBmg *die Gnomonik, welche 
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eine andere der cgxxtqoTtoLta (spliairopoiTa) '), eine dritte der aixo\Laxoitoiv};ti%r^ 
(automatopoietikd, selbstthätige Bewegangsvorriclitungen) entnommen zn 
haben. Dass damit Herons Automatentheater {Tlzql aitouccronoiriux^g) ge- 
meint sind, dürfte nach unseren früheren AusfUhrungen niemand ernstlich 
in Zweifel ziehen. Auf Heron weisen schliesslich auch in der ^Warhafft. 
Aussieg/ S. 1 die Worte hin: ^Zu dem so hat Heron Alexandrinus das 
redderwerck, die gewicht, mass und was dergleichen, also beschriben, 
auch in das werck gericht an uhren, an anderen dergleichen wercken, das 
solches handtwerck der gar alten ^) eins ist, und nicht newlich erfunden'. 

Was konnte nun Dasjpodius aus Heron für seine Zwecke lernen? 

Bei seinen Automatentheatem, sowohl dem fahrenden als dem stehenden 
(vgl. Heron. op. I, 347, 21. 357 = 8. 245. 248 Th6v.) spricht Heron viel- 
fach von Gegengewichten, welche sich in einem senkrecht auf einem unter- 
bau stehenden, kastenartigen Behälter befanden, ähnlich wie bei der ast;*o- 
nomischen Uhr. Bezüglich der Schnüre erscheint beachtenswert, dass Heron 
in der Beschreibung der Automatentheater (Heron. op. I, 345, 23 «= 8. 245 
Th6venot, s. oben 8. 183) ausdrücklich betont, man solle keine Schnüre aus 
Sehnen nehmen, weil sie sich je nach der Veränderung der Luft zusammen- 
sögen oder dehnten. Diese Vorschrift hat Dasypodius beachtet, denn nach 
Frischlin waren die nicht mehr vorhandenen Schnüre aus Hanf'). Femer 
sind Heron Zahnräder geläufig, z. B. in der Pneumatik bei der sich selbst 
regulirenden Lampe (Heron. op. 1, 162 «» 8. 197 Th6v.) oder beim stehenden 

sich mit der StundeDmessung mit Hilfe Einsetzens der Zeiger (an der Sonnenuhr) 
beachftftigt'. 

1} Bei der Himmelskngel beruft sich Dasypodius auf Arcbimedes. Vgl. Procl. 
ibid. 41, 16 ij ccpa^fonoitcc %ccrä iiifuriaiv x&v oif(fccvüov nsQifpoQ&v, otav xocl Uqx''' 
(ti/idrig inQayfLottevcaxo 'die Kunst, Himmelsgloben zur Nachahmung des Umlaufs 
der Gestirne herzustellen, eine Kunst, welche schon Arcbimedes ausübte' und 
Papp, collect. 1026, 9—11 ed. F. Hultsch, Kdffnog d\ nov tprjaiv & 'Avtioxsvg Uqxl- 
fii^^i] tbv 2!vQa%6ciov ^v fi6vov ßtßXlav 6wx%xa%ivat firjxavt%6v tb %avä ti^v atptxiQO' 
noituv 'Kärpos aus Antiochia aber sagt irgendwo, Arcbimedes aus Syrakus habe 
nur ein Buch über Mechanik verfasst, nämlich das, welches von der Anfertigung 
von Himmelsgloben handelt' und dazu den Aufsatz von F. Hultsch Ueher den 
Hmmelsglohua des Archimedes, Ztschr. f Math. u. Phys. Hist. lit. Abth. XXIl, 
1877, S. 106 f. 

2) Vgl. noch Warhafft Ausleg., Vorrede: 'Aber ob unsere Handtwercks leiit 
so künstlich seyen als der Heron, Arcbimedes und andere, das ist gar nicht zu- 
zugeben.' 

8) Es ist übrigens die Bemerkung von S. Günther Äbriss der Qtschichie der 
Mathematik und der Naturwissenschaften im Alterthum, S. 266, Anm. 6 über Herons 
Kenntniss der erwähnten hygrometrischen Thatsache dahin zu vervollständigen, 
dasi Philon Mech. Synt. IV, 72, 20 ed. B. Schöne, bereits die Einwirkung der 
LuftveiAnderung auf die Thiersehnen gekannt hat. 
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Automaten ein Stemrad zur automatischen Bewegung eines hSmmemden 
oder zimmernden Armes (Her. op. I, 422 = 8. 2B5. 266 Th6v.). Wichtig 
ist besonders die mehrmalige Anwendung der mechanischen üebersetzung, 
von denen ein Beispiel in Herons Automatentheatem (Heron, op. I, 398 
= S. 291 Th6y.), drei andere in dessen Dioptra S. 306—316, 330—334 
ed. Vinc. bezw. Papp, collect. VIII, 1060—1068 ed. Hultsch yorkommen, 
die letzteren drei bei Zahnrädern.^) Dioptra, Cap. 35 (316 Vinc.) beschreibt 
einen selbstthätigen Distanzmesser^) für Schiffe. Ein Flügelrad setzt eine 
Schraube ohne Ende in Drehung, diese eine gezahnte Welle (Bad) mit 
daran befestigtem gezahntem Triebrad ftlr eine zweite derartige Welle. Das 
mit dieser verbundene Getriebe setzt wieder eine dritte gezahnte Welle mit 
gezahntem Triebrad in Bewegung und letzteres eine vierte gezahnte Welle 
mit äusserer Zeigervorrichtung. Das erste Zahnrad hat 81 Zähne, das 
damit verbundene Triebrad 9, das zweite Zahnrad 100 Zähne und sein 
Getriebe 18, das dritte 72 Zähne mit Getriebe von 18 Zähnen, das vierte 
100 Zähne. Eine Umdrehung des vierten Zahnrades mit dem Zeiger er- 
giebt also -\^- . ^* • ^ . 81 = 20000 Umdrehungen des Flügelrades oder, 
da dieses mit einer Umdrehung 5 Schritte zurücklegt, 100000 Schritte. 
Das äussere Zifferblatt mit dem Zeiger, welches in 100 Grade geteilt war, 
zeigte also mit jedem Grade eine Entfernung von 1000 Schritten oder einer 
römischen Meile an^). Ein anderes Beispiel bildet der Barulkos (Hebewinde, 
Dioptra, Cap. 37 = Mechanik I, 1), welcher mit Hilfe von Zahnräderüber- 
setzungen ein Gewicht von beispielsweise 1000 Talenten unter Aufwendung 
einer Kraft von nur 5 Talenten hebt. Die Uebersetzung wird in diesem Falle 
nicht nach der Zahl der Zähne, sondern nach dem Verhältniss der Durch- 
messer^) berechnet, von denen der des Getriebes bis auf das letzte immer ftlnf- 
mal kleiner ist als der mit ihm verbundenen gezahnten Welle. Für die Berech- 
nung wird das Hebelgesetz zu Grunde gelegt Da die zu bewegende Last 
1000 Talente beträgt, so ergiebt sich fUr die Eraft^) x^^ welche an der ersten 

1) Auch in der S. 168, 1 erwähnten Heronischen Mechanik findet sich die Zahn- 
räderübersetzung ausführlich erläutert. Indessen kannte Dasypodius natürlich 
Herons Mechanik nicht, mit Ausnahme der auch griechisch überlieferten Ab- 
schnitte. 

2) Der Distanzmesser Herons erinnert in seiner Einrichtung sehr an den 
Wolte mann* sehen Strommesser. 

8) Es wird dabei naturlich die Stärke des Stromes überall als gleichmässig 
vorausgesetzt. 

4) Die Zähne der ineinander greifenden Wellen und Getriebe stehen natürlich 
in gleichem Verhältnisse, wie ihre Durchmesser. 

5) Es bezeichnen x^, a:,, x^ die Kräfte, welche an den anderen Zahnrädern 
angreifen. 
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gezahnten Welle angreift, das statische Moment 6xy = 1000, weil x^ : 1000 
= 1:5, oder x^ = 200; entsprechend für die zweite Uebersetzung x^ : 200 
•=1:5 oder x^ == 40, fttr die dritte bx^ = 1 -40 oder x^ = 8. Für die 
vierte and letzte Uebersetzung ist das Verhältniss der Dorchmesser aber 8 : 5 ^). 
Daraus folgt die Gleichung 8^:^ = 8 • 5 oder x^ = 5. Und damit ist be- 
wiesen, dass bei der erwähnten vierfachen Uebersetzung in den aDgegebenen 
Verhältnissen eine Kraft von 5 Talenten einer Last von 1000 Talenten das 
Gleichgewicht hält und dass es nur noch eines kleinen Ueberschusses von 
Kraft bedarf, um die Beibuog zu überwinden und die Last emporzuziehen. 
Wir erinnern uns jetzt, dass Dasypodius bei der astronomischen Uhr 
Räderübersetzungen in ausgiebigem Masse verwandt bat, mit Zahnrädern 
von ungleicher Zahnzahl und Wellen und Getrieben von UDgleichen Durch- 
messern, und verwenden musste. Denn er hatte Umdrehungen von un- 
gleicher Dauer (Viertelstunden, Stunde, Tag, Woche, Jahr, von 2, 12, 30 
und 100 Jahren) auszuführen, und die Bäderübersetzung dient ja nicht bloss 
zum Heben von Lasten, sondern ist auch geeignet, eine Achsendrehung 
zu beschleunigen oder zu verlangsamen, wie man aus dem ersten Hero- 
nischen Beispiele erkennen kann. Nun sind freilich Bäderübersetzimgen 
schon im Mittelalter, z. B. im Anfange des 15. Jahrhunderts, wahr- 
scheinlich auch schon im 14. Jahrhundert, praktisch angewendet^). Aber 
ich fürchte, dass die mittelalterlichen Vorrichtungen lediglich auf praktischen 
Versuchen beruhen, dass also z. B. das gegenseitige Verhältniss der Durch- 
messer bei einer Bäderübersetzung oder die Schwere des Gegengewichts 
nicht durch Berechnung^) gefunden wurde, wie das sicher für die grossen 
Dimensionen der Strassburger astronomischen Uhr erforderlich war. Das 
war für jene Zeit nicht gut möglich, weil man nicht wusste, dass das 
Hebelgesetz auch auf das Wellrad Anwendung finde. Die Kenntniss dieser 
Thatsache, welche von Heron im Anschluss an Archimedes mit Bewusstsein 
verwertet wird^), scheint im Mittelalter verloren gegangen zu sein, und erst 
Ubaldo del Monte, Galileis Lehrer, hat die erwähnte Thatsache 1577 wieder 
ans Licht gestellt, als er die einfachen Maschinen auf den Hebel zurück- 

1) In HeroDB Mechanik I, 1 ist dieses Verhältniss 2 : 1. Danach ist 2x^=» S 
oder x^ « 4, und es bleibt ein Ueberschuss von einem Talente, der zur Ueber- 
windnng der Beibong dient. 

2) Vgl. Th. Beck Hütorkche Notizen XIII, Tafel XXI. XXII im „Givilingenieur" 
Bd. XXXVm, Heft 8. 

8) £ine Berechnang nach der Zahl der Zähne findet sich bei Gardanus de rerum 
varietate (1557) S. 636— 64S und de suhtilitate (1560) S. 43. Ueber die Beziehungen 
des Cardanus zu Heron s. unten S. 210 Anm. 1. 

4) Vgl. ausser Herons Mechanik (Bd. II der neuen Heronausgabe) auch Herons 
Autom. (Heron, op. I, 399, 21). 

Abh. itit Oeaoh. der Mathem. YIH. 13 
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führte.^) Wir sehen also, dass Dasjpodius ftlr die Mechanik seiner Uhi 
aus Herons Schriften etwas Wichtiges lernen konnte. 

Schliesslich sei darauf hingewiesen, dass die ühi des Dasypodins 
mehrere £[reisringe verwendete, darunter einen mit den Figuren der vier 
Lebensalter. Einen solchen drehbaren Bing mit Figuren (Bacchantinnen), 
die sich im Kreise um den Tempel des Dionysos drehen, hat auch Heron 
bei seinem fahrenden Automatentheater. Ob Dasypodins sich hier an Heron 
anlehnt, kann indessen bezweifelt werden, da eine ähnliche Vorrichtung 
sich schon in der ältesten Mtlnsteruhr aus dem Jahre 1352 be&nd, nämlich 
^ein rad, auff welchem die drey K6nig stunden'. Von dem Ringe fftr jene 
vier Figuren ist nichts mehr erhalten. Auch ist unbekannt, wie er in 
Drehung versetzt wurde. 

Das sind im wesentlichen die Beziehungen, welche das Werk des Dasy- 
podins zu Heron, wenn nicht hat, so doch haben könnte. Beriefe sich 
Dasypodins nicht selber auf Heron, so w&rde es kaum jemand wagen, 
einen antiken Mechaniker mit der berühmten Strassburger astronomischen 
Münsteruhr in Verbindung zu bringen. So aber glaubten wir, dazu be- 
rechtigt zu sein. 



1) Vgl. Heller GeschichU der Physik I, 889. 



Digitized by VjOOQIC 



HERON VON ALEXAKDRIA 

IM 17. JAHBHUNDBET. 



VON 



WILHELM SCHMIDT. 



IS* 



Digitized by VjOOQIC 



Digitized by 



Google 



Es ist ausser Frage, dass das Stadium der 
Schriften der Alten den ersten Impuls lur neueren 
Naturforsohung gegeben hat 

Poggendorff. 

Schon zur Zeit der Renaissance übten die physikalischen Schriften 
Herons von Alexandria auf die Gelehrten keinen geringen Beiz aas. Das 
beweist die fast unübersehbare Zahl griechischer Handschriften, welche wir 
z. B. von der Pneumatik haben. ^) Man hat daher sicher im Jahre 1575^) 
das Erscheinen von Commandinis lateinischer Uebersetzung mit Freuden 
begrüsst und das lebhafte Interesse für die Heronische Pneumatik giebt 
sich nicht nur in den wiederholten Auflagen dieser lateinischen Bearbeitung 
(1583, 1680) kund, sondern auch in dem Erscheinen einer Anzahl italie- 
nischer üebersetzungen (Aleotti 1589,') 1647; Giorgi 1592, 1595), dem sich 
1688 kurz vor der einzigen Veröffentlichung des griechischen Textes (1693) 
eine deutsche, ebenso wie meist die italienischen von Commandini abhängige 
Uebersetzung des Agathus Cario^) anschloss. (Vergl. Heron. op. I, Ein- 
leitung.) 

Zu einer Schrift über Druck- und Saugwerke wurde durch Heron im 
Anfange des 17. Jahrhunderts Giambattista della Porta angeregt. Ihr 
Titel lautet: PneumcUicorum libri ires, Neapoli 1601. Das Werk wurde 
1606 von einem Spanier, Juan Escriyano, einem Schüler Portas, ins 
Italienische übersetzt und mit Zusätzen Portas versehen (^vi ho aggiunto 
di piü tutte quelle cose che ho inteso a bocca da Y. S.'). Portas Pneuma- 
tik ist nicht etwa eine Uebersetzung der Heronischen Pneumatik, wie man 



1) S. das Nähere Heron. op. I § 2. (Das Erscheinen der neuen griechisch- 
deutschen Heronausgabe der Bibliotheca Teubneriana steht bevor.) 

2) Einzelne Capitel Herons waren 1601 von Georg Valla in eignem Namen 
lateinisch veröffentlicht. 

3) Mit einigen selbsterfondenen , aber sich im Prineip an Heron anlehnenden 
Wasserkünsten. 

4) Im Anhange ^Von allerhand MOhl-, Wasser- und Grotten wercken ans Salomon 
de Cons'. Dieser Anhang bat anscheinend S. Günther Ahriss der Geschichte 
der MatJtematik und Naturtcissenschaften im Alterthum S. 265, Anm. 7 zu dem 
Irrthume verleitet, dass S. de Gaus (f 1630) Heron 1688 ins Deutsche übersetzt 
habe. (Nach Jöcher ist A. Cario Pseudonym für den Württemberger Tobias Nisien.) 
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irrtbümlich^) gemeint hat, sondern ein selbständiges Werk, welches freilicli 
auf Heron, nicht ohne eine Eeihe kritisirender Bemerkungen, zurückgeht. 
Die letzteren sind nicht überall zutreffend, wenngleich sie im Laufe des 
17. Jahrhunderts vielfach nachgesprochen sind. Escrivano meint, dass 
Porta erst der Pnenmatik Norm und Methode gegeben habe, nachdem man 
bis dahin, seiner Auffassung nach mit Unrecht, Heron aus Alexandria auf 
diesem Gebiete für massgebend erachtet habe (Herone tenuto insino ad 
hora principalissimo in questa materia). 

Einzelne Heronische Experimente führt 1617 der bereits früher er- 
wähnte Robert Fludd vor (JJtriusqt^e Cosmi histaria Oppenheim I. Macro> 
cosmus). Herons gedenkt auch Kaspar Ens in seinem ^Thaumaturgus 
mathematicus. Coloniae. 1636' S. 205. Es finden sich aber nur wenig 
Druckwerke bei ihm, die zu Heronischen in Beziehung stehen. Nach Schott 
(s. unten S. 199) S. 12 hat Ens eine Arbeit des Jesuitenpaters Leurechon 
benutzt, der 1624 anonym eine ^Bdcreation matMmatique'^) geschrieben hatte. 

Da die Heronischen Druckwerke zum grossen Theile in das Gebiet 
der unterhaltenden Physik fallen, so konnte auch der Jesuit Daniel 
Schwenter, Professor der Mathematik und orientalischen Sprachen in 
Altorf, 1636 manche in seinen ^Deliciae physico-mathematicae oder mathe- 
matischen und philosophischen Erquickstunden' verwerten, die freilich erst 
nach dessen Tode erschienen sind und theilweise auch auf Leurechon zu- 
rückgehen sollen. Dies wird also der ^französische Author' sein, den 
Schwenter wiederholt erwähnt. Auch der zweite Teil dieses Werkes, 1651 
^zusammengetragen durch Georg Philip HarsdSrffern' aus Nürnberg, bringt 
einzelnes aus Herons Pneumatik. 

Nicht ndnder interessirte sich Athanasius Kircher, Jesuit und 
Professor der Mathematik und orientalischen Sprachen in Würzburg und 
später am Collegio Eomano, noch heute allgemein bekannt durch das 
'Museo Kircheriano', für Heron. Er führt an mehreren Stellen Heronische 
Vorrichtungen in seinem grossen Sammelwerke ^Oedipus Aegyptiacus, Bomae 
1643' an, indem er zuweilen kritische Bemerkungen daran knüpft. Was 
Eircher in seinem Werke ^de arte magnetica, Romae 1654' S. 419—430 
von hydraulischen Maschinen anführt, ist wohl auch zum grossen Theile 
durch Heron beeinflusst. 

Wir nennen femer den Minoritenpater Marin Mersenne, Descartes' 



1) In diesem Irrthume befinden sich z. B. Martin Mecherches sur la nie et les 
ouwages d* Heron d'Älexandrie, Paris 1854. S. 44 und A. de Rochas La scienee 
des philosophes et Vart des thaumaturges dans VantiquiU, Paris 1882 S. 81. Ebenso 
S. Günther a. a. 0. 

2) Diese Schrift stand mir nicht zur Verfügung. 
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vertrauten Freund, der in den ^Cogituia physico-mathetnatica. Parisiis 1644', 
z. B. in dem darin enthaltenen ^Tractatus mechanicus^ Herons Bamlkos 
(Hebeip^inde mit Bäderübersetzung) unter Beifügung einer Zeichnung be- 
handelt. In den ^Hydraulica pneumatica\ wo man besonders Bezugnahme 
auf Heron erwarten könnte, wird Herons allerdings kaum gedacht. 

iBingehender beschäftigt sich mit Heron ein drittes Mitglied der Ge- 
sellschaft Jesu, Kaspar Schott, Professor der Mathematik und Physik in 
Würzbnrg, Eirchers und Guerickes Freund, in seiner 1657 erschienenen 
^Mechanica hydrauüco-pneumatica,^ Schott behauptet S. 51, dass er lange 
nach einer griechischen Heronhandschrift gesucht habe, aber vergeblich. 
Das scheint uns kaum glaublich, da in Italien überall griechische Heron- 
handschriften waren und sind. Schott begnügt sich daher wie auch alle 
anderen mit Commandinis üebersetzung und glaubt, dabei mehrere angeb- 
liche Irrthümer Herons auf Commandinis Bechnung setzen zu sollen. 

Anch Salomon de Gaus, dem die Franzosen die Erfindung der Dampf- 
maschine zuschreiben wollen (ygl. Poggendorff Geschichte der Fhysik S. 446 f.), 
hat sich anscheinend, wenn auch in geringerem Umfange mit Heron befassi ^) 
Da Caus als Ingenieur und Baxuneister in Diensten des Kurfürsten von der 
Pfalz stand und für diesen die Anlage von allerlei Grotten und Wasser- 
künsten geleitet hat, so hat er vielleicht auch in dieser Hinsicht von Heron 
Anregungen empfangen und nicht bloss hinsichtlich der Dampfmaschine, 
obgleich sich aus dem ^Hortus Palatinus'^) im einzelnen nichts nach- 
weisen lässt. 

Es ist bemerkenswerth, dass gerade zu Anfang des 17. Jahrhunderts 
die Wasserkünste in fürstlichen Gärten eine grosse Bolle spielen, nicht 
hloss in Heidelberg, sondern z. B. auch in TivolL Und wer kennte nicht die 
noch vorhandenen Wasserkünste der von Giacomo della Porta erbauten 
Villa Aldobrandini oberhalb Frascati, Wasserkünste, welche um 1603 Gio- 
vanni Fontana zum Ergötzen der Mit- und Nachwelt geschaffen hat? 
Es ist nicht unwahrscheinlich, dass auch hierzu in letzter Instanz Heron 
die Anregung gegeben hat. 

unter den Männern der Wissenschaft beschäftigte Porta und Schott 
zunächst die Lehre vom Yacuum, welche Heron (1. Jahrb. n. Chr.) nach- 



1) Sein Werk ist beutelt: -Z^^ raisons des forces mouvantes avec diverses mcKihi' 
nes tant utiles que P^tSQ^a^^, Frankfart 1615. Mir lag leider nicht das ganze 
Werk, sondern nar eizjj . ^g^age daraus vor. 

2) Eortus FalaU'fi^^^ -^ f derico Rege Boem\ae Electore Palatino Heidelbergae 
exstroctüs Salowone ^ Ä ^^ arcliitecto ^^^^* "^'^«-^^^^^'^^ ^® Rochas weist 
a. a. 0. S. 168 aufei^^^ ^ß^ htung de« Aß Caa« W, ^elc'he eine Bewegung des 
Wassere durch dleS^^ \fof^^e herb p %•* '^^^^^ ^^^ ^^ ^''°^' Thermoskop. 
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weislich (vgl. H. Diels Ueber das physikalische System des Straton. Sitzgsber. 
d. kgl. Acad. d. Wiss. Berlin 1893 S. 110) dem Peripatetiker Straton 
aus Lampsakos (3. Jahrh. v. Chr.), dem Physiker %at i^oxr^v^ entlehnt hat. 
Heron nimmt danach mit letzterem ein feinvertheiltes Yaeunm mit ebenso 
feinvertheilten Molekülen an' im Gegensatz zu Aristoteles, der jedes Yacuam 
gegenüber Demokrit geleugnet hatte. Die entsprechenden Ausführungen 
nehmen bei Heron einen breiten Baum ein (Heron. op. I, 1 — 29 = S. 145 
— 152 Thövenot). Hervorzuheben dürfte daraus sein, dass Heron (a. a. O. 
I, 16 — 19 » S. 149 Th.) bezw. sein Gew&hrsmann Straton zum Beweise 
für das Vorhandensein des Yacuums ein mit peinlicher Vorsicht unter- 
nommenes Experiment vorführt. Danach wird man die landläufige 
Meinung (s. Poggendorff Gesch. d, Phys. S. 10), dass das Experiment den 
Alten ^80 gut wie gänzlich unbekannt war', doch etwas einschränken müssen. 
Von Herons Argumenten für das Vacuum tadelt Porta besonders, dass 
nach Heron beim Mischen von Wein und Wasser (a. a, 0. I, 27, 15. 16 
= 8. 152 Th.) der Wein in die Vacua des Wassers treten solle. Das 
sei nicht richtig, weil die Flüssigkeit ums Doppelte steige, wenn man z. B. 
eine gleiche Quantität Wein und Wasser mische (Porta Pneum. I 6 S. 8). 
Ebensowenig gefällt Porta Herons Beweis von dem Durchgänge des Lichtes 
durchs Wasser (I, 27, 7 — 14). Porta (S. 9) leugnet aber nicht etwa das 
Vacuum, sondern erkennt es nur unter gewissen Bedingungen an. 

An Herons Heber (Pneum. I, 1 S. 29 — S. 152 Th.) konnten Porta 
(I, 12 S. 19. 20), Schott S. 93, Schwenter S. 479 und Ens S. 77 natürlicli 
nichts aussetzen, da Heron sehr wohl bekannt ist, dass die äussere Heber- 
mündung tiefer liegen muss als der innere FlüssigkeitsspiegeL Dass Heron, 
Porta und Schwenter das Steigen der Flüssigkeit auf den horror vacui 
zurückführen, wird niemand wunder nehmen, wohl aber, dass Schott noch 
nichts von Torricelli, dessen bekannter Versuch ins Jahr 1643 föllt, über 
den Luftdruck gelernt hat. Daher glaubte Porta (und mit ihm Schwenter, 
Mersenne und Schott) mittels einer besonderen Vorrichtung das Wasser 
^aus tiefen Thälern über die höchsten Berge' leiten zu können, ein Irrthum, 
in dem sich auch Leonardo da Vinci befand (vgl. Beck Historische Notizen 
S. A. aus dem CiviUngenieur XXXIX, 8. Heft S. 16 f.). Aber Schott hätte 
schon klüger sein können. Zwar erklärt Porta bezeichnenderweise, dass 
die Sache um so schwieriger sei, als die Alten sich nicht darüber geäussert 
hätten (tanto id difficilius erit, quanto minus de bis a maioribus nostris 
(Escrivano: dagli antichi) sit traditum). Und dennoch trotz eines ver- 
ächtlichen Seitenblicks auf Heron, der überhaupt nicht helfen könne (S. 44 : 
^extat Heronis illud quod retulimus et falsum indicavimus') hat Portas 
Vorrichtung eine unverkennbare Aehnlichkeit mit Heron. Pneum. I, 31 
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S. 145 (s. unten Taf. 2, Fig. 1), nur dass Porta das trinkende Thier, welches 
im Innern eine Hebervorrichtung mit einem trichterförmigen Eingüsse enthält, 
mit dem Berge vertauscht hat und dass dementsprechend bei Heron die 
Vorrichtung functionirt und bei Porta nicht. Auch darin polemisirt Porta 
gegen Heron (Pneum. I, 2 S. 37, 16) nicht glücklich, dass er leugnet, dass 
ein oben in einen Heber gebohrtes Loch die Flüssigkeit auseinander reissen 
könne (Porta II, 13. 14). 

Dass nach Heron. Pneum. I, 2 S. 33, 25 die Flüssigkeit im Zustande 
der Rnhe eine kugelförmige Oberfläche bilde, welche mit der Erde gleichen 
Mittelpunkt hat, wie auch Archimedes in seiner Hydrostatik {Ihql 6xov(iivG)v 
Kap. 2 ^üeber die schwimmenden Körper') und schon früher Aristoteles de 
coelo B 287*», 13 lehrt, findet Schotts (S. 68. 88) Billigung. Auch Porta 
Pneum. I. 9 S. 14 scheint dieser Auffassung zuzustimmen. 

In Bezug anf die communicirenden Gefässe (Heron I, 2 S. 35 >=> 
S. 54 Tb.) stimmt Schott S. 75 mit Heron überein. 

Ein besonderes Interesse hatte für die damalige Zeit auch der Kapsel- 
oder Olockenheber (Pniktös diab6tes 'versteckter Heber*, Her. I, 3 S. 41 
= S. 156 Th.), schon von Philon (3. Jahrh. v. Chr.) als ^canalis latens' 
in seiner Pneumatik (Her. I, 480) erwähnt. Der innere Schenkel dieses Hebers 
(Fig. 2) wird durch einen Hohlraum gebildet, welcher sich zwischen der 
inneren und der umschliessenden Röhre befindet. Schott widmet ihm eine 
längere Beschreibung S. 95, auch Schwenter S. 498. Bekannt Ist er auch 
Fludd Macrocosm. S. 202 und Kaspar Ens S. 55. 

Dass die Heber, der gebogene und der Kapselheber, ohne Ansaugen 
von selbst zu fliessen beginnen, wenn die Flüssigkeit über ihren höchsten 
Punkt steigt (Her. I, 13 S. 83 = S. 167 Th.), weiss nicht nur Schwenter 
S. 499, sondern auch Schott S. 96. 183 und Ens S. 55. Schott fügt noch 
hinzu, dass dies in dem Oarten eines Herrn Ajnscombe in Antwerpen 
bei einem Springbrunnen zur Nachahmung von Ebbe und Flut benutzt 
worden sei. 

Bekanntlich ist nach Torricelli (1641) die Ausflussgeschwindigkeit 
von der Druckhöhe abhängig. Will man daher eine stets gleichmässige 
Ausflussgeschwindigkeit erzielen, so muss man Vorkehrungen treflisn, um 
die Druckhöhe constant zu erhalten. Ich brauche an Mariottes Gefäss 
nicht zu erinnern. Einem ähnlichen Zwecke dient die in Fig. 3 dargestellte 
Heronische Vorrichtung (Her. I, 4 S. 45 «=» S. 157 Th.), wo die constante 
Druckhöhe beim Ausflusse aus einem Heber durch einen mit der abnehmenden 
Flüssigkeit zugleich sinkenden Schwimmer herbeigeführt wird, eine Vorrich- 
tung, an welcher Schott S. 97 nichts auszusetzen hat. Die erwähnte Ein- 
richtung hat Heron in Fig. 4 noch dahin umgestaltet (Her. op. I, 5 S. 47 
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= B. 158 Th.), dass sich in jedem beliebigen Augenblicke die Diiickhöhe 
ändern, d. h. vergrössern oder verringern und dadurch der AusfluBs be- 
schleunigen oder verlangsamen lässt. Auch dies ist Schott (8. 98) aus 
Heron bekannt. 

Heron beschreibt I, 6 S. 55 = S. 160 Th. eine Vorrichtung, welche 
es ermöglichen soll, einen Heber ohne Ansaugen durch ein luftdicht 
an die äussere Hebermilndung gehaltenes, mit Wasser gefülltes Geföss, das 
man sich entleeren lässt, zum Ausfluss zu bringen. Dies erklärt Porta 
II, 3 S. 37 für unmöglich, und Schott S. 38 spricht es ihm nach, (derselben 
Meinung ist de Eochas, a. a. 0. S. 107. 108 Anm.) während ein von uns 
angestellter praktischer Versuch sehr wohl die Möglichkeit des von Heron 
beschriebenen Vorganges dargethan hat. Dabei hat sich auch gezeigt, dass 
es nicht erforderlich ist, was jene verlangen, dass das äussere überstehende 
Ende des Hebers länger als der innere Heberschenkel bis zum Wasser- 
spiegel sei. 

Das sogenannte Sieb der Vestalin (Her. I, 7 S. 57 = S. 161 Tk), 
(welches gewissermassen als Stechheber dient) nämlich eine am Boden 
durchlöcherte Hohlkugel mit einer Oeffnung oben, sei ein sehr geläufiges 
Kunststück, berichtet Schott S. 303. Das beweist auch die wiederholte 
Erwähnung bei Schwenter I, 494 und Harsdörffer II, 490. Hier lautet die 
gestellte Aufgabe ^Wasser in einem Siebe zu tragen'. Die Sache ist übrigens 
älter als Heron und findet sich schon bei Philon Cap. 11 und noch früher. 
Ebenso erregte das Interesse Schotts S. 315 und Harsdörffers S. 478 die- 
selbe Vorrichtung mit einer oder mehreren Scheidewänden und mehreren 
Luftlöchern, indem sie so geeignet war, verschiedene Arten von Flüssig- 
keiten aufzunehmen und nach Belieben ausfliessen zu lassen. 

Die Zauberkanne (Her. I, 9 S. 67 = S. 162. 163 Th.), welche mit 
Hilfe eines einzigen im hohlen Henkel befindlichen Luftloches x (Fig. 5) bald 
aus dem Baume über der Scheidewand yd Wasser, bald zusammen ein 
Gemisch des Wassers mit dem Weine aus yßö^ schliesslich reinen Wein 
ausfliessen lassen soll, hat zwar Harsdörffer S. 499 keinen Anstoss erregt, 
wird dagegen von Porta IE, 4 S. 49 und Schott S. 318 als praktisch un- 
möglich bezeichnet, weil thatsächlich eine Vermischung von Wein und 
Wasser durch die siebartigen Löcher bei e unvermeidlich ist. Voraus- 
gesetzt, dass dieses Capitel dem Heron und nicht, wie jemand versucht 
sein könnte zu vermuthen, einem Interpolator angehört, kann Heron die 
Sache nicht praktisch ausgeführt haben. Er hätte sonst sehen müssen, 
dass unter den obwaltenden Umständen stets eine Mischung ausfliesst. 

Eine Compressionspumpe ist bei Heron Pneum. I, 10 S. 75 be- 
schrieben (Fig. 6, der Apparat ist eine Verbindung von Heronsball und 
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CompressionspTunpe). Die Luft trat bei r ,ein, indem der Eolbenstengel 
t(;(o noch etwas über x zurückgezogen wurde, ohne indessen ganz heraus- 
zutreten. Der niedergehende Kolben drängte die Luft durch das sich nur 
nach innen öfihende Ventil in die Eugel. Im Princip steht der Apparat 
Tielleicht Boyles Compressionspumpe nicht allzu fem (vgl Poggendorff 
Gesch. d, Fhys, 8. 474), an eine Abhängigkeit des letzteren von Heron ist 
freilich nicht zu denken. 

Auf Heron Pneum. I, 15 S. 89 = S. 169 Th. u. ä., wo infolge Wasser- 
drucks durch ausströmende Luft in der Pfeife bei x ein Ton erzengt wird 
(Flg. 7), geht auch Fludds ähnlicher Versuch im Macrocosmus S. 190 
zurück. 

Die Heronische Einrichtung Pneum. I, 16 S. 91 = S. 169. 170 Th., 
bestimmt, mittels Wasser- und Luftdrucks den Gesang von Vögeln her- 
Yorzumfen, die aber aufhören zu singen, wenn sich eine in der Nähe be- 
findliche Eule (Fig. 8) zu ihnen hinwendet, hat ohne Zweifel zu einer 
ähnlichen Vorrichtung (des Salomon de Gaus?) Anlass gegeben, wie sie 
bei Agathus Carlo S. 50 des Anhangs beschrieben ist. Hier ist der Vor- 
wurf ^eine lustige Machina, darauf etliche Vögel singen, wann sich ein 
Eautz zu ihnen wendet, und schweigen, wann er sich von ihnen wiederum 
abwendet'« Die Beschreibung beginnt mit den Worten: ^Dieses Werck ist 
von Herone Alexandrino vorgestellet worden, aber doch nicht so vieler 
Hand Vfigel, wie allhier'. Porta (S. 58) meint bei dieser und ähnlichen 
Vorrichtungen Herons, dass sie nicht fanctionirten. Denn sei der Druck 
des einströmenden Wassers sehr stark, so treibe er ohne weiteres das 
Wasser wieder durch den Heber hinaus, sei er schwach, so würden die 
Pfeifen nicht ertönen. 

Die „Erüge von Kana" benennt Schott S. 221, an das bekannte 
Wunder anknüpfend, die von Heron Pneum. I, 23 S. 117 = S. 176. 177 Th. 
beschriebenen Eiüge (Fig. 9). Giesst man durch den Trichter t Wasser 
in das Gefäss ^d, so treibt die darin enthaltene Luft, durch die Bohre 
fiv|o gedrängt, den im Gefässe s^ befindlichen Wein durch den Heber tcqö 
nach aussen. Die Forderung Schotts S. 221 Anm., dass tv länger sein 
müsse als 7C^, wenn der ganze Wein aus e^ auslaufen solle, hat übrigens 
Heron erfällt, obwohl es vielleicht nicht nothwendig war. 

Eine sehr einfache Vorrichtung, welche nach Heron Pneum. I, 32 
S. 149 = 185 Th. an den Eingängen ägyptischer Tempel stand, ist das 
Weihbecken, welches nach Drehung des Bades Weihwasser spendete, 
sobald die Ausfiussöfihung des Beckens mit den Löchern r, n (Fig. 10) in 
dem beweglichen Bohre v^ und dem unbeweglichen X(i correspondirten. 
Kircher Oedip. Aegypt. II, 336 und Schott S. 258 beschreiben den Apparat 
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ansftlhrlich, jedoch hat Eircher, dem Schott folgt, die AbflnssTorrichtang 
eher zum Nachtheil als zum Yortheil der Sache geändert. 

Schwenter beschreibt S. 544 „ein Vass, daranss man drej unter- 
schiedliche Oetr&nck zäpfPen kan, welche man durch einen einigen Spund 
fAllet und durch ein einige Bdhm wider ausslauffen l&sset^^ Diese Vor- 
richtung findet sich auch schon bei Bessonus Theatr, instrum. prop. XIX 
und Ens S. 143. Es ist wahrscheinlich, dass sie durch die allerdings 
praktischere Vorrichtung Herons Pneum. I, 33 S. 154 — S. 186. 187 Th. 
veranlasst ist, welche auch drei verschiedene Flüssigkeiten (in die Kammern 
ft, V, $, Fig. 11^ au&immt und gesondert, aber durch dasselbe Ausflussrohr 
,yß ausfliessen lässt. Drei Kugeln von verschiedener GrSsse^ in den hohlen 
Kegelstumpf ^ A E^^^^i dienen dazu /y ß so weit zu drehen, dass je nach 
der Flüssigkeit, die abgezapft werden soll, das correspondirende Loch unter 
die entsprechende Kammerüffnung zu liegen kommt. De Eochas erwähnt 
a. a. 0. S. 141 Anm. 1, dass dieser verstellbare, dreifach darchbohrte Hahn 
wahrscheinlich Pap in die Idee des bekannten Yierweghahnes eingegeben 
habe (^il a probablement inspir6 k Papin Tid^e du robinet k plusienrs 
fins propose par cet ing6nieur pour la machine k haute pression'). In- 
dessen findet sich die doppelte Durchbohrung des Hahnes nach Poggendorff 
Gesch. d. Phjs. S. 475 schon 1685 bei Wolferd Senguerd aus Lejden. 
Ob dieser wenigstens das Princip einer doppelten Durchbohrung aus Heron 
entnommen hat, ist aber schwer zu sagen, vielleicht sogar unwahrscheinlich. 
Denn im einzelnen weichen die Durchbohrungen sehr von einander ab. 

Es scheint eine ziemlich verbreitete Meinung zu sein, dass die in den 
physikalischen Lehrbüchern erwähnten Heronsbrunnen und Heronsball 
in Herons Schriften gar nicht vorkämen.^) Das ist aber ein Irrthum. Beide 
Yorrichtungen finden sich in verschiedenen Formen, um mit dem Herons- 
ball zu beginnen, so zeigt Her. Pneom. II, 2, S. 213 = S. 196 Th., 
seine einfachste Form (Fig. 12). Man hält die oben spitz ausgezogene 
R6hre mit einem Finger zu, giesst seitwärts eine Flüssigkeit ins Geföss, 
bläst hinein und verschliesst den Hahn. Lässt man dann den Finger los, 
so wird die Flüssigkeit durch den Druck der comprimirten Luft aus- 
gespritzt. Diesen einfachen Heronsball beschreibt Schott S. 208 nach 
Heron. In Verbindung mit mehreren Figuren, von denen wir die eine mit 
einer Flöte, die andere mit einem verschliessbaren Schlauche ausgestattet 
sehen, ist Her. Pneum. II, 15, S. 243 = S. 205. 206 Th. ein Heronsball 

1) Dieser Meinung sind z. B. Martin a. a. 0. S. 46, M. Cantor, Die römisdten 
Agrimensoren^ Leipzig 1875, S. 18; Heller, Gesch, d, Phys.^ S. 122 und S. Günther, 
Abriss der Geschichte der Mathematik und der Naturwissenschaften im Altertum, 
München 1894, S. 265. 
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beschrieben, ebenso zwecks automatischer NachfÜllang einer Lampe II, 23, 
S. 271 = S. 223 Th. Mit einer Compressionspnmpe verbunden ist der 
Heronsball Pneum. I, 10 (s. oben S. 203 und Fig. 6). Auch die Feuer- 
spritze (Heron. op. I, 28, S. 130—137 = S. 180—182 Th.) beruht ja 
auf dem Princip des Heronsballs (Taf. 3, Fig. 13). 

Einen einfachen Heronsbrunnen dagegen, bei welchem die Luft 
durch den Druck einer Wassersäule comprimirt wird, zeigt Fig. 14 (Taf. 3) in 
Her. Pneum. I, 37, S. 170 = S. 190. 191 Th. In der Basis ist die obere 
Kammer aö durch das Loch v, welches nach dem Eingiessen luftdicht ver- 
schlossen wird, mit Wasser gefüllt. Dann giesst man ins Becken Wasser, 
welches in die Kammer yß läuft und die hier befindliche Luft nach ad 
drängt. Durch ihren Druck wird darauf das Wasser von ad in die sehr 
enge Bohre xilfi gepresst und zum Ausfluss gebracht. Einen zweiten 
Heronsbnmnen erkennen wir in Fig. 15 (Taf. 2, Her. Pneum. II, 22, S. 265 
"= S. 222 Th.). Die Basis des Kandelabers enthält in dem oberen Baume 
aßet Wasser. Wird das Ventil unterhalb der Scheidewand geöffnet, so 
flieset das Wasser nach yds^ und drängt die hier befindliche Luft durch 
die Röhre (iv nach dem Oelbehälter xA. Hier drückt dann die compri- 
mirte Luft das Oel in die Bohren o£ und tv und von dort in das Bassin 
der Lampe. Diese beiden praktischen Verwendungen des Heron sbrnnnens 
sind schon Porta Pneum. U, 5, S. 29. 30 bekannt, der dann im Anschluss 
an den Satjrbrunnen (Porta Pneum. III, 2, S. 45. 46) eine etwas compli- 
cirtere Einrichtung giebt und dabei erwähnt, dass die Vornehmen oft bei 
gastlichen Gelagen die Einrichtung des Heronsbi-unnens benutzten, um wohl- 
riechendes Wasser (unguentatas aquas) hervorsprudeln zu lassen, und dass 
andererseits Kranke in grosser Fieberhitze ihre Freude daran hätten, wenn 
sie sähen, wie Wasser damit ausgesprengt werde. Besonderes Interesse 
für den Heronsbrunnen zeigt Schott, der S. 108 den Satyrbrunnen ^) (aller- 
dings ohne die Figur des Satyrs), S. 50 ff. die Lampe und S. 192 einen an- 
deren, dem ersten ähnlichen Heronsbrunnen, schliesslich S. 194 — 200 noch 
einige besondere Arten erwähnt. Schwenter beschreibt S. 490 die Vor- 
richtung unter der Ueberschrift, *dass man einen Wasser faden von sich 
selbs hochspringend machen könne und ein Mass Wasser eine gantze 
Stund springe' und betont zum Schluss: ^Diese Erfindung ist sehr lustig 
bey einer Gasterey, dann man solches mit Wein f Allen und ausslauffen 
lassen kan, welcher in der grosse eines Fadens mit lust anzuschawen 
seyn wird'. Auch Salomon de Caus und Athanasius Kircher fOhren nach 



1) Die Figur mit dem Schlauche soll nach Heron ein junger Satyr sein, un- 
sere Zeichnung giebt einen Silen. S. Her. op. I, 171 Anm. 
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Schotts Zeugniss den Heronsbronnen nach Heron an, ebenso schon frtllier 
Cardanns de subiilitate,^) Porta und Schott verlangen beim Satjrbninnen 
nicht ohne Grund, dass die Röhre ri&j bezw. die DmckhShe des ein- 
gegossenen Wassers (Fig. 14) länger sei als die Steighöhe des aasgespiitzten 
Wassers xlfi; denn theoretisch ist zwar die Höhe des Wassexdmcks der 
Steighöhe gleich, in der Praxis mnss sie aber wegen der zu überwindenden 
Beibnng nnd des Luftwiderstandes grösser sein, als die Flüssigkeit empor- 
getrieben werden solL^) Beim Kandelaber soll dementsprechend statt der 
blossen Yentilöffnung eine Eöhre fast bis an den Boden yö fuhren und noch 
länger sein als die Eöhre |o. Indessen kann das Ventil so bleiben, wenn nnr 
die Druckhöhe des Wassera die Steighöhe des Oels überwiegt. ^) Da der griechisclie 
Text an einigen Stellen fehlerhaft und auch sonst Commandini's üeber- 
Setzung nicht ganz correct ist,^) so machte diese Lampe schon im Ausgange 
des 16. Jahrhunderts einem Bekannten Galileis, Alvise Mocenigo, Schwierig- 
keiten. G alilei, von ihm um Auskunft gebeten, antwortet ihm am 1 1. Januar 
1594 aus Padua in einem Schreiben,^) welches heute in der *Bibliote<» 
Ambrosiana' zu Mailand aufbewahrt wird. Galilei schreibt: 

Dalle parole di V. S. Ecc."** Aus den Worten Eurer Ezcellenz und 

e dalla fabbrica assai confusa aus der sehr unklaren Einrichtung, welche 
posta da Herone al N. 7, vengo Heron zu N. 7^) giebt, erkenne ich, dass 
in cognizione quella essere la das die Lampe ist, deren Consiraction Sie 
Lucema, della quäle Ella de- wünschen; doch habe ich sie mehrere 

1) Hieronymi Cardani Mediolanensis medici de subtüitaU libri XXI. Basi- 
leae 1560. S. 89: ^Machina Heronis' «- Heronsbrunnen. 

2) Die Figur, welche sich an Heron^s handschriftliche Figur anleimt, h&tte 
das besser gleich in der Zeichnong znm Ansdruck bringen sollen. Es hindert 
uns übrigens nichts, ans die Lage des Schlauches etwas tiefer, etwa unterhalb der 
Brast, zu denken. Dann fnnctionirt der Apparat vortrefflich, wie eine praktische 
Ausführung uns wiederholt gezeigt hat. 

8) In der nach den Handschriften reconstruirten Figur ist das freilich nur zu 
Anfang der Fall. Um das ganze Gel durch den Wasserdruck zum AusflusB zo 
bringen, müsate eine kleine Aenderung in einigen Dimensionen Yorgenommen werden« 

4) Dass Commandini fälschlich 'Docht' (iMxviov ellychnion) statt ^Lampe' 
(X^Xvog Ijchnos) übersetzt, hat Schott richtig erkannt, Porta aber übersehen. 
Denselben Fehler hat ferner Galilei mit Commandini gemein, so dass es scheint, 
als ob auch Galilei keine griechische Handschrift eingesehen habe. Wenn wir 
hier die Beziehungen Galilers, der ja doch vorwiegend auch dem 17. Jahrhundert 
angehört, zu Heron etwas ausführlicher erörtern, als es vielleicht dem Thema 
angemessen erscheinen könnte, so befurchten wir dennoch keinen Tadel. 

6) Abgedruckt bei Venturi Memorie e lätere inedite finora o disperse di 
GalHeo Galilei. Modena 1818. S. 12. 

6) Worauf diese Nummer sich bezieht, ist nicht bekannt, rermuthlich auf 
Mocenigos Brief. 
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Male gelesen und weiss schliesslich (doch) 
nicht aus seinen (Herons) Worten einen 
solchen Sinn zu entnehmen, dass mir keine 
Unklarheit bliebe. Aber ohne uns gänz- 
lich an alle seine Worte binden zu wollen, 
scheint es mir, dass er eine ähnliche Vor- 
richtung einführen will wie die unten be- 
schriebene. 



sidera la costmzione; perö l'ho 
piü Tolte letta e finalmente 
non so dalle sue parole trarne 
tal senso, che non mi resti 
qualche confusione. Ma non 
Yolendo interamente obbligarci 
a tutte le sue parole, mi pare 
che Yoglia inferire una fabbrica 
simile all' infrascritta. 

Darauf giebt Galilei eine Beschreibung des Leuchters in einer freien, 
Yon Gommandini abweichenden lateinischen Fassung, welche in den Be- 
merkungen zu den Figuren von Band I der neuen Heronausgabe wieder 
zum Abdruck kommen wird. Die von Galilei gegebene Beschreibung und 
Figur trifPk im wesentlichen das Richtige. Man kann sogar im einzelnen 
für den griechischen Text (s. Heron. op. I Einleit.) noch eine Verbesserung 
daraus entnehmen. Galilei schliesst seinen Brief mit den Worten: 

Questo ^ quanto per ora Das ist was man für jetzt mir scheint 

mi par di poter raccorre dalle aus den Worten Herons erschliessen zu 

können, die, wie ich oben gesagt habe, 
sehr unklar sind. Und ich habe es Eurer 
Excellenz übersenden wollen, damit Sie, 
von Ihrem eigenen ürtheile unterwiesen, 
bei anderer Gelegenheit vielleicht eine 
bessere Einrichtung daraas ableiten können, 
obschon die beschriebene Vorrichtung leistet, 
was sie in Aussicht stellt. 



parole d'Herone, come ho detto 
di sopra, assai confuse: e Tho 
voluto mandare a V. S. Ecc.™*, 
acciocch^ ayyertito dal suo 
giudizio possa con altra oc- 
casione cavame forse miglior 
costrutto; ancorch^ la fabbrica 
esplicata eseguisce quanto pro- 



mette la proposta. 

Wir möchten wünschen, dass der Text in der neuen Bearbeitung, 
wenngleich er nicht tadellos ist, doch nicht mehr so viel Schwierigkeiten 
biete wie damals. 

Heffcigen Widerspruch hat Herons saugender Glascylinder Pneum. 
n, 14, S. 239flF. == S. 204. 205 Th.^) erfahren, zuerst von Porta, dann 
von Schott und in neuerer Zeit von de Rochas. In Heron's Vorrichtung 
(Fig. 16), welche im Grunde einen unterbrochenen Heber darstellt, sind 
die Räume ad, yj5, cf gleich gross; aö vdrd durch |x mit Wasser gefüllt, 
yß durch die Röhre Jo, welche bis dicht an den Boden von yß reicht. 
Oeffnet man die Ausflussröhre v, so fliesst des Wasser aus 7j3 ab, die 

1) Heron's Thermoskop Pneum. II, 8 haben wir oben S. 171 erörtert. Ich 
trage hier nur nach, dass Flndd sein Thermoakop bereits zweimal im Macrocosmus 
S. 81 nnd 204 ohne Gradeintheilung beschreibt. 
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Luft aus e^ wandert nach yß^ und aus aö steigt die Flüssigkeit nach £^. 
So ist Herons Meinung. Porta dagegen behauptet S. 25, dass die hori- 
zontale Ausflussröhre v durch eine verticale ersetzt werden müsse, welche 
so viel nach unten überrage, dass der Ueberstand gleich %k seL Auch 
Schott meint S. 37, dass nur wenig Wasser aus ad aufsteigen werde, wenn 
man nicht nach Porta die Sache ändere. Schliesslich stellt de Bochas 
S. 165, Anm. 2, eine Gleichung auf, durch welche er zu beweisen sucht, 
dass der Ausfluss v als verticale Bohre so lang sein müsse, als die Höhe 
zwischen der Scheidewand der Basis und dem Niveau der Flüssigkeit in 
dem Glascylinder am Ende der Operation, wenn die ia ßy enthaltene 
Flüssigkeit völlig ausfliessen solle. Ob die erwähnten Ausstellungen be- 
rechtigt sind, liesse sich am besten experimentell darthun; leider waren 
wir selbst nicht in der Lage, das Experiment auszuführen. Wir haben 
aber einige Zweifel an der Berechtigung der erwähnten Forderungen. 

Poggendorff schreibt in seiner Geschichte der Physik S. 530: *Be- 
sonders haben die Werke des Hero dazu beigetragen, die Eenntniss von der 
Spannkraft des Wasserdampfes zu erhalten und zu verbreiten'. Bas ist 
zweifellos richtig. Aber schon die Ausdehnbarkeit der Luft zog die 
Aufmerksamkeit der Physiker auf sich. Sie soll uns daher zunächst be- 
schäftigen. So wird von Heron Pneum. I, 38, S. 174—179 = S. 191, 
192 Th. eine Vorrichtung beschrieben, bei der durch den Druck er- 
wärmter Luft aus einer geschlossenen Kugel Wasser in ein Geftss v$ 
(Fig. 17) gedrängt wird. Das Gettos erlangt in Folge der dadurch ver- 
mehrten Schwere das Uebergevdcht, sinkt, dreht die nach unten verlängerten 
Thürangeln oder Drehpfosten einer Tempelthür und öffnet die beiden 
Thürflügel. Erlischt das Feuer und zieht sich die Luft in der Kugel und 
dem Altar wieder zusammen, so fliesst das Wasser aus dem G^f^se v| 
zurück, dieses hebt sich, die Angeln drehen sich nach der entgegengesetzten 
Bichtung, und die Thüren werden geschlossen. Diese Vorrichtung benutzt 
Fludd 1617 in seinem Macrocosmus S. 32, um zu beweisen, dass beim 
Mangel des feurigen Elementes (absentia igneae naturae) alle Dinge in 
ihren früheren Zustand zurückkehren, und ebendort S. 203 zum Beweise, 
dass die durch die Wärme verdünnte Luft Wasser aus dem Innern der 
Erde auf ihre Oberfläche treiben könne. Beide Male bezieht sich Fludd 
auf Heron und zwar nach Commandini; doch beschränkt er sich auf die 
Vorgänge in dem Altare, der Kugel und dem Geisse, ohne der dadurch 
herbeigeführten Bewegung zu gedenken. Auch Athanasius Kircher thut 
der Heronischen Vorrichtung im Oedip. Aegypt. 11, 335 ausführlich Er- 
wähnung und verknüpft damit eine wenig passende Beminiscenz aus 
Heron's Automatentheater. Ebenso interessirt sich ^Schott dafür S. 246. 
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Zu demselben Zwecke wird yon Heron Pneum. I, 39, S. 179ff. 
"» S. 193 Tk der Druck erwärmter Luft benutzt, indem sie, in einen 
Lederschlauch x (Fig. 18) geleitet, diesen aufbläst und dadurch ein Ge- 
wicht iL hebt. In Folge dessen lässt die Spannung einer daran gebundenen 
Kette nach, die Pfosten einer Thar drehen sich, und die Thürflügel werden 
geöffnet. Zieht sich bei der Abkühlung die Luft wieder zusammen, so 
faltet sich der Schlauch zusammen, das Gewicht sinkt, und die Thürflügel 
werden geschlossen. Dieses Experiment führt Harsdörffer S. 538 und 539 
an mit dem Hinweis, dass aus Heron ein *Herr von ürfe eben diese Er- 
findung abgesehen und in seine Astree (?) gebracht' habe. 

Ein drittes Experiment mit erwärmter Luft hat Heron Pneum. II, 3, 
S. 214 — 217 « S. 221 Th. Eine horizontale Scheibe, auf welcher tanzende 
Figuren stehen, wird durch die Reaction ausströmender Luft in 
Drehung versetzt (Fig. 19). Von dieser Erscheinung hat Heron allerdings 
keine klare Vorstellung, sondern nur eine dunkle Ahnung. Während in 
Wirklichkeit, wie bei der bekannten Segnerschen Turbine (1760), die 
Drehung dadurch erfolgt, dass in der Richtung der Oefihung die aus- 
strömende Luft keinen Druck ausübt, dagegen an der der Oeffnung dia- 
metral gegenüberliegenden Wandung der Druck wirksam bleibt und so ein 
Rückstoss in einer der Oeffnung entgegengesetzten Richtung erfolgt, meint 
Heron irrthümlich, dass die kreisende Bewegung durch ein Zurückprallen 
der ausströmenden Luft von der Wand des umschliessenden (durchsichtigen) 
Altars hervorgerufen werde. Athanasius Kircher hält die Heronische Vor- 
richtung für unmöglich und zeigt dadurch seine Unkenntniss über den er- 
wähnten physikalischen Vorgang. Kircher ersann daher eine andere Vor- 
nchtung, welche die niederströmende erhitzte Luft auf die in der äusseren 
Peripherie eines Rades angebrachten (schaufelartigen) Zacken drücken und 
so dieses Rad mit den Figuren in Drehung versetzen liess (Oedip. Aeg. II, 337). 
Dass Schott S. 247 f. Kircher alles gläubig nachschreibt, darf uns nicht 
wunder nehmen. Wenn Kircher noch hinzufügt, dass der ägyptische König 
Menes sich über diese Vorrichtung besonders gefreut haben solle und ihr 
damit ein hohes Alter zuschreibt, so ist dies wegen mangelnder Quellen- 
angabe uncontroUirbar. und Kirchers wissenschaftliche Zuverlässigkeit 
wird bekanntlich stark in Zweifel gezogen. 

Am meisten hat die Physiker stets die Spannkraft des Dampfes 
interessirt. Die Techniker (z. B. M. Rühlmann, Allgemeine Maschinen- 
lehre I, 394) sehen wohl auf Herons Dampfapparate mit vornehmer 
Geringschätzung herab und meinen, es habe Niemand daraus Nutzen ziehen 
können. Um so mehr freut uns daher Poggendorffs oben erwähnter (S. 208) 
Ausspruch. Dass es bei Heron physikalische Spielereien sind, soll nicht in 

Abh. lor Gesch. der Mathem. VIII. 14 
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Abrede gestellt werden, aber dass diese Spielereien die Möglichkeit einer 
Bewegung durch Dampf vor Angen stellten, kann ernstlich Niemand leugnen. 
Dass keiner der bekannten älteren Versuche über die Ausnutzung der 
Dampfkraft zur Bewegung über das Bekanntwerden von Herons Pneumatik 
zurückgeht und mehr als einer ^) unter ihnen nachweislich von Heron an- 
geregt ist, darf doch nicht ausser Acht gelassen werden. 

Pneum. 11, 6, S. 221—223 = S. 222 Th. wird ein unmittelbarer Dampf- 
strahl benutzt, um einen Ball in der Luft schweben oder springen zu 
lassen (Fig. 20). 

Allbekannt ist noch heute die Aeolipile (Fig. 21 und 21a). 
Der Name kommt bei Ueron selbst nicht vor, sondern bei YitruY I, 6, S. 24 
ed. Böse (vgl. auch den lateinisch-deutschen Text in Heron. op. I, S. 490. 
491). VitruYS Vorrichtung weicht von der Heronischen ab. Heron leitet 
den Wasserdampf aus einem geheizten Kessel durch eine Röhre in die 
rotirende Kugel, während Vitruy das Wasser in die Kugel selbst thut, wie 
es irrthttmlich Poggendorff, Gesck d. Fhys,^ S. 16, und Frick-Lehmann, Fhjfsi- 
kaiische Technik I, 655 von Heron annehmen. Die Drehung der Heronischen 
Aeolipile wird durch die Beaction des ausströmenden Dampfes 
herbeigeführt. Ob auch Vitruys Aeolipile rotirte, ist sehr zweifelhaft; denn 
Vitruy spricht nur yon einem heftigen Wehen (Vehementem flatum') der 
Luft, ohne die Drehung ausdrücklich zu erwähnen. Wenngleich Jemand 
nach dem Zusammenhange yermuthen könnte, dass Vitruy eine solche als 
selbstyerständlich yoraussetze, wofern er sich die Kugel als Abbild des 
nach antiker Vorstellung sich drehenden Himmelsgewölbes gedacht habe, 
so ist doch sehr wahrscheinlich, dass Vitruys Vorrichtung auf Herons 
Figur 20 (ohne den Ball) hinausläuft. Das, was später Ens S. 123, 
Kircher de arte magnet. 111, 2, 4, 2, Mersenne S. 141, Schwenter S. 458, 
Schott S. 237 u. a. unter Aeolipile yerstehen, entspricht auch nicht der 
Vorstellung yon der Aeolipile als Beactionsdampfkugel, sondern beruht auf 
Vitruy und stimmt im Principe mit Figur 20. Eine solche Vitruysche 



1) Die Versuche des 16. Jahrhunderts kommen wohl kaum in Betracht In 
Betreff von Garays Dampfschiff (1543) ist die Ueberlieferung zu unsicher. Und 
Poggendorff S. 629 bringt auch Garay mit Heron in Verbindung. Cardano 
(Hierouymi Cardani Mediolanensis medici de rerum varietate libri XVII. Bdsileae 
1667), der nach Poggendorff S. 629 die Aeolipile zur Bewegung benutzt haben 
soll — ich habe die Stelle leider nicht gefunden — , kannte schon Herons Belo- 
poiika, Pneumatik und Automatentheater. Von diesen Werken schreibt er S. 1175: 
'Omnia huius autoris (nämlich Herons) opera pulcherrima sunt'. Dieses Lob 
schränkt Cardano 1560 in der Schrift de subtilitate S. 1013 wieder etwas ein: 
^cuius (nämlich Vitruvü) aemnlus fait Hero clarissimus inventis, sed parum 
utilibus'. 
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Aeolipile ist es auch, welche Branca^) verwendet, indem er den Dampf- 
strahl gegen die Schaufeln eines Bades strömen lässt. Die Maschine des 
Salomon de Caus, den Arago durchaus zum Erfinder der Dampfmaschine 
machen will, beruht dagegen auf dem Heronsballe (vgl. Poggendorff S. 447 
und Bühlmann S. 396). Als erste Dampfmaschine pflegt die Geschichte 
der Physik bedingungsweise (Poggendorflf S. 531) eine Vorrichtung von 
Giambattista della Porta zu bezeichnen, ich sage bedingungsweise, sofern 
es gestattet ist, auch jede primitive Vorrichtung, welche den Dampf zum 
Principe der Bewegung macht, als Dampfmaschine anzusehen. 

Portas Vorrichtung steht nicht im lateinischen Texte seiner Pneumatik, 
sondern nur in der italienischen Uebersetzung des Escrivano S. 75 in 
demselben Capitel, in welchem auch Portas Thermoskop (s. oben S. 165) 
enthalten ist. Seine Absicht ist dabei zu erfahren, in wie viel Luft sich 
ein Theil Wasser auflöst (per sapere una parte di acqua in quanta di 
aria si risolve). Wird ein theilweise mit Wasser gefällter Kolben erhitzt, 
80 steigt der sich entwickelnde Wasserdampf in ein allseitig luftdicht ver- 
schlossenes Gefäss mit Wasser und drückt dieses durch eine aufwärts 
steigende Röhre hinaus.^) Nun hat ein Franzose, Namens Ainger 
(s. Libri IV, 354), behauptet, Portas Vorrichtung sei als eine grosse Ver- 
vollkomnmung einer Heronischen Maschine anzusehen. Arago, der 1837 
über die Geschichte der Dampfmaschinen mehrere Aufsätze veröffentlicht 
hat (s. Libri IV, 358), weist dies dagegen zurück. Porta rede an der 
Stelle überhaupt nicht von Heron und habe in keiner Beziehung eine 
Heronische Vorrichtung verbessern wollen. Wenngleich es nicht zutreffend 
ist, dass Porta, wie auch Ainger (vgl. oben S. 197) behauptet hatte, Herons 
Pneumatik übersetzt haben soll, so wissen wir doch zur Genüge, wie sehr 
Porta durch Heron beeinflusst worden ist. Wir dürfen daher, auch wenn 
Porta dies nicht ausdrücklich bemerken sollte, annehmen, dass er Hero- 
nische Vorrichtungen, die auch nur entfernt zu den seinigen in Beziehung 
stehen, gekannt hat. Auf eine bestimmte Heronische Vorrichtung berufk 
sich Ainger anscheinend nicht. Es liegt uns daher die Beantwortung der 
Frage ob, ob sich bei Heron Analogien zu Portas Dampfapparat finden. 
Eine eigentliche Dampfvorrichtung zur Hebung von Wasser oder irgend 
einer Flüssigkeit hat nun zwar Heron nicht, aber immerhin eine Vor> 
ricbtung, die Porta sehr wohl Anregung gegeben haben und die er mit 

1) Man findet die auf die erste Periode der Geschichte der Dampfmaschinen 
bezüglichen Documente in übersichtlicher Weise bei Libri IV, 327—363 (in 
Bezug anf Cesariano, Porta, Rivault, Salomon de Gaus, Branca) zusammengestellt. 

2) Portas Figur ist bei Libri IV, 332 und im L&ngsschnitte bei Poggendorff, 
Gesch, d, Phys., S. 630, wiederholt. 
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einer anderen Heronischen Vomchtung (Fig. 20) in einen einzigen einfachen 
Apparat umgewandelt haben könnte. In der Pneom. 11, 21, S. 262—265 
» S. 211 Th. (Fig. 22) enthalten die Behälter on nnd xl Wein, der durch 
die Hebervorrichtangen tv, ^tf nach aussen geleitet werden soll. Das ge- 
schieht dorch erhitzte Luft, welche von 6 nach s, von da nach | und*d 
und hier durch kleine Schlitze in den Bohrwänden in die Weinbebälter 
geleitet wird. Zuvor soll indessen in die Bohren etwas Wasser gegossen 
werden. Es scheint danach wohl nicht völlig ausgeschlossen, dass in der 
Bohre auch etwas Dampf, wenn auch nur in geringer Quantität und mit 
geringer Spannkraft, sich entwickelte. Porta, dem diese Vorrichtung sicher 
aus Commandini bekannt war,^) konnte, um den Druck auf die Flüssigkeit 
zu erhöhen, leicht auf den Gedanken kommen, die beiden Heronischen 
Vorrichtungen mit Weglassung aller Nebendinge derart zu einer einzigen 
umzugestalten, dass er an das verkürzte Steigrohr (17^ bez. vg, Fig. 22) nach 
Fig. 20 einen Kolben mit Wasser über einem Feuerherde ansetzte. Dazn 
kommt ein Anklang in der Ausdrucksweise Portas an Heron. Statt zu 
sagen, dass das (bei Porta) dem Bohre ga entsprechende Ausflussrohr *&st 
bis dicht an den Boden reichen' solle, sagt Porta, es solle ^so weit vom 
Boden abstehen, als zum Dnrchfluss von Wasser genügt' (un canale tanto 
lontano dal fondo quanto basti a scorrer Tacqua), wie eben Heron sich 
fast immer auszudrücken pflegt, s. Heron op. 1, S. 41,23. 73,1. 89,8. 93,1. 
123,6. 137,27. 165,25. 169,10. 173,5 u. ö. Es ist daher nicht unmöglich, 
dass Portas Dampfapparat durch Heron beeinflusst ist Aber Bestimmteres 
lässt sich nicht ermitteln. Interesse hatte man jedenfalls in der Zeit ftlr 
die in Fig. 22 dargestellte Vorrichtung. Das beweisen Eircher im Oedip. 
Aegypt. n, 333 und Schott S. 245, welche beide den Apparat mit un- 
wesentlichen Aenderungen ausführlich wiedergeben. 

Einer kritischen Betrachtung ist schliesslich Herons Pneum. II, 16, 
S.. 246—251 = S. 206. 207 Th. von Salomon de Gaus nach Schotts 
Zeugniss S. 56 unterzogen worden. Nach Heron soll ein intermittirender 
Ausfluss aus | (Fig. 23) herbeigeführt werden. Zu dem Zwecke sind drei 
gebogene Heber im Gefässe aß angebracht, y am Boden, d in halber Höhe, 
£ in ganzer. Nach dem ersten Eingüsse fliesst die Flüssigkeit zunächst 
durch y aus. Unterbricht man den Ausfluss, so bleibt in ^ so viel Wasser 
zurück, dass die untere Oeffnung von y geschlossen bleibt, während der 
Heber sonst mit Luft gefüllt ist. Diese verhindert auch beim zweiten 
Eingiessen einen Abfluss durch y. Es fliesst also die Flüssigkeit nicht 
eher aus aß wieder ab, als bis die Flüssigkeit bis zum Scheitelpunkt von J 



1) Die figürlichen Dar»tellnngen fehlen bei Commandini. 
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steigt. Aehnlich ist es mit e. Nun behauptet Salomon de Caus, auch beim 
zweiten £ingie8sen fliesse das Wasser durch y ab, weil die in y enthaltene 
Luft durch das Wasser aus der unteren Oeffnung hinausgedrängt werde. 
Dieser Behauptung stimmt Schott S. 57 unbedingt zu. Auch de Eochas 
(1882) hat, anscheinend unabhängig von den erwähnten Vorgängern, S. 168 
Einspruch erhoben und eine modificirte Einrichtung vorgeschlagea Aus 
wiederholten praktischen Versuchen glauben wir aber entnehmen zu sollen, 
dass Heron Recht hat, dass also durch die Heber y und ^ nichts ausfliesst, 
wenn die einen Mündungen im Wasser stehen und im Innern der Heber 
sich Luft befindet. Dabei ist es gleichgiltig, wie tief der äussere Heber- 
schenkel im Wasser steht. Es scheinen uns danach auch die von 
de Bochas a. a. 0. gegebenen Ansätze mit ihren Folgerungen nicht zu- 
treffend zu sein, üeberhaupt sieht es bei diesem letzten Beispiel fast so 
aus, als hätte der moderne Physiker die Sache auf Orund theoretischer 
Erwägung — de Rochas spricht von ^raisonnement' — behandelt, der 
antike Physiker dagegen auf Grund des Experimentes. Es wäre also das 
Verhältniss der Antiken und Modernen einmal umgekehrt, als man ge- 
wöhnlich annimmt. 

Cantor a. a. 0. S. 18 behauptet, ein bei Heron beschriebener inter- 
mittirender Brunnen entspreche keineswegs der gleichbenannten Vor- 
richtung unserer physikalischen Sammlungen. Cantor konnte dies mit 
vollem Bechte sagen, denn die Vorrichtung, welche er vermuthlich im 
Sinne hatte (Heron. Pneum. I, 19, S. 102—107 = S. 173f. Th.),^) ist, 
so wie er sie in der Pariser Ausgabe vorfand und wie sie in den Hand- 
schriften überliefert ist, kein intermittirender Brunnen im heutigen Sinne. 
Allein der griechische Text ist fehlerhaft, und es bedarf nur einer kleinen 
Verbesserung, nur der Aenderung eines einzigen Buchstabens, um die Vor- 
richtung zu einem wirklichen intermittirenden Brunnen zu machen. Denn 
das sollte er jedenfalls nach Herons Absicht sein. Und Heron ist ver- 
muthlich durch Philon von Byzanz, von dem er sich auch sonst abhängig 
(s. S. 171) zeigt, dazu angeregt worden. Denn dieser hat unter den 
wenigen Apparaten seiner Pneumatik nicht weniger als vier, welche im 
Principe intermittirende Brunnen sind (s. Heron. op. I, 482 — 489), dar- 
unter einen, welcher der Heronischen Vorrichtung ziemlich nahe kommt. 
Am geflllligsten ist unter ihnen die Lampe mit dem cons tauten 
Niveau (Fig. 24). Es sei gestattet, sie zum Schlüsse als Anhang an- 
zureihen, da derartige Lampen gerade im 17. Jahrhundert besonderes 



1) Sollte Cantor aber Herons Pneum. I, 20, S. 106—111 = S. 174. 176 Th. 
gemeint haben, so trifft sein ^nsspruch auch jetzt noch zu. 
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Interesse erregten, wie z. B. bei Porta Pneam. S. 54. 55, Ens S. 104, 
Schott S. 290 f. (dieser bezeichnet sie als eine Erfindung des Jesuiten 
Grünberger), Schwenter 8. 448 f. ^) Pbilons Lampe ghz (Fig. 24) wird 
dnrcb die Zufinssröhren he^ cd aus dem Bebälter, der Eugel a, mit Gel 
gespeist. Der Zufluss bort auf, sobald das Oelniveau bis zu der im Innern 
der Lampe liegenden Mündung k der in die Eugel eingelöteten auf- 
steigenden Eöbre Imn emporsteigt. Wird der Docht angezündet und Oel 
verbraucht, so bekommt k Luft. Diese dringt in die Eugel und treibt 
durch ihren Druck so lange wieder Oel aus dem Behälter, bis k sieh 
abermals schliesst. Indem sich dies je nach dem Oelverbrauche wieder- 
holt, erhält sich das Niveau constant auf gleicher Höhe. 



1) Die von Cardanus de subtiUtaU S. 18 f. beschriebene Uucerna mirabilis' hat 
eine abweichende Einrichtung. 
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Abb. z. Gesch. d. Math. VIII: Schmidt, die Strassb. Münateruhr. Tafel 1. 
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